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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Indicaciones:

1.-Optatividad:El alumno debera escoger una de las dos opcipndendo desarrollar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-CalculadoraSe permitira el uso de calculadoras no prograrealgiee no admitan
memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pru&m observaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente
las operaciones no triviales, de modo que puedmEmstruirse la argumentacion légica
de los célculos.

OPCION A

mx+y=1
1°) Discutir, y resolver cuando sea posible elesist de ecuacionesx+my=m :
2mx+2y=m+1
segun los valores del parametro m.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

m 1 m 1 1
M=1 mlyM=1 m m
2m 2 2m 2 m+l

El rango de la matriz ampliada es, en funcién delrsiguiente:

m 1 1
M[=|1 m m :mz(m+1)+2m2+2—2m2—2m2—(m+1):(m+1)(m2—1)—2(m2—1):
2m 2 m+l
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= (m? —1fm+1-2) = (m* ~1m-1) = (m+1)(m-1)(m-1) = (m+1)(m-1? =0=m = -1, m, =1.

El rango de la matriz de coeficientes, cuyas filasera y tercera son proporcio-
nales, tiene rango dos para cualquier valor reahdexcepto param=1y m=-1, en
Cuyos casos el rango es uno.

m#1
Para {m# 1}: RangoM =2 ;; RangoM'=3= Incompatile

Para m=-1= RangoM =1;; RangoM'=2= Incompatilte

Param=1 = M'= = Rangode M'=1.

N R
N B R
N B R

Para m=1= RangoM = RangoM '=1<n° inc6g = Compatibleindeterminado

b)
x+y=1
Param =1 el sistema és+y=1 , equivalente gx+y=1.
2x+2y=2

. Ix=A
Solucion , DAOR.
y=1-A4
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2°) Seam el plano que pasa por los puntos A(1, -1, 1), B(2), C(3, 1, 0) y r la recta
X=7 _ y+6 _ z+3

dada por = = 5

a ) Calcular el angulo que forman la recta r yl@hpn.

b ) Calcular los puntos de r que distan 6 unidaeéplanon.

a)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vesto
u=AB=B-A=(2 3 2)-(1 -1 1)=(1 4 1).

v=AC=C-A=(310)-(1 -1, 1)=(2 2 -1).

x-3 y-1 z
Los puntos A, B y C determinan el plan(o:; u, V)z 1 4 1(=0;
2 2 -1

- 4(x-3)+2(y-1)+2z-8z-2(x-3)+(y-1)=0;; -6(x-3)+3(y-1)-62=0 ;;

2(x—3)—(y—1)+3z=0  2X—6-y+1+22=0 = m=2x-y+2z-5=0.

Para facilitar la comprension del ejercicio hacsmo esquema de la situacion:

El anguloa que forman el plana y la recta r es el complementario del angulo
que forman el vectorv, , director de r, y el vecton , normal al planar.

El vector director de r es, =(2 -1 2) y el vector normal dea es n =(2, -1, 2),
gue como se observa son iguales, lo que signifiea q

La recta r y el plana son perpendiculares



X=7+2A
La expresion de r por unas ecuaciones paramegsias,y=-6-1 .
z=-3+2/

El punto P genérico de r @7+24, -6-1, -3+24).

Sabiendo que la distancia del punto genérgdg,, v, z,) al plano genérico de
., Ax, +By,+Cz +D "
ecuacioénn = Ax+By+Cz+D =0 esd(P, 71):| %7 h T 5 |; aplicandola al punto P
\/A2+82 +C2
y al planon=2x-y+2z-5=0, sabiendo que la distancia es de 6 unidades:

)_|2(7+2/])—(—6—/1)+2(—3+2/1)—5| s - |14+4A+6+1-6+41-5]

d(P, =6 ;; 6
( s 22 +12+(_2)2 [4+1+4

1+A4=2- A =1

=6, ———=6;|3+34|=6;; |1+ A|=2 = :
\/5 3 —1—A2:2—>/12:_3

Para A=1= Pl(9, -7, —1) y ParaA=-7 = Pz(l -3 _9)_

Los puntos de r gue distan 6 unidades den R(9, -7, -1) y (1, -3, -9)
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39) Hallar la funcion polinbmica de grado 3 sabeewgie su grafica pasa por P(1, 0),
que tiene por tangente en el punto de abscisa laFdrtay = 2x+1, y que su integral

entre 0 y 1 valga 3.

Sea la funcion pedida(x) = AxX + Bx? +Cx+D.

Por pasar por P(1, 0j(1)=0 = A+B+C+D=0. (1)

Por tener la tangente para x = 0 una pendientem =

f'(0)=2 = f'(x)=3Ax*+2Bx+C = C=2. La funcién es:f(x)= Ax +Bx* +2x+D.

1 4 2 1
jf(x)-dx=3: AX +B)(3+2X +Dx| =3;; (A+E+1+DJ—O:3;;
4 3 2 o 4 3

0

3A+4B+12+12D =36 ;; 3A+4B+12D=24. (2)

El punto de tangencia es comun a la funcion ytarigente, por lo cual tiene que
sery(0)= 2-0+1=1, lo cual significa que el punto Q(0, 1) pertenada funcion:

f(0)=1= D=1.
: : A+B+2+1=0 :
El sistema formado por las ecuaciones (1) y (2)lt&s , equiva-
3A+4B+12=24
A+B=-3 : -3A-3B=9
lente a . Resolviendo: = B=21y A=-24.
3A+4B=12 3A+4B=12

La funcion resulta:f (x) = —24x® + 21x + 2x+1.
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4°) Sea la funcionf(x)=e™ . Calcular sus intervalos de crecimiento y decramito,
extremos relativos, puntos de inflexion y asintoasbozar su grafica.

Por serf(-x)=e™ =™ = f(x), la funcién se simétrica con respecto al eje de
abscisas.

Una funcion es creciente o decreciente en un peudodo su derivada es positi-
va 0 negativa, respectivamente.

f'(x)=-2x-e™>. Como quiera que es* >x, OxOR, la derivada es negativa para
los valores positivos de x y viceversa.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcioR,dss periodos de crecimien-
to y decrecimiento son los siguientes:

f'(x)=-2x-e™ >0 = x<0 = Crecimienb: (-, 0).

f'(x)=-2x-e™ <0 = x>0 = Crecimieno: (0, +).

Una funcion tiene un extremo relativo para los redade x que anulan la primera deri-
vada; para diferenciar los maximos de los minineosesurre a la segunda derivada: si
es positiva se trata de un minimo y si es negafigan maximo.

f'(x)=0 = -2x-e* =0 = x=0.
fr(x)=-2-e* -2x- (— 2X - e‘xz): 267 (2x? -1).
f(0)=2e"(0-1)=-2<0 = Maximo relativo para x = 0.

f(0)=€° =1 = Maximo: A0, 1).

Una funcién tiene un punto de inflexion para ledoves que anulan la segunda
derivada y hacen distinto de cero a la tercera/aea.

f”(X):O: Ze_xz(ZXZ_l):O;; 2X2—l:O;; X2 :E: Xlz_ﬁ o XZZQ.
2 2 2
1
f(—@):e 2= 1€ = Puntosde inf lexion: P —Q, E y Q Q E _
Je e 2" e 2" e

Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabddicuas.



Una funcion tiene una asintota vertical para ksres finitos de x que hacer que
la funcién valga mas o menos infinito.

No hay asintotas verticales

Asintotas horizontales son los valores finitodadfincidon cuando x tiene a valer
mas infinito o menos infinito.

fim Zim 2 1 1
f(x)= e
X — Foo X —» *o0 e (o]

La recta y = 0 (eje de abscisas) es asintota hakde la funcién

No existen asintotas oblicuas por ser incompegibbn las asintotas horizontales.

De todo lo anterior se puede intuir facilmentesbozo de la funcion, que es el
grafico que figura a continuacion.
f(
"\

¥)
N

7

'y
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OPCION B

a a+l a+2
1°) Sea la matria=|a a+3 a+4|.
a a+b5 a+6

a ) Discutir su rango en funcion de los valores.de

0
b ) Parax = 1, resolver la ecuacion matricial - X =| 0|, siendo Ala matriz traspuesta
0
de A.
a)
a a+l a+2| |a a a+2| |a 1 a+2 ala |al 2
|A|l=|a a+3 a+4|=|a a a+4|+la 3 a+4|=0+|a 3 al+|a 3 4|=
a at+5 a+6| |a a a+6| |a 5 a+6 a 5 aj |a 5 6
a 1l 2 112
=0+la 3 4|=a-|1 3 4|=a-0=0. (la tercera columna es suma de las otras dos).
a5 6 156

Se utilizan las propiedades de los determinamjegestes:

“Si se multiplican o dividen todos los elementosutk@ linea de una matriz por
un numero, su determinante queda multiplicado midio por dicho niumero”.

“Si los elementos de una linea de una matriz seodgzonen en dos sumandos,
su determinante es igual a la suma de los dosndie@mntes obtenidos al considerar por
separado cada sumando de esa linea, y el resds tirdas iguales a las del determinan-
te inicial”.

“Si una matriz tiene dos lineas paralelas igualpsporcionales, su determinante
es nulo”.

al 2
; . . . 1 2
El determinantea 3 4|, equivalente A, tiene, por ejemplo, el men+§ 4‘,
a 5 6
cuyo valor es distinto de cero.

El rango de A es dos, independientemente del daar




b)

12 3 111
Parao =1 la matrizesA=|1 4 5|y A =2 4 6
167 357

Como el sistema formado es homogéneo y el randm matriz de coeficientes' A
es dos por ser la dltima fila la suma de las ofi@s segun el teorema de Rouché-
Frobenius, el sistema es compatible indeterminB#spreciando, por ejemplo, la ulti-
ma de las ecuaciones:

X+y+z=0
2X+4y+6z=0

X+y+z=0
X+2y+3z=0

}:Simplificando: } Haciendoz=A:

+v=-/] -X-v=A
xry XY =>y=-21;;, X=-y-A=21-A=A=Xx.
X+2y=-3] x+2y=-31] T
X=A
Solucion < y=-24, OAOR
z=A
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2°) Calcular la recta r contenida en el plane x+y+z=3, paralela al planar, =x=0,
y que pasa por el punto simétrico de B(-1, 1, &peeto der,.

En primer lugar hallamos el punto B’ simétricoRiel, 1, 1) respecto de.
Un vector normal al plang, es n =(1, 0, 0).

La expresion por unas ecuaciones paramétricas ieta s que pasa por el punto
x=-1+A4
B y es perpendicular al plamgess=:{y=1
z=1

El punto M, interseccion del plamo con la recta s, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo cual:

B(-1, 1, 1)

m=x=0

x=1+A
_yoq (DA A= M(0, 1, 2)

VT M(, 1, 1)
z=1

El punto M(0, 1, 1) obtenido es el punto me-

dio del segmento BB’ 18’(x, Y, Z)
S

M :¥ = B=2M-B=(0, 2, 2)-(-1 1, 1) = B'(1, 1 1).

Un vector director de la recta r es cualquiera speelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales d@lasosn; y ©,, que son los siguientes:

n=(000)yn =11 12).

|

=k-j=-k+k=(0,-1,1) = v. =(0, 1, -1).

P O —
P O X

Un punto del planoz, =x+y+z=3 es B'(1, 1, 1), (casualmente). La expresiéon de
x=1
r dada por unas ecuaciones paramétricas=esy=1+1.
z=1-/
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3°) Sea la funcidrf (x) = +2v/x.
a ) Hallar su dominio y sus intervalos de crecirtegndecrecimiento.

b ) Calcular el punto de la gréafica déx) mas cercano al punto P(4, 0).

a)
El dominio de la funcién ep(f)= [0, +).

Una funcion es creciente o decreciente cuand@suadia es positiva 0 negativa,
respectivamente.

f'(x)=+2- %:i:o OxOD(f). La funcién f(x) es mondtona creciente
X

X

b)
YA e P
El punto Q por pertenecer ix)=+2/x es de la alx ‘Z*[(), ~
forma Q(x, 2\&). | /
4 yd
La distancia entre los puntos P y Q tiene que ser YAV
minima, por lo tanto, su derivada tiene que anelgrs / .
la segunda derivada tiene que ser positiva panzalos f R
res que anulan la primera derivada. O] P4,0) 8 X

d=y)(x=4) +(2vx - 0f =+/x2 —8x+16+4x =+/x2 —4x+16.

2X—4 X—2
d'(x)= = =0= x-2=0;; x=2.
(4 2x2—4x+16 /x?-4x+16

Vamos a justificar que se trata de un minimo phvaler de x encontrado:

2
1-vx? - 4x+16-(x-2) - 2x—4 VX2 —4x+16- (x-2)

d“(X)= 2 \/X —4X+16 \/X2—4X+16=
@x2—4x+16) ®x2—4x+16f

X2 — Ax+16- (x? - 4x+ 4)
_ VX2 —4x+16 _ 12 _12yx* -4x+16 d"(x)
x* = 4x+16 (¢ —ax+16Nx —4x+16 (¢ —dx+16]

0(2)= 122° - 4.2+16 _12/4-8+16 _12/12 _ 23 _+3

= = = _——->O Minimo, ¢
(22-4.2+416f (4-8+16) 122 12 = Minimo, ¢.g.J.

El punto pedido eQ(2, 212).

*kkkkkkkkk



4°) Sea la funciort (x) =

e}

a ) Calcular un punto de su gréfica tal que laarémhgente en dicho punto sea paralela
al eje OX. Escribe la ecuacién de la recta tangente

b ) Calcular el area limitada por la grafica déuiacion, el eje OX y las rectas x =0y
x=L5.
a)

La pendiente de la tangente a una funcién en ntops igual que el valor de su
derivada en ese punto.

f'(X)Z e*. (1+ex)2 —-e*. 2(l+e><) et e (1+ex)_262x _ er. (1+ex _Zex) _ . (1_ex)
(1+ ex)4 (1+ ex)3 (1+ex)3 L+ & 3

f'(x)=0 = GEL_G:):O s e (1-e)=0;1-e =0 e =1= x=0.
+ e

0
El punto de tangencia es(o):( © 7 = 0 11)2 % = P(o, %)
1+e +

La tangente en la reci;a:% o tambiént=4y-1=0.

b)

Teniendo en cuenta que el recorrido fde) = es (0, +), la superficie a

ref

X=L5-t=6 ; +7° 111 T1]°
= S:jizdt:|:t_} :|:_1} :|:}:| =
Xx=0_1t=2 )t -1, L], Lt

calcular es la siguiente:

e 1+e* =t
S:je—2 dx =
e dx=dt
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