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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger una de las dos opciones, pudiendo 
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee. 
2.- CALCULADORA: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no 
admitan memoria para texto ni representaciones gráficas). 
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Se observarán fundamentalmente 
los siguientes aspectos: Correcta utilización de los conceptos, definiciones y 
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. 
Justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y 
coherencia en la exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben 
figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse 
la argumentación lógica y los cálculos. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dada la matriz � = �� + 2 0 0−3 � + 1 11 0 � − 1�, se pide: 

 �) Hallar los valores de m para que la matriz ��� tenga inversa. 
 �) Para m = 0, calcular, si es posible, la matriz inversa de A. 
 

---------- �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero, por lo cual, 
para que ��� tenga inversa es necesario que |���| = 0. 
 

 ����)�� = ���.�� ���
|���| = ���.�� ���

�|�|)�  ⇒  �|�|)� ≠ 0 ⇒  |�| ≠ 0. 

 

 |�| =  � + 2 0 0−3 � + 1 11 0 � − 1 = �� + 2)�� + 1)�� − 1) = 0 ⇒ 

 ⇒ !" = −#, !# = −", !% = ". 



� &' ()*&+,(�-& ∀� ∈ 0 − 1−2, −1, 12. 
 �)  

Para m = 0 es � = � 2 0 0−3 1 11 0 −1�  ⇒  |�| = −2 ≠ 0 ⇒  � &' ()*&+,(�-&. 

 

        ��|3) = � 2 0 0−3 1 11 0 −1 1 0 00 1 00 0 1� ⇒ 14� ↔ 462 ⇒ � 1 0 −1−3 1 12 0 0  0 0 10 1 01 0 0� ⇒  

 

⇒ � 1 0 −1−3 1 12 0 0  0 0 10 1 01 0 0� ⇒ 74� → 4� + 34�46 → 46 − 24�9 ⇒ �1 0 −10 1 −20 0 2  0 0 10 1 31 0 −2� ⇒  

 

⇒ :46 → ��46; �1 0 −10 1 −20 0 1  0 0 10 1 3�� 0 −1� ⇒ 7 4� → 4� + 464� → 4� + 2469 ⇒  

 

⇒ <1 0 00 1 00 0 1= �� 0 01 1 1�� 0 −1>   ⇒   ��� = < �� 0 01 1 1�� 0 −1>. 

 
********** 

  



2º) �) Calcular la recta s que corta perpendicularmente al eje OZ y que pasa por el 
punto ?�1, 2, 3). �) Estudiar, en función del parámetro real �, la posición relativa de la recta + ≡ 7A = 0B = 0 

y el plano C ≡ A + B + �D = 1. 
---------- �)  

 El haz de planos E perpendiculares al eje OZ tiene a )FG = �0, 0, 1)  como vector 
normal. La expresión general del haz es E ≡ D + H = 0. 
 
 El plano I ∈ E que contiene al punto ?�1, 2, 3) es el que satisface su ecuación: 
 E ≡ D + H = 0          ?�1, 2, 3)9 ⇒ 3 + H = 0 ⇒ H = −3 ⇒ J ≡ K − % = L. 

 

La recta OZ tiene por expresión: MN ≡ 7A = 0B = 0. 

 
El punto de corte de la recta OZ y el plano I es la solución del sistema que 

forman: 
 I ≡ D − 3 = 0   MN ≡ 7A = 0B = 0O ⇒ P�L, L, %). 

 
Los puntos Q y P determinan el vector Q?FFFFFG = R? − QS = �1, 2, 0). 
 
La recta pedida s es la que pasa por los puntos P y Q, cuya expresión por unas 

ecuaciones paramétricas es ' ≡ TA = U   B = 2UD = 3   . �)  

 La recta r y el plano C determinan el sistema TA + B + �D = 1A = 0                  B = 0                  , cuyas matrices 

de coeficientes y ampliada son V = �1 1 �1 0 00 1 0� y V′ = �1 1 �1 0 00 1 0    100�. 

 
 Según los rangos de M y M’ pueden presentarse los tres siguientes casos: 
 
 0�)X V = 0�)X VY = 3 ⇒ Z. [. H. ⇒ La recta y el plano se cortan en un punto. 
 
 0�)X V = 2; 0�)X VY = 3 ⇒ Z. 3)]^�_. ⇒ La recta y el plano son paralelos. 
 



 0�)X V = 0�)X VY = 2 ⇒ Z. [. 3)`. ⇒ La recta está contenida en el plano. 
 

 |V| =  1 1 �1 0 00 1 0 = �. 

 
 ?�+� � ≠ 0 ⇒ 0�)X V = 0�)X VY = 3 ⇒ Z. [. H.  
 ?�+� � ≠ 0 -� +&],� + B &- _-�)^ C '^) '&]�),&' �'& ]^+,�) &) a) _a),^). 

 
 ?�+� � = 0 ⇒ 0�)X V = 0�)X VY = 2 ⇒ Z. [. 3.  
 ?�+� � = 0 -� +&],� + &',á ]^),&)(`� &) &- _-�)^ C. 

 
********** 

  



3º) Determinar los vértices del rectángulo de área máxima que tiene lados paralelos a 
los ejes de coordenadas y vértices en el borde del recinto delimitado por las gráficas de 
las funciones c�A) = A� y X�A) = 2 − A�. 
 

---------- 
 
Los puntos de intersección de las curvas son las soluciones de la ecuación que 

resulta de la igualación de sus expresiones: 
 A� = 2 − A�;  2A� = 2;  A� = 1 ⇒ 7A� = −1 → ��−1, 1)A� = 1 → d�1, 1)       . 

 
 El vértice de la parábola c�A) = A� es M�0, 0) y es convexa �∪) y el vértice de 
la otra parábola X�A) = 2 − A� es f�0, 2) y es cón-
cava �∩). 
 
 La representación gráfica de la situación se 
expresa en la figura adjunta. 
 
 Las coordenadas de los vértices del rectán-
gulo son las siguientes: ��A, A�), d�A, 2 − A�), [�−A, 2 − A�) y H�−A, A�). 
 
 La superficie S del rectángulo es la siguiente: 
 
 Z = H� · �d = RA − �−A)S · R2 − A� − A�S = 2A · �2 − 2A�) = ij − ij%. 
 
 La superficie es máxima cuando se anula su primera derivada: 
 

 ZY�A) = 4 − 12A�  ⇒  ZY�A) = 0 ⇒ 4 − 12A� = 0;   1 − 3A� = 0;  A� = �6 ⇒ 

 ⇒ j" = − √%% , j# = √%% . 

 
 Los vértices del rectángulo pedidos son: 
 � m√66 , �6n , d m√66 , o6n , [ m− √66 , o6n  y H m− √66 , �6n. 

   
********** 
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4º) �) Sea X�A) una función continua y derivable en toda la recta real tal que X�0) = 0 
y X�2) = 2. Probar que existe algún punto c del intervalo �0, 2) tal que XY�]) = 1. 
 �) Hallar la función c�A) que cumple que cY�A) = Aq�A� + 1) y c�0) = 1. 
 

---------- �)  
 El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una función es continua 

en R�, �S y derivable en ��, �), entonces ∃] ∈ ��, �) tal que cY�]) = s�t)�s�u)t�u ”. 

 
 Aplicado el teorema a la función X�A) en el intervalo �0, 2) con XY�]) = 1: 
 

 XY�]) = v��)�v��)��� = ���� = 1. 

 Qa&`� _+^��`^ wa& ∃] ∈ �2, 0) ,�- wa& XY�]) = 1 . 
 �)  

 c�A) = x cY�A) `A = xRAq�A� + 1)S `A ⇒ ya = q�A� + 1) → `a = �z·�zz�{�A · `A = `* → * = z�
�

| ⇒ 

 ⇒ q�A� + 1) · z�
� − x z�

� · �z·�zz�{� = z�
� · q�A� + 1) − x z}

z�{� · `A =  

 = z�
� · q�A� + 1) − x mA − zz�{�n · `A =  

 = z�
� · q�A� + 1) − x A · `A + x zz�{� · `A = z�

� · q�A� + 1) − z�
� + �� · x �zz�{� · `A =   

 = z�
� · q�A� + 1) − z�

� + �� · q�A� + 1) + [ = z�{�� · q�A� + 1) − z�
� + [. 

 c�0) = 1 ⇒  �{�� · q�0 + 1) − �� + [ = 1 ⇒  ~ = ". 

 c�A) = z�{�� · q�A� + 1) − z�
� + 1. 

 
********** 

  



OPCIÓN B 
 

1º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 7A + �B = −1            �1 − 2�)A − B = �, se pide: 

 �) Discutir el sistema según los valores del parámetro m. 
 �) Resolver el sistema en los casos en que la solución no sea única. 
 ]) Calcular los valores de m para que x = -3, y = 2 sea solución. 
 

---------- �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 V = m 1 �1 − 2� −1n y VY = m 1 � −11 − 2� −1 � n. 

 

 |V| = � 1 �1 − 2� −1� = −1 − ��1 − 2�) = −1 − � + 2�� = 0; 
 2�� − � − 1 = 0;   � = �±√�{�� = �±6� ⇒ !" = ", !# = − "#. 

 

?�+� � � ≠ 1� ≠ −��� ⇒ 0�)X V = 0�)X VY = 2 = )º ()]óX. ⇒ Z. [. H. 
 ?�+� � = 1 ⇒ VY = m 1 1 −1−1 −1 1 n ⇒ 14� = −4�2 ⇒ ���� �Y = ". 

 ?�+� � = 1 ⇒ 0�)X V = 0�)X VY = 1 < )º ()]óX. ⇒ Z. [. 3. 
 

?�+� � = − �� ⇒ VY = �1 −�� −10 −1 −�� � ⇒ �1 −��0 −1� ≠ 0 ⇒ ���� �Y = #. 

 ?�+� � = − �� ⇒ 0�)X V = 2;  0�)X VY = 1 ⇒ Z(',&�� ()]^�_�,(�-&. 

 �)  
 La solución no es única (compatible indeterminado) para m = 1. 
 

 El sistema resulta 7A + B = −1−A − B = 1, equivalente a A + B = −1. 

 Z^-a](ó): A = U, B = −1 − U, ∀U ∈ 0. 

 



])  

 7A + �B = −1            �1 − 2�)A − B = �  ⇒ 7A = −3B = 2 9  ⇒  −3 + 2� = −1−3 · �1 − 2�) − 2 = �9 
 2� = 2−3 + 6� − 2 = ��  � = 15� = 5�   ⇒   � = 1. 

 
********** 

  



2º) �) ¿Puede haber dos vectores aFG y *G de ℝ6 tales que aFG · *G = −3, |aFG| = 1 y |*G| = 2? 
 �) Hallar � para que existan una recta t que pasa por el punto ?�1 + �, 1 − �, �), corte 

a la recta + ≡ �A + B = 2D = 1         y sea paralela a la recta ' ≡ 7A + D = 0B = 0        . 
 

---------- �)  
 Por definición de producto escalar de dos vectores: 
 

 aFG · *G = |aFG| · |*G| · cos E  ⇒ cos E = �FFG·�FG|�FFG|·|�FG| = �6�·� = −3 ⇒  � ∉ �. 

 �^ ℎ�B `^' *&],^+&' aFG y *G de ℝ6 tales que aFG · *G = −3, |aFG| = 1 y |*G| = 2. 
 �)  

Un vector director de una recta dada por la intersección de dos planos es cual-
quiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores normales 
de los planos que la determinan. 
 

' ≡ 7A + D = 0B = 0       ⇒ 7)�FFFFG = �1, 0, 1))�FFFFG = �0, 1, 0)9 ⇒ *¦YFFFG =  ( § ¨1 0 10 1 0 = ¨ − ( ⇒ ©ªFFFFG = �", L, −"). 

 
 La recta t pedida, por ser paralela a s, tiene su mismo vector director. 
 

 La expresión de t por unas ecuaciones paramétricas es , ≡ TA = 1 + � + UB = 1 − �       D = � − U        . 
 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es + ≡ TA = 2 − «B = «        D = 1        . 
 
 Como las rectas r y t se cortan en un punto tiene que ser: 
 

 
1 + � + U = 2 − «1 − � = «� − U = 1 O → U = � − 1 ⇒ 1 + � + �� − 1) = 2 − �1 − �); 

 1 + � + � − 1 = 2 − 1 + �;   2� = 1 + � ⇒  � = 1. 
 

********** 
 
  



3º) Dada la función c�A) = z¬z, determinar su dominio, asíntotas, intervalos de 

crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su gráfica. 
 

---------- 
 
 Teniendo en cuanta que la función logarítmica tiene como dominio �0, +∞) y 
que q1 = 0, el dominio de la función dada es: H�c) ⇒ �0, 1) ∪ �1, +∞). 
 
 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas. 
 
Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la función toma valores 
finitos, es decir, es el límite cuando A → ∞ de la función. 
 

 ¨ = limz→° c�A) = limz→° z¬z = °° ⇒ 3)`. ⇒ 1q´²^_(,�-2 ⇒ limz→° ��³ = limz→° A = ∞. 

 
 La función dada no tiene asíntotas horizontales. 
 
Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador. 
 �'í),^,� *&+,(]�-: A = 1. 
 
Asíntotas oblicuas: Son de la forma B = �A + ), siendo: 
 � = limz→° s�z)z   y  ) = limz→°Rc�A) − �AS, con m finito y � ≠ 0. 

 

 � = limz→° s�z)z = limz→° zz¬z = limz→° �¬z = �° = 0 ⇒ No tiene asíntotas oblicuas. 

 
 Una función es creciente o decreciente en su dominio para los valores de x que 
haces que su primera derivada sea positiva o negativa, respectivamente. 
 

 cY�A) = �·¬z�z·�³¬�z = ¬z��¬�z . 

 

 cY�A) = 0 ⇒  ¬z��¬�z = 0;   qA − 1 = 0;   qA = 1 ⇒ j = µ. 

 
 cY�A) > 0 ⇒ A > &;  cY�A) < 0 ⇒ A < &. 
 H&]+&](�(&),^: �0, 1) ∪ �1, &). 

 [+&](�(&),^: �&, +∞). 
 
 Para que una función tenga un extremo relativo (máximo o mínimo) es condición 
necesaria que se anule la primera derivada. Para diferenciar los máximos de los 



mínimos se recurre a la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la 
primera se trate de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 
 

 cYY�A) = �³·¬�z��¬z��)·m�·¬z·�³n¬·z = ¸³³ ��³�¬z��)¬}z = ¬z��¬z{�z·¬}z = ��¬zz·¬}z. 

 

 cYY�&) = ��¬��·¬}� = ���� = �� > 0 ⇒ �í�¹!º »µ¼�½¹©º ¾�»� j = µ. 

 c�&) = �¬� = �� = & ⇒  Ví)(�^: ?�&, &). 

 
Con los datos obtenidos anteriormente puede hacerse la representación gráfica, 

aproximada, de la función, que es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
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4º) �) Calcular limz→� ¿�z − �¬��{z)À. 
 

b)  Calcular el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones c�A) = �z, X�A) = �z� y la recta A = &. 

---------- �)  limz→� ¿�z − �¬��{z)À = �� − �� = ∞ − ∞ ⇒ 3)`&,. ⇒  limz→� ¬��{z)�zz·¬��{z) = ����·� = ��  ⇒  

 

⇒  3)`&,.  ⇒  1q′²^_(,�-2  ⇒  limz→�
��Á³��

�·¬��{z){z· ��Á³ = limz→�
�Â�Â³�Á³��Á³)¸��Á³)Á³�Á³ =  

 = limz→� �z��{z)¬��{z){z = ����·� = ��  ⇒  3)`&,.  ⇒  1q′²^_(,�-2  ⇒   
 ⇒  limz→� ���·¬��{z){��{z)· ��Á³{� = ���{�{� = − ��. 

 
b)   
 El punto de corte de las funciones se obtiene de la igualación de sus expresiones: 
 c�A) = X�A) ⇒ �z = �z� ⇒ A = 1 ⇒ ?�1, 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la 
siguiente: 
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 Z = + x m�z − �z�n · `A�� = ¿qA − zÂ�Á�
��{�À�

� = ¿qA − zÂ�
�� À�

� = ¿qA + �zÀ�
� =  

 = mq& + ��n − mq1 + ��n = 1 + �� − 0 − 1 = �� ≅ 0,37 a�. 

 
********** 

 


