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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de di@s opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma esrédn que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoreo programables (que no
admitan memoria para texto ni representacionescgsif

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaramdamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de donceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza deuacgin que se trata de resolver.
Justificaciones tedricas que se aporten para alrdle de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los t@cy en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviatltsmodo que puedan reconstruirse
la argumentacion logica y los céalculos.

OPCION A

x+y+z=0

1°) a) Discutir, en funcion del valor de, el sistema de ecuacion%"sl
mx +mz =2

y resolverlo paran = —1.

b) Paran = 1 afiadir una ecuacion al sistema del aparigdeara obtener: en un caso
un sistema compatible determinado y en otro casistema incompatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsesites:

M=(n o WY =0 0 m o)

Porsevi(l) (2’| — 2+ 0= Rang M’ = 2.

0 1 1

Paraszest(O 0 0

)=>RangM=1.
1

0 7’}1):|é ;l|=m¢0:>RangM=z,

Param #0es M = (Tmn
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Param # 0 = Rang M = Rang M' = 2 < n®%incég.= S.C.I.

Param =0 = Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.

Se resuelve para = —1, en cuyo caso el sistema res%@a’t;ti tzzz 0, que

es compatible indeterminado. Hacierde A:

X=—-2—-1 y=x—A=—-2—-1—1=-2-21

x=—-2—A
Solucion: {y = -2 — 2A,VA € R.
z=A
b)
Param = 1 el sistema e xtyt+z= 0.
XxX+z=2

El sistema resulta compatible determinado afiadianth ecuacion que sea
linealmente independiente de las ecuaciones dehsas por ejemplo:

x+y+z=0
&CD.:{x+z:2 :
x+2y+3z=1

Para que el sistema sea incompatible basta afiadirecuaciéon que sea
linealmente dependiente a cualquiera de las equexieferente a los coeficientes y
linealmente independiente con respecto a los tésnimlependientes, por ejemplo:

x+y+z=0
Sistema incompatible = {x +z=2 :
x+y+z=1
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o , ., : —x+2y—z=3
2°) a) Determinar la posicion relativa de la rect= {Zx —3y+z=1 y el plano de
ecuaciont = 5x —y + 2z = 4.
b) Dadas lasrectag === L =Zyp, = {_x T2Y=2=3 leular el plano que
) B=—"=ITFYRE 2x —3y+z=1’ P q
contiene a; y es paralelo a,.
a)
—x+2y—z=3
La recta r y el plane determinan el sisteméx — 3y + z = 1}.
S5x—y+2z=4

Las matrices de coeficientes y ampliadas del seston las siguientes:

-1 2 -1 -1 2 -1 3
M=<2 -3 1)yM’=<2 -3 1 1).
5 -1 2 5 -1 2 4

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presertasguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

-1 2 -1
RangodeM=» |2 -3 1|=6+2+10—-15-1-8=18-24=
5 -1 2

=—6+%*0 > Rang M = 3.

Larectary el plano m son secantes.

b)
Un punto y un vector director agsonA(1,0,0) yv; = (2,—1,5).

Un vector director de una recta dada por la istan®n de dos planos es cual-
guiera que sea linealmente dependiente del progectorial de los vectores normales
de los planos que la determinan. Un vector direstas es el siguiente:

27 2x=3y+z=1 "n, =(2,-3,1) " 2 _3 1

=2i—2j+3k—4k—-3i+j=—i—j—k=>7,=(1,1,1).



La ecuacion general del plano pedides la siguiente:

x—1 y =z
n(4; v, v;) =| 2 -1 5[=0;
1 1 1

—(x—1)+5y+2z4+z-5(x—-1)—-2y=0; —6(x—1)+3y+3z=0;
2c—1)—y—z=12z 2x—2—-y—z=0.

n=2x—y—z—2=0.
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39 Dada la funciorf(x) = 2e~2*l, estudiar: derivabilidad, crecimiento y decreci-
miento, extremos relativos y asintotas.

—xSix<O0
xsix=0
2e**six <0
2e7*six >0

Teniendo en cuenta qiue| = { , la funcionf (x) = 2e 2! puede

expresarse de la fornfgx) = {

Para que una funciéon sea derivable en un puntoredicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua y derivable en R, excepto para 0 cuya
continuidad y derivabilidad son dudosas; se estuaieontinuacion.

Para que la funcion sea continuaxea 0 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcién erpasto.

lim f(x) = hm(Zezx) =2-1=2

h_)rfl_f(x) — llm(Ze 20) = 2.1=2=f(0) = hm f(x) = hm f(x) = £(0).

x—0%
La funcionf (x) = 2e 2l es continua para = 0.

Una funcion es derivable en un punto cuando esm@en ese punto y, ademas,
existen sus derivadas laterales y son iguales.

2 si x<0 e ,
f(X)—{ 48_2515196>0 f(O )246():4; f(0+)=—4-60:—4.

f'(07) # f'(07) = La funcién f(x) es derivable en R — {0}.

Una funcion es creciente o decreciente cuandersvedia es positiva o0 negativa,
respectivamente.
Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—o0,0).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(0, +0).

Noétese que, aunque la funcidn no es derivablexpard, tiene un minimo para
este valor; es lo que se denomina un “punto angulpse, en este caso, segun el es-
tudio del crecimiento y decrecimiento, se trataideninimo absoluto.

Minimo absoluto en A(0, 2).




Por serf (—x) = f(x), la funcion es simétrica con respecto al eje Y.

Una funcion tiene una asintota horizontal cuandasite cuando x tiende a mas
0 menos infinito es un ndmero real.

lim f(x) = lim (2e?*) =2-e ® = 2 =2=).
X——00 X—>—00 oo

lim f(x) = lim Qe ™) =2 =—= Z=0.
X—+00 xX—+00 e ©

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcién.

Por ser una funcién exponencial carece de asgnetdicales y oblicuas.
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4°) a) Calcularxllrgg[x(el/ *-1)].

b) Consideremos la funcigf(x) = x3 + mx? + 1 conm = 0. Calcular el valor den
para que el area del recinto limitado por la geafle la funciorf (x), el eje OX y las
rectasx = 0 y x = 2 sea 10.

a)

i 1/x _ —0-(e" —1)=0-(e®=1)=0-

Jir(r)l+[x(e 1)]=0-(e 1)=0-(e®—1) =00 = Indet.>

e/*-1 o o —el/*—0

= lim —— = — = — = Indet.= {L'Hopital} = lim *—— = lim e'/* =
x-0t = oF o x—-0* —Z x—-0%
1
= eot = e+oo = 400
; 1/x _ —
xll)rggr[x(e 1)] = 4.

b)

Siendom = 0, las ordenadas de la funciftx) = x3 + mx? + 1 son positivas,
por lo cual les:

x*  mx

2 — 20,3 2 —10-
Jy f(x)-dx=10= [ (x*+mx®+1)-dx =10; [T-l—

4 53
(2—+"‘2 +2)—0=10; 4+8m+2=10 8m=4 2m=1=>m=2
4 3 3 3 3 2
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OPCION B

1°)a) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y tal4lie 2. ¢ Tiene inversa la matriz
A*? Calcula547 y [(5A) 1.

a+1 6

b) ¢ Para qué valores del parametrel rango de la matri = ( 5 4

)es 1?

a)
14%| = (JAD* = 2% = 16 # 0.

La matriz A* es invertible.

15471 = 5- 471 =5-|1| =5 _3
al T a2

Teniendo en cuenta que:
1.- La matriz A es cuadrada de orden 3.

2.- El producto de un nimero real por una masiatra matriz cuyos elementos
guedan todos multiplicados por dicho namero.

3.- Silos elementos de una fila de un determtens@ multiplican por un niamero
real el valor del determinante queda multiplicadogicho nimero.

|(54)71 = |53-471 =53 |1| _ 125
al 2
b)
El rango de M es 1 cuando las filas o columnaspsoporcionales:
8. 244=12: a®+a—12 =0 g o CIEVIFEB | 18VES 147
2 a > > 5
: al = _4,a2 = 3_

La matriz M tiene rango 1 paraa = —4 y para a = 3.
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2°) a) Hallar la ecuacion del plano perpendicular al plare 2x — 2y + 4z -5 =10
y que contiene a los puntd$—2,0,0) y B(0, 1, 0).

b) En los planost; =2x —2y+z—-1=0y n,=2x—-2y+z+5=0 estan
situadas dos caras de un cubo. Calcular el voleeaticho cubo.

a)
Un vector normal del plano = 2x — 2y + 4z —5 =0 esn = (1,—1, 2).
Los puntosA(—2,0,0) y B(0, 1,0) determinan el vectotB = (2, 1,0).

La ecuacion general del plaggedido es la siguiente:

. x+2 y z
B(A; A,AB)=| 1 -1 2[=0; 4y+z—-2(x+2)=0;
2 1 0

4y +z—2x—4=0.
p=2x—4y—z+4=0.

b)
El lado del cubo es igual que la distancia emseplanos paralelos, y m,.

La distancia entre los planes y a, paralelos dados por sus ecuaciones
generalesas;y = Ax+By+Cz+ D, =0ya, = Ax + By + Cz + D, = 0 viene dada

7 |D;—Dy |
or la formulad = ———:
P VAZ+B24C?

s+ _ sl _ 6 _s_,
J22+(-2)2+12  Va+ari V9 3

’g == d(ﬂ-l,nz) ==

V=4 =23=8.

El volumen del cubo es de 8 unidades cubicas.
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3°) Hallar la ecuacién de la recta que pasa ppueloP(1,1) y forma con los ejes
coordenados un triAngulo de area minima en el pondrante.

Sy

a:

El area del triangulo e5=—. N I N

Con objeto de expresar la superficie
en funcién de una sola incognita se expresa
b en funcion dex, para lo cual se conside-
ran los triangulos sombreados de la figurd
2, que son semejantes por lados paralelos.

1 a—1 a—1 a—1
A o
™ Figura 2 p—lta-l_ a
1 E:E::-':-'-. P | a-1 a-1
, R | a |
S 1 _ab T a
i B X 5= 2 :>S(a)— 2 2(a-1)
ot 2 -~ | |
La superficie es minima cuando su pri-
a-— mera derivada es cero:
S'(a) = 2a-(2a-2)-a*2a _ 2a*-2a-a® _ -a®+2a*-2a _ —a(a®+2a-2)
T a@nr 2@ D? | 2@ 212
’ _ —a(a?+2a-2) L 2 _ _ _
§'(a)=0= @ =0 a(a®+2a—-2)=0=>a, =0.

-2+V/4+8 _ -2+V12 _ -2+2y3
- 2

. - =-1+V3=a,=-1-13,

a*+2a—2=0; a=

Las raicesi; y a, carecen de sentido; la soluciéraes /3 — 1.

a V3-1 _\/§—1

b= AT Faa e
b = V3
. _ _b__ 32 1 _ 2+Vy3
La pendiente de larectams= —- = - =-—==-—-=2+ V3.

La ecuacion de la recta punto-pendientg esy, = m(x — x,):



y—1=02+V3)x-1)=(2+V3)x—2—-+3.

Recta:r =y = (2 + \/§)x + (—1 — \/§)
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4°) Se considera la pardbgla= —x? + 2x.

a) Calcular las rectas tangentes a dicha parabota®puntos de interseccion con el
eje OX.

b) Calcular el area delimitada por la grafica ada parabola y las rectas tangentes
obtenidas en el apartado anterior.

a)

Los puntos de corte de la pardbpla —x2 + 2x son los siguientes:

~ L B L B _ x1:0—>0(0,0)
y=0=—x2+2x =0; —x(x 2)—0=>{x2=z—>A(2,0)'

La pendiente de la tangente a una funcién en atops igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

y'=-2x+ 2.
=y'(0)=-2-0+2=2.
00,002y—0=2(x—-0)=2x = t; =y=2x.
=y'(2Q)=-2-24+2=—-4+2=-2.

AR0)=y—-0=-"2x—-2)=-2x+4 = t,=y=-2x+4.

b)

YA | |
El vértice de la parébolf(x) = —x* + 2x es | |
el siguiente: 2| Ve S
flo)=-2x+2=0-x=1=V(1,1). A -
of V\a
El punto de corte de las tangentes es: -1 1 X
2x=—2x+4; 4x=4; x=1> C(1,2). 2 |
.. . . t (x) = —x% +2x\ t2
La superficie a calcular es la siguiente: —— |

S=fylts—fE] - dx+ [tz = f(x)] - d

= [)[2x — (=x% + 220)] - dox + [ [(=2x + 4) — (=x® + 2%)] - dx =



=f01x2-dx+f12(x2—4x+4)-dx= [?]O+[———+4x] =

=t+(E-22244-2)-(3-2-12+4-1)=1+2-848-1+2-4=

8 8—-6
=——2=—
3

2
3 3’
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