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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escoger una de di@s opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma esrédn que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoreo programables (que no
admitan memoria para texto ni representacionescgsif

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaramdamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de donceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza deuacgin que se trata de resolver.
Justificaciones tedricas que se aporten para alrdle de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los t@cy en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviatltsmodo que puedan reconstruirse
la argumentacion logica y los céalculos.

OPCION A

-5 a

10 —q— 1) tiene inversa.

1°) a) Discutir para qué valores des R la matrizM = (
CalcularM~! paraa = 0.

b) Si B es una matriz cuadrada de orderiB|y= —5, calculaj2B*|, dondeB* denota
la matriz traspuesta de B.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinantistgto de cero.
M =|7> % |=54+5-10a=0; 5-5a=0=a=1.
10 —a-1 ’
M es invertible Va € R — {1}.
_ (-5 0 + (=5 10 _
Paraa—OesM—(10 _1). M —(0 _1). |[M| = 5.
) ¢t (—1 0 1__1 (1 0
Adj.de Mt = ("0 ) = M7 =—5-(p o)
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b)

Se deben tener en cuenta las siguientes propediEldas matrices y los
determinantes:

1.- El determinante de una matriz es igual quttrminante de su traspuesta.

2.- El producto de un nimero real por una masiatra matriz cuyos elementos
guedan todos multiplicados por dicho namero.

3.- Silos elementos de una fila de un determtens@ multiplican por un niamero
real el valor del determinante queda multiplicadogicho nimero.

|2Bt| = 23 - |Bt| = 8- (=5) = —40.

|2Bt| = —40.
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2° a) Calcular un vector de médulo 4 que tenga la migdireccion, pero de distinto
sentido, que el vectar= (2,1, —2).

-1 +2 -3 . . o
b) Calcular un punto de la rectas = == yl = Z_2 cuya distancia sea minima al

puntoA(—1,2,0).

a)

El vectoru pedido tiene las siguientes caracteristicas:

U = (—2a,—a,2a), cona > 0y |u| = 4.

U] = (—2a)2 + (—a)? + (2a)%2 = 4; V4aZ + a? + 4a? = 4; V9a2 = 4;

3aq = 4 :>a=§.

b)
x=1—-41
La expresion de r dada por unas ecuaciones pareasgsr =iy = —2 + A.
z=3—-2A

Un vector director de r &g = (1,—1, 2).

El haz de planos perpendiculares ar tiene la siguiente expresadla@n forma
general o implicita8 =x —y +2z+ D = 0.

De los infinitos planos de h#z el planor que contiene al puni(—1, 2,0) es
el que satisface su ecuacion:

f=x—y+2z+D =0

A(_ljzjo)}:—1—2+D=0=>D=3=>

>nt=x—-y+2z+3=0.

El punto Q de interseccion de la recta

r y el planor es la solucion del sistema que — _d._-e
forman: TQ A(-X2,0)
x=1—-41 T
r= {y =-2+41 N
z=3-2A

n=x—y+2z+3=0

1-A42-1+6—-4143=0; 12-61=0=>1=2 = Q(—1,0,—1).

La distancia entre Ay r es la misma que la dstaantre Ay Q:



d(Ar) =40 =+/(-1+1)24+(0-2)2+(-1-0)2=v/0+ 4+ 1 =+5.

d(A,r) = V5 unidades.
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3% a) Calcular a,byc para que la funciorf(x) = x3 + ax? + bx + ¢ tenga
pendiente nula en el pun®(1,1) de su grafica y, sin embargo, no tenga extremo
relativo en dicho punto.

b) Probar que la ecuaciét + x — 1 = 0 tiene una Unica solucién positiva.

“ Por pasar paP(1,1): f(1)=1=>13+a-1°+b+c=1=>a+b+c=0.
f'(x) = 3x2 + 2ax + b. Por tener pendiente nula Bfl, 1):
ff1)=0>3-124+2a-1+b=0; 3+2a+b=0; 2a+b=-3.

Por no tener extremo relativo 801, 1) tiene que sef'’(1) = 0:
ffx)=6x+2a = f"(1)=0=2>6+2a=0; 3+a=0 = a=-3.
2a+b=-3=22-(-3)+b=-3; -6+b=-3 = b=3.

a+b+c=0= -34+34+c=0=>c=0.

b)
Considerando la funcigf(x) = x> + x — 1, que por ser polinémica es continua
y derivable en su dominio, que es R.

Teniendo en cuenta qyf€0) = -1y f(1) = 1, segun el teorema de Bolzano,
en el intervalo (0, 1) la funci6fi(x) tiene, al menos una raiz= a € (0, 1), tal que

f(a) =0.
Vamos a demostrar ahora, como se pide, que l@sdinica.

Si la funcidnf (x) tuviera al menos otra raiz real positiva b, indicaria que
f(b) =0, con lo cual se podria aplicar el teorema de Rétdieiendo en cuenta la
continuidad y derivabilidad dé(x).

Sib > a, tendria que existir un valor positivo c, tal que& ¢ < b, para el cual
se anularia la primera derivada de la funciéon,exsrdf’(c) = 0, y esto, como se
demuestra a continuacion, es imposible:

f'(x) =5x*+ 1y siendoc > 0 es:f'(c) # 0,Vc € R, lo cual contradice el
teorema de Rolle y, en consecuencia, demuestria@ogiacion® + x — 1 = 0 tiene
una sola raiz positivapmo se tenia que probar.
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o . l _ 1
4°) a) Calcularxll)rgh( )

X eX—1

b) Calcular el area de la region limitada por la fangf(x) = 1 — x? y las rectas
tangentes a dicha gréfica en los puntos de abscisdsy x = -1.

a)
. 1 1 y_1+ 1 . e¥—1-x _ 1-1-0 _
xlg(r)l+ (; B ex—l) S Tt T Indet.= xlg(r)l+ x-(e¥-1) 00
=25 Indet.> {L'Hopital} > lim e’ 1 =125 Indet. =
0 x—0t 1-(e¥—1)+x-e¥ 0+0 0
= {L'Hopital} = lim i =1 =1
x—0t e¥+1-eX+x-e* 1+140 2
b)
Los puntos de tangencia son los siguientes: S
f()=1-1=0 = A(,0). |
f(-1)=1-1=0 = B(—1,0). | )2

La pendiente de la tangente a una funcion en un
punto es el valor de su primera derivada en es®pun

FO0 = —2x = f/(1) =my = -2, /AN

t; =2y—-0=-2-(x—1)=-2x+2=>t;=y=-2x+2.

f'(=1) =m, = 2.

t, >y—0=2-(x+1)=2x+2 =2 t, =y =2x+ 2.
Las dos tangentes pasan por el péhi® 2).

El vértice de la pardbola(x) = 1 — x? es el siguiente:
ffx)=—2x=0->x=0 =V(0,-1).

La representacion grafica de la situacion, aprodamas la indicada en la figura
adjunta.

Conviene observar la simetria con respecto al ajelonjunto.

De la observacion de la figura se deduce al aoedcalar, que es la siguiente:



S=2-[lty— fO)] -dx =2 [[(-2x+2) — (1 —x?)] - dx =

=2 f(x —2x+1)-dx=2- [——x +x](2)—2 [(?—22+2) O]=
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OPCION B

xX+y+mz=2

1°) a) Discutir, segun el valor del parametro m, el smit%x +my+z=2m.
x+y—mz=0

b) Resolverlo param = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesiges:
1 1 m 1 1 m 2
A=[1 m 1 |yA=|1 m 1 2m]|
1 1 -—m 1 1 -m O
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetran es el siguiente:
1 1 m
Al=]1 m 1|=-m?+m+1-m?—-14+m=-2m?+2m=
1 1 -—m
=-2m(m—1)=0 > m; =0,m, = 1.
Para {m > 0} = Rang A = Rang A' =3 =n%inc6g.= S.C.D.
m=*1
1 1 0 2
Param=0esA'=|1 0 1 0|=RangA = {(C,(C,,C,}=>
11 0 O
1 1 2
=1 0 0[=2+#0=RangA' = 3.
1 1 0
Param =0 = Rang A = 2; Rang A" = 3 = Sistema incompatible.
11 1 2
Param=1lesA' =1 1 1 2|=>{F =F,}=RangA' =2.
11 -1 0
Param =1= Rang A = Rang A’ = 2 <n%incég.= S.C.I.
b)
, X+y+z=2 : x+y+z=2
Param = 1 el sistema efx + y + z = 2, equivalente % _ ., quees
x+y—z=0
x+y—z=0

compatible indeterminado.



x+z=2-21

= —1 }=>x=1—/1;

Haciendoy = 1 =

Param = 1 las soluciones son:x =1—A,y=A1,z=1,VA€R.
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2°) Consideremos lasrectas > =y = —ys =-=>—=z.
a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan.

b) Hallar la ecuacion de la recta t que pasa porigéo de coordenadas y corta a las
rectasry s.

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectaksaiguientes:

RectarA(0,0,1) yv, = (2,1,2). RectasB(0,1,0) yv, = (2,3,1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las rectasegsrtan o se cruzan. Para diferenciar

el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el
punto B € s:w = AB = (0,1, —1).

Segun que los vectores {v,, v, w} sean o no coplanarios las rectas ry s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

2 1 2
Rang v, v, w}=|2 3 1|=-6+4-2+2=-2#0=>
0 1 -1

— — —> —_— — — .
= Rang {v,, v;,w} =3 = v,, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy S Se cruzan,comao se queria comprobar.

b)
En primer lugar determinamos un planque contiene a la recta r y pase por el
origen:

El puntoA(0,0,1) € r con el origen determina el vecoA = (0,0,1).

Xy z
a(0; 7,0A)=|2 1 2|=0=>a=x-2y=0.
0 0 1

Ahora determinamos otro plapoque contiene a s y pasa por el origen:



El puntoB(0,1,0) € s con el origen determina el vecdB = (0,1,0).

X Yy z
B(0; v;,0B)=|2 3 1|=0=> B=x—-2z=0.
0 1 0

La recta t pedida, expresada por unas ecuacioneiitas y también por unas
ecuaciones parametricas, es la que determinartdossy y £:

TR x =27
{x },__ = y =z ::A,x =:2A. = t= y'=:A ,\f& E.R.

t
x—2z=0 =2
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3°) Tenemos un cartén cuadrado de 6 cm de laderemquos construir con él una caja
sin tapa. Para ello recortamos un cuadrado de aectado en cada vértice del carton.
Calcular x para que el volumen de la caja sea n@axim

y

1y

-—b6cm

<—6 chr——=

De la observacion de la figura se deduce gue2x =6 -y = 6 — 2x.
V=y2.-x 2V =x-(6—2x)2

Para que el volumen sea maximo es condicion neaegee se anule su primera
derivada:

V'x)=1-(6—2x)2+x-[2-(6—2x)(=2)] = (6 —2x)(6 —2x — 4x) =
=2B-x)(6—6x) =12(3—x)(1 —x) = 12(x? — 4x + 3).

Vx)=0=212B3-x)(1—-x)=0=>x; =3,x, = 1.

La solucionx = 3 carece de sentido por ser imposible la constracaié trata
de un minimo. La solucion logica de maximo es para 1. Se comprueba a
continuacion:

V'"(x) =122x — 4) = 24(x — 2).

V'"(3) =24(3—-2) =24 >0 = Minimo para x = 3.

V") =24(1-2) = -24 <0 = Maximo parax = 1.

El volumen de la caja es maximo cortando un cm de cada esquina.
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4°) @) Calcularlim (1 + x?)x.
x—07%

b) Calcular el area de la region delimitada pagrkfica de la funcioif (x) = Lx, el
eje OX vy la recta = 3.

a

) 1 1
lim (1 + x2)x = 1° = Ind.del tipon®e = {a = —|
x—07%

xx—>0+}=>

a — oo

a—0o a— 00 a— 00

= lim (1+3)" = lim (1+ %)a'a% — lim !(1 + ai)a] _

f(x) = Lx—

La grafica de la funcidéfi(x) = Lx
pasa por los puntd®(1,0) y Q(e, 1).

La representacion grafica, aproxi-
mada, de la situacién es la que indica el
gréafico adjunto.

De la observacion de la gréafica se /
deduce la superficie a calcular, que es la N
siguiente: |l

) 3
S=f13Lx°dx:>!{u_Lx_)du_z'dx}:Lx-x—fx-l-dx =
dv=dx ->v=x x 1
=[Lx-x—[dx]3=[x-Lx—x]3=B-L3-3)—-(1-L1-1)=3L3-3+1=
=3L3—-2=3,30-2=1,30.

S =(L27 — 2) u? = 1,30 u2.
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