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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
El alumno deberá escoger una de las dos opciones, pudiendo desarrollar los cinco ejer-
cicios de la misma en el orden que desee. Se permitirá el uso de calculadoras no pro-
gramables (que no admitan memoria para texto ni representaciones gráficas). Se ob-
servarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los concep-
tos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se 
trata de resolver. Justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las res-
puestas. Claridad y coherencia en la exposición. Precisión en los cálculos y en las no-
taciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que 
puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
 
OPCIÓN A 

1º) �) Discutir el sistema de ecuaciones 
        �� + � = 1� + 
 + �� = 1  � − 
 + � = 1� en función de los valores del 

parámetro �. 
 ) Resuélvalo para � = 1. 

----------  �)   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �� 0 11 1 �1 −1 1� y �′ = �� 0 11 1 �1 −1 1     111�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �� 0 11 1 �1 −1 1� = � − 1 − 1 + �� = �� + � − 2 = 0;   � = ��±√���� =  

 = ��±√�� = ��±�� ⇒ �� = −2, �� = 1. 

 "�#� $� ≠ −2� ≠ 1 & ⇒ '�() � = '�() �* = 3 = (º -(.ó). ⇒ 1. 2. 3. 
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"�#� � = −2 ⇒ �′ = �−2 0 11 1 −21 −1 1      111� ⇒ '�() �* ⇒ 42�, 2�, 256 ⇒  

 

⇒ �−2 0 11 1 11 −1 1� = −2 − 1 − 1 − 2 = −6 ≠ 0 ⇒ '�() �* = 3.  

 "�#� � ≠ −2 ⇒ '�() � = 2;  '�() �* = 3 ⇒ 1-89:;� -(.<;=�9->:. 

 

"�#� � = 1 ⇒ �* = �1 0 11 1 11 −1 1     111� ⇒ 42� = 2� = 256 ⇒ '�() �* = 2.  

 "�#� � = 1 ⇒ '�() � = '�() �* = 2 < (º -(.ó). ⇒ 1. 2. @. 
 )   
 Para � = 1 el sistema resulta: 

        � + � = 1� + 
 + � = 1� − 
 + � = 1�, que es compatible indeterminado. 

Despreciando una ecuación (tercera) y haciendo � = �: 
 

 
        � = 1 − �� + 
 = 1 − �A ⇒ 
 = 0. 

 1<>B.-ó(: � = 1 − �, 
 = 0, � = �, ∀� ∈ '. 

 
********** 
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2º) Determinar la recta 8 que es simétrica de # ≡ � + 2 = 
 = � − 2, respecto del 
plano G ≡ � − � + 2 = 0. 

----------  
 
 Un vector director de la recta es HIJJJ⃗ = L1, 1, 1) y un vector normal del plano es (J⃗ = L1, 0, −1). 
 
 Nótese que HIJJJ⃗ · (J⃗ = L1, 1, 1)L1, 0, −1) = 1 + 0 − 1 = 0, lo cual indica que son 
perpendiculares; esto supone que la recta # es paralela al plano G. 
 

 La expresión de # dada por unas ecuaciones paramétricas es # ≡ N� = −2 + �
 = �            � = 2 + �    . 
 
 Un punto de # es "L−2, 0, 2). El punto simétrico "** de " con respecto al plano G es el siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 La recta 8 perpendicular a G que contiene a " es 8 ≡ N� = −2 + O
 = 0            � = 2 − O    . 
 
 El punto "* de corte de 8 y G es la solución del sistema que forman: 
 G ≡ � − � + 2 = 0

  8 ≡ N� = −2 + O
 = 0            � = 2 − O    P ⇒ −2 + O − 2 + O + 2 = 0 ⇒ O = 1 ⇒ "*L−1, 0, 1). 

 ""*JJJJJJJ⃗ = "*"**JJJJJJJJJJ⃗ ⇒ Q"* − "R = Q"** − "*R ⇒  
 ⇒ QL−1, 0, 1) − L−2, 0, 2)R = QL�, 
, �) − L−1, 0, 1)R; L1, 0, −1) = L� + 1, 
, � − 1). 
 

⇒ N� + 1 = 1 → � = 0   
 = 0                            � − 1 = −1 → � = 0� ⇒ "* ≡ TL0, 0, 0). 

 

"** 

# 

#*
 

G 

" 

"* ≡ T 

8 
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 La recta #* pedida es la que tiene por vector director a HIJJJ⃗ = L1, 1, 1) y contiene 
al punto TL0, 0, 0). 
 
 La recta #* dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

#* ≡ N� = �
 = �� = �. 

 
********** 
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3º) Dada la función UL�) = 3�5 + �� − 1, determínense sus intervalos de crecimiento 
y decrecimiento, sus extremos relativos y el número total de puntos en los que UL�) se 
anula. 

---------- 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 
 U*L�) = 12�� + 3��. 
 

 U*L�) = 0 ⇒ 12�� + 3�� = 3��L4� + 1) = 0 ⇒ �� = �� = 0, �� = − �5. 

 
 Por ser 3�� > 0, ∀� ∈ ', la función será creciente o decreciente cuando la ex-
presión L4� + 1) sea positiva o negativa, respectivamente. 

 
De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son 

los siguientes: 3:.#:.-;-:(9<: U*L�) < 0 ⇒ � ∈ X−∞, − �5Z. 

 2#:.-;-:(9<: U*L�) > 0 ⇒ � ∈ X− �5 , 0Z ∪ L0, +∞). 

 
 Es condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo, máximo 
o mínimo, que se anule su primera derivada; para diferenciar los máximos de los mí-
nimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa para los valores que anulan la 
primera derivada se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 
 
 U**L�) = 36�� + 6�.  
 U**L0) = 0, ni máximo ni mínimo (para punto de inflexión). 
 

 U**\�]̂_ = 36 X− �5Z� + 6 · X− �5Z = �`�` − 5̀ = �5 − 5̀ > 0 ⇒ �í(. =�#� � = − �5. 

 

 U\�]̂_ = 3 · X− �5Z5 + X− �5Z� − 1 = ��b` + �̀5 − 1 = ��5��b`�b` = − �5��b`. 

 �í(-;< #:>�9-H<: " X− �5 , − �5��b`Z. 

 
 Teniendo en cuenta que limf→±g UL�) = limf→±gL3�5 + �� − 1) = +∞, que el mí-

nimo tiene ordenada negativa, se deduce necesariamente que: 
 h� UB(.-ó( UL�) 8: �(B>� :��.9�;:(9: :( i<8 =B(9<8. 

********** 
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4º) Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función UL�) = � · cos � 

y el eje de las �, cuando � pertenece al intervalo m0, n�o. 
 

---------- 
 

 En el intervalo m0, n�o todas las ordenadas de la función son positivas, por lo cual, 

la superficie a calcular es la siguiente: 
 

 1 = p � · cos �qrs · i� ⇒ $ � = B → i� = iBcos � · i� = iH → H = 8:( �& ⇒ 

 ⇒ Q� · 8:( � − p 8:( � · i�Rsqr = Q� · 8:( � + cos �Rsqr =  
 = Xn� 8:( n� + cos n�Z − L0 · 8:( 0 + cos 0) = Xn� · 1 + 0Z − L0 + 1) = n� − 1 = n��� .  

 1 = n���  B� ≅ 0,57 B�. 

 
********** 
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5º) �) Se tira una moneda tres veces. Calcular la probabilidad de que, sin tener en 
cuenta el orden, salgan una cara y dos cruces. 
 ) Una persona elige al azar, sin verlas, dos cartas de una baraja española (de 40 cartas, 
de las cuales 10 son de cada uno de los 4 palos: oros, copas, espadas y bastos). Calcular 
la probabilidad de que ninguna de las dos cartas elegidas sea de copas. 
 

---------- �)  
 El espacio muestral es el siguiente: 
 w = 4+ + +, + + ., +.+, +.., ..., ..+, . + ., . + +6. 

 
Los casos favorables son los siguientes: w = 4+ + ., +.+, . + +6. 
 
Aplicando la regla de Laplace: 
 " = xyz{z |y}{Iy~��zxyz{z �{z�~��z  ⇒  " = �� = 0,375. 

 )  
 Elegir dos cartas simultáneamente es equivalente a elegir dos cartas sucesivas 
sin reemplazamiento. 
 

 " = �s5s · ���� = �5 · ���� = �5 · ���� = ��b� = 0,5577. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices � = X1 22 5Z , � = X1 01 1Z  
 � = X1 1� Z, calcúlense � 
  

para que se verifiquen |� · �| = 2 
  |� + �| = 3, donde se está usando la notación 
habitual (con barras verticales) para denotar al determinante de una matriz. 
 

---------- 
 � · � = X1 1� Z · X1 22 5Z = X 3 7� + 2 2� + 5Z. 

 

 |� · �| = 2 ⇒ � 3 7� + 2 2� + 5� = 6� + 15 − 7� − 14 = −� +  = 2. 

 � + � = X1 1� Z + X1 01 1Z = X 2 1� + 1  + 1Z.  

 |� + �| = 3 ⇒ � 2 1� + 1  + 1� = 2 + 2 − � − 1 = −� + 2 + 1 = 3;  
 −� + 2 = 2. 
 
 Resolviendo el sistema de las dos ecuaciones halladas: 
 

   −� +  = 2−� + 2 = 2& ⇒  = 0;  � = −2. 

 
********** 
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2º) Dadas la recta # ≡ � − 1 = ���� = � − 1 y el plano G ≡ � − 
 + � = 0, se pide: 

 �) Determinar la oposición relativo de # 
 G. 
 ) Hallar el plano G* paralelo a G situado a la misma distancia de # 
 G. 

---------- �)  
 La expresión de # dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 
 

 # ≡ � − 1 = ���� = � − 1 ⇒ 2� − 2 = 
 + 1   � − 1 = � − 1& ⇒ # ≡ $2� − 
 − 3 = 0� − � = 0           . 
 

 La recta # y el plano G determinan el sistema 
2� − 
 − 3 = 0          � − � = 0  � − 
 + � = 0�. 

 
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

 � = �2 −1 01 0 −11 −1 1 � y �* = �2 −1 01 0 −11 −1 1     300�. 

 
 Según sean los rangos de � 
 �* pueden presentarse los siguientes casos: 
 
1. --  Rango M = Rango M’ = 2  ⇛ La recta está contenida en el plano. 
 
2. --  Rango M =2, Rango M’ = 3  ⇛ La recta es paralela al plano. 
 
3. --  Rango M = Rango M’ = 3  ⇛ La recta es secante al plano. 
 

 '�() � = �2 −1 01 0 −11 −1 1 � = 1 − 2 + 1 = 0 ⇒ '�()< � = 2. 

 

 '�() �* ⇒ 42�, 2�, 256 ⇒ �2 −1 31 0 01 −1 0� = −3 ≠ 0 ⇒ '�()< �′ = 3. 

 h� #:.9� # 
 :> =>�(< G 8<( =�#�>:><8. 

 )  
 Un punto de la recta # es "L1, −1, 1). 
 
 La recta 8, perpendicular a G que contiene al punto "L1, −1, 1) tiene la siguiente 

expresión, dada por unas ecuaciones paramétricas: 8 ≡ N� = 1 + �    
 = −1 − � � = 1 + �    . 
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El punto Q de corte de 8 y G es la solución del sistema que forman: 
 G ≡ � − 
 + � = 0

  8 ≡ N� = 1 + �    
 = −1 − � � = 1 + �    P ⇒ 1 + � + 1 + � + 1 + � = 0;  3 + 3� = 0 ⇒ � = −1. 

 El punto intersección es: N� = 1 + �    
 = −1 − � � = 1 + �    � ⇒ � = −1 ⇒ � ≡ TL0, 0,0). 
 

 El punto medio del segmento de extremos T 
 "L1, −1,1) es � X�� , − �� , ��Z. 

 

 El plano G* pedido es paralelo a G y contiene al punto � X�� , − �� , ��Z: 

 G* ≡ � − 
 + � + 3 = 0                     � X�� , − �� , ��Z� ⇒ �� + �� + �� + 3 = 0;  �� + 3 = 0 ⇒ 3 = − ��. 

 G* ≡ � − 
 + � − �� = 0 ⇒  G* ≡ 2� − 2
 + 2� − 3 = 0. 

 
********** 
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3º) Dada la función UL�) = � · :�f, determínense su dominio de definición, asíntotas, 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavi-
dad y convexidad y puntos de inflexión. Esbócese también su gráfica. 
 

----------  
 UL�) = � · :�f = f��. 

 
 Por ser :f ≠ 0, ∀� ∈ ', el dominio de la función es R: 3LU) ⇒ '. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma 
 = � y son los valores finitos de la fun-
ción cuando � tiende a más o menos infinito. 
 

 � = limf→g UL�) = limf→g f�� = gg ⇒ @(i:9. ⇒ 4h′�<=-9�>6 ⇒ limf→g ��� = �g = 0. 

 h� #:.9� 
 = 0 L:�: �) :8 8í(9<9� ℎ<#-�<(9�>. 
 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacen que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores reales de � que anulan el denominador. 
 :f ≠ 0, ∀� ∈ ' ⇒ �< 9-:(: �8í(9<9�8 H:#9-.�>:8. 
 
 Asíntotas oblicuas: Son de la forma 
 = ;� + (, con ; ∈ ' − 406, siendo: 
 

 ; = limf→g |Lf)f  
 ( = limf→gQUL�) − ;�R. 
 

 ; = limf→g |Lf)f = limf→g
���f = limf→g ��� = �g = 0. 

 �< 9-:(: �8í(9<9�8 <>-.B�8. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva 
o negativa, respectivamente. 
 

 U*L�) = 1 · :�f − � · :�f = :�fL1 − �) = ��f�� . 

 
 Por ser :f > 0, ∀∈ �3LU), la función es creciente o decreciente cuando la ex-
presión L1 − �) sea positiva o negativa, respectivamente. 
 
 Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 
 "�#� � < 1 ⇒  U*L�) > 0 ⇒  2#:.-;-:(9<: L−∞, 1). 
 
 "�#� � > 1 ⇒  U*L�) < 0 ⇒  3:.#:.-;-:(9<: L1, +∞). 
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 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo, máximo 
o mínimo, es que se anule su primera derivada: 
 
 U*L�) = 1 · :�f − � · :�f = :�fL1 − �). 
 U*L�) = 0 ⇒ :�fL1 − �) = 0;  :�f ≠ 0, ∀� ∈ ';   1 − � = 0 ⇒ � = 1. 

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 

si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un mínimo y, si es 
negativa, de un máximo. 

 U**L�) = −:�f · L1 − �) + :�f · L−1) = −:�fL1 − � + 1) = :�fL� − 2). 
 

 U**L1) = :��L1 − 2) = −:�� = − �� < 0 ⇒ �á�-;< #:>�9-H< =�#� � = 1. 

 UL1) = 1 · :�� = ��   ⇒   �á�-;<: " X1, ��Z ≅ "L1, 0′37).  
 
 Una función es cóncava L∩) o convexa L∪) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente. 
 

 U**L�) = :�fL� − 2) = f���� . 

 
 Por ser :f > 0, ∀∈ �3LU), la función es cóncava L∩) o convexa L∪) cuando la 
expresión L2 − �) sea negativa o positiva, respectivamente. 
 
 Los periodos de concavidad L∩) o convexidad L∪) son los siguientes: 
 "�#� � < 2 ⇒  U**L�) < 0 ⇒  2<(.�H-i�i L∩): L−∞, 2). 

 
 "�#� � > 2 ⇒  U**L�) > 0 ⇒  2<(H:�-i�i: L2, +∞). 
 
 Para que una función tenga un punto de inflexión es condición necesaria que se 
anula su segunda derivada: 
 

 U**L�) = 0 ⇒ ��f�� = 0 ⇒ 2 − � = 0;   � = 2. 

  UL2) = 2 · :�� = ��r  ⇒  "B(9< i: -(U>:�-ó(: � X2, ��rZ ≅ �L2, 0′27). 

 
Teniendo en cuenta lo anterior y que la función pasa por el origen de coordena-

das, puede hacerse una representación gráfica, aproximada, de la función, que es la 
siguiente:  
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********** 
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4º) �) Calcular limf→s ������ f�L��f) .   ) Calcular @ = p L�f)rf · i�. 

 
---------- �)  limf→s ������ f�L��f) = ������ s�L��s) = ���s = ss ⇒ @(i:9. ⇒ 4h′�<=-9�>6 ⇒ limf→s ���z�� f]]�� =  

 = ���z�� s]]�� = ��s� = 1. 

limf→s ������ f�L��f) = 1. 

 )  

@ = p L�f)rf · i� ⇒ �B = Lh�)� → iB = 2 · h� · �f · i�iH = �f · i� → H = h� � ⇒  

 ⇒ Lh�)� · h� − p h� · 2 · h� · �f · i� = Lh�)� − 2 · p L�f)rf · i� = Lh�)� − 2@. 
 

 3@ = Lh�)� + 2 ⇒ @ = �� · Lh�)� + 2.  

 @ = p L�f)rf · i� = �� · Lh�)� + 2. 

 
********** 
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5º) La variable aleatoria IMC (índice de masa corporal, de modo abreviado) de las 
personas adultas de un determinado país sigue una distribución normal de media 26 y 
desviación típica de 6. Si tener un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la 
proporción de personas adultas obesas de ese país. 
 

---------- 
 
 3�9<8: O = 26;   � = 6. 
 

Tipificando la variable: � =  �¡¢ =  ��`` . 

 

 " = "L� > 35) = " X� > �b��`` Z = " X� > �̀Z = "L� > 1,5) = 

 = 1 − "L� ≤ 1,5) = 1 − 0,9332 = 0,0668. 
 h�8 =:#8<(�8 �iB>9�8 <:8�8 i: :8: =�í8 8B=<(:( :> 6,68 %. 

 
********** 
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