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El alumno debera escoger una de las dos opcioneignuo desarrollar los cinco ejer-
cicios de la misma en el orden que desee. Se f@rlituso de calculadoras no pro-
gramables (que no admitan memoria para texto meseptaciones graficas). Se ob-
servaran fundamentalmente los siguientes aspectogcta utilizacién de los concep-
tos, definiciones y propiedades relacionadas corataraleza de la situacion que se
trata de resolver. Justificaciones tedricas quapseten para el desarrollo de las res-
puestas. Claridad y coherencia en la exposici@ti$ién en los célculos y en las no-
tacionesDeben figurar explicitamente las operaciones no triales de modo que
puedan reconstruirse la argumentacion logica gédsulos.

OPCION A
Ax+z=1
1°) a) Discutir el sistema de ecuaciones y + Az = 1} en funcion de los valores del
x—y+z=1
parametrol.

b) Resuélvalo para = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:
A 0 1 A 0 1 1
M=(1 1 aA|lyM'=|1 1 21 1|
1 -1 1 1 -1 1 1
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametrol es el siguiente:
A 0 1
Ml =1]1 1 A=/1—1—1+/12=/12+/1—2=0;/1=_1i2”+8=
1 -1 1
= 149 = —143 = /11 = _2,12 = 1.
2 2
Para {’1 * _2} = Rang M = Rang M’ = 3 = n%incég.= S.C.D.
A#1
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-2 0 1 1
Parai=-2=>M = < 1 1 -2 1>=>Rang M' = {C,C,,Cy} >
1 -1 1 1

-2 0 1
=>|1 1 1[=-2-1-1-2=-6*0= RangM' =3.
1 -1 1
Para A # —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 0 1 1
Para/1=1=>M’=<1 1 1 1|=>{C,=C;=C}=>RangM' =2.
1 -1 1 1
ParaA=1= Rang M = Rang M' = 2 <n%inc6g.= S.C.1I.
b)
x+z=1
Paral = 1 el sistemaresulta:+y +z = 1}, gue es compatible indeterminado.
x—y+z=1

Despreciando una ecuacion (tercera) y haciendot:

Solucion:x =1—-A,y=0,z=A,VAER.
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2°) Determinar la recta que es simétrica de=x + 2 =y = z — 2, respecto del
planot =x—-z+2=0.

Un vector director de la recta®5= (1,1,1) y un vector normal del plano es
n=(1,0,-1).

Nétese que, - = (1,1,1)(1,0,—1) =14+ 0—1 = 0, lo cual indica que son
perpendiculares; esto supone que la re@s paralela al plano.

x=-2+41
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétrica&%y =1
z=24+A

Un punto de- esP(—2,0,2). El punto simétricd®" deP con respecto al plano

7 es el siguiente:
r

s
,rl
PII
xX==-2+u
La rectas perpendicular & que contiene R ess ={y =0
z=2—-u

El puntoP’ de corte de y m es la solucion del sistema que forman:

n=x—z+2=0
XxX=-2+u ,

s={y=0 S 24 u—24u+2=0>pu=1=P'(-1,0,1).
zZ=2—-U

PP =PP"= [P —P]=[P"-P']>
= [(—1,0,1) — (-2,0,2)] = [(x,y,2z) — (—1,0,1)]; (1,0,-1) =(x+1,y,z—1).
x+1=1-x=0
:{

y=20 }:P’EO(0,0,0).
z—1=-1->2z=0



La rectar’ pedida es la que tiene por vector directof & (1,1,1) y contiene
al punto0 (0,0, 0).

La rectar’ dada por unas ecuaciones parameétricas es lardiguie
x=A
r'=4qy = A
z=A
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3°) Dada la funcionf(x) = 3x* + x3 — 1, determinense sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento, sus extremos relativos y el ninatiad de puntos en los qii€éx) se
anula.

Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

f(x) =12x3 + 3x2.
ff(x)=0=>12x3+3x2=3x?(4x+1)=0=>x;, = x, = 0,x3 = _i_

Por se3x? > 0,Vx € R, la funcidén sera creciente o decreciente cuandéxda
presion(4x + 1) sea positiva o negativa, respectivamente.

De lo anterior se deducen los periodos de crectmigdecrecimiento, que son
los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—00, —%).

Crecimiento: f'(x) >0=>x € (—%,0) U (0, 4+0).

Es condicidn necesaria para que una funcién tengtremo relativo, maximo
0 minimo, que se anule su primera derivada; pdeaeticiar los maximos de los mi-
nimos se recurre a la segunda derivada: si esinagettra los valores que anulan la
primera derivada se trata de un maximo vy, si egiy@sde un minimo.

f"(x) = 36x? + 6x.

£ (0) = 0, ni maximo ni minimo (para punto de inflexion).

2
m(_1) = _1 (_ry=3%_6_29_° ' —_1
f (‘Z)_36( 4) + 6 ( 4) ——,=,—7>0= Min.parax "
) 1\% 1\3 3 1 3+4-256 249
=5 (' (3 1= g1
4 4 4 256 64 256 256"
Minimo relativo: P (— l, — E)
4’ 256

Teniendo en cuenta quﬁrln flx) = “T (3x* + x3 — 1) = +0, que el mi-
X—+oo xX—+too
nimo tiene ordenada negativa, se deduce necesataee:

La funciéon f(x) se anula exactamente en dos puntos.
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4°) Calcular el area del recinto limitado por lafgra de la funciorf(x) = x - cos x
. . T
y el eje de lag, cuandaox pertenece al mterva{cﬁ),;].

En el intervak{o, g] todas las ordenadas de la funcién son positivadppual,
la superficie a calcular es la siguiente:

s

Szfgx-cosx-dx:{ X =u—dx=du }=>

cosx-dx=dv->v=senx

Y s

= [x-senx—fsenx-dx]gz [x-senx+cosx]g=

T—2

=(gsen§+cos§)—(0-sen0+c050)=(§-1+0)—(0+1)=§—1= >

S =7TT_2 u? = 0,57 u?.
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59 a) Se tira una moneda tres veces. Calcular la pribatbide que, sin tener en
cuenta el orden, salgan una cara y dos cruces.

b) Una persona elige al azar, sin verlas, dos cdetasia baraja espafola (de 40 cartas,
de las cuales 10 son de cada uno de los 4 patss.aopas, espadas y bastos). Calcular
la probabilidad de que ninguna de las dos cartggdgls sea de copas.

“ El espacio muestral es el siguiente:
E={+++++c, +c+,+cc,ccc,cc+,¢c +c,c + +}.
Los casos favorables son los siguienkes: {+ + ¢, +c+, ¢ + +}.
Aplicando la regla de Laplace:
p— casos favotables ~ p= 3_ 0,375.
Casos posibles 8
b)

Elegir dos cartas simultaneamente es equivaleetegr dos cartas sucesivas
sin reemplazamiento.

30 29 3 29 1 29 _ 29
=—. 2 =2.2-=-.2=2"=0,5577.
40 39 4 39 4 13 52 U777
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OPCION B

1°) Dadas las matrices = (% g),B = G (1)) yM = (Cll 2) calculensea y b

para que se verifigueiM - A| = 2y |M + B| = 3, donde se esta usando la notacion
habitual (con barras verticales) para denotar t@radenante de una matriz.

M'A:(cll Z)G é):(a-EZb 2a-T—5b)'

IM - A|—2=>| Do 2a+5b|—6a+15b 7a —14b = —a+ b = 2.

mis=(0 )+ =51 pr1)

|M+B|_3=>| +1 b+1| 2b+2—-a—-1=-a+2b+1=3;
—a+ 2b = 2.

Resolviendo el sistema de las dos ecuacionesihalla

—a+b=2

AT T eb=0a=2
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2°) Dadaslarecbazx—1=y7+1=z—1yel planor = x —y + z = 0, se pide:

a) Determinar la oposicion relativo dey .

b) Hallar el planar’ paralelo ar situado a la misma distanciaxeg .

a)

La expresion de dada por unas ecuaciones implicitas es la siguient

_ Y+l _

_ 2x—2=y+1 _(2x—y—3=0

= — = — =3 = = .

r=x-—1 2 z-1 x—1=z—1} r {x—zzo
2x—y—3=0

La rectar y el planor determinan el sistema x—z = 0}.
x—y+z=0

Las matrices de coeficientes y ampliadas del seston las siguientes:

2 -1 0 2 -1 0 3
M=<1 0 —1>yM’=<1 0o -1 o).
1 -1 1 1 -1 1 0

Segun sean los rangosMey M' pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

2 -1 0
RangM =1 0 -1|=1-2+1=0 = RangoM = 2.
1 -1 1
2 -1 3
Rang M' = {C,,C,,C,} =1 0 0[=-3#0 = RangoM’' =3.
1 -1 0

Larectaryelplano w son paralelos.

b)
Un punto de la rectaesP(1,—1,1).

La rectas, perpendicular @ que contiene al punt®(1, —1, 1) tiene la siguiente
x=14+A1
expresion, dada por unas ecuaciones paramétsia%y =—-1-2.
z=14+1



El punto Q de corte dey 7 es la solucion del sistema que forman:

n=x—y+z=0

_r=1+’1 >14+21+14+21+1+21=0;3+31=0=>1=—1.
S = y=—1—/1
z=1+41

x=1+4

El punto interseccion e%y =—-1-— A} >1=-1=0Q =0(0,0,0).
z=1+21

El punto medio del segmento de extrerilosP(1,—1,1) esM G -2 1).

2’2

11

El planor’ pedido es paraleloray contiene al punt®/ (% _E'E):

n=x-y+z+D=0y _ | ; ,
M(% 1 1)}:E+E+E+D=O; E+D=0$D=—E.

2’2

)

ﬁEx—y+Z—§=0:>ﬁ52x—%HQZ—S=Q
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3°) Dada la funcidif(x) = x - e™*, determinense su dominio de definicidn, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremsdativos, intervalos de concavi-
dad y convexidad y puntos de inflexién. Esbéces®mi@n su grafica.

fx)=x-e7* :%_
Por sere* # 0,Vx € R, el dominio de la funcion es R:(f) = R.

Asintotas horizontales: son de la formna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

k = llm f(x) = lim === — = Indet.= {L'Hopital} = lim — =é = 0.

x—00 €% X—oo €

Larectay = 0 (eje X) es sintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgue hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores realiex que anulan el denominador.

e* # 0,Vx € R = No tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: Son de la forma mx + n, conm € R — {0}, siendo:

f(x)

= lim — yn = lim [f(x) — mx].
x—oo X X—00

= hmf()— lim £ = lim—===0
xX—oo X xX—o0o X XxX—00 € o'}

No tiene asintotas oblicuas.

Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

flfx)=1-e*—x-e*=e*(1—x) =1e;xx.

Por sere* > 0,ve xD(f), la funcion es creciente o decreciente cuandx-a e
presion(1 — x) sea positiva 0 negativa, respectivamente.

Los periodos de crecimiento y decrecimiento saerslguientes:

Parax <1= f'(x) >0 = Crecimiento: (—,1).

Parax >1= f'(x) <0 = Decrecimiento: (1,+).




La condicién necesaria para que una funcién tangatremo relativo, maximo
0 minimo, es que se anule su primera derivada:

flx)=1-e*—x-e*=e*(1—x).

ffx)=0=2e*(1—-—x)=0; e*+#0,VxER; 1—x=0=>x=1.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ila segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la panse trata de un minimo vy, si es
negativa, de un maximo.

flfix)=—e*-1-x)+e™ (1) =—e*(1-x+1) =e*(x - 2).

f'f)=e1(1-2)=—-e"1= —i < 0 = Maximo relativo para x = 1.

f()=1-e' =2 = Maximo:P (1&) ~ P(1,0'37).

Una funcion es concav@) o convexaU) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente.

xX—2
ex’

ffx) =e*(x-2) =

Por sere* > 0,ve xD(f), la funcidn es concav@) o convexgU) cuando la
expresion2 — x) sea negativa o positiva, respectivamente.

Los periodos de concavidad) o convexidadU) son los siguientes:

Parax <2 = f"(x) <0 = Concavidad (N): (—, 2).

Parax >2= f"(x) >0 = Convexidad: (2,+).

Para que una funcién tenga un punto de inflexgboomdicion necesaria que se
anula su segunda derivada:

f"(x)zozi;xx=0:2—x=0; x = 2.

f2Q)=2-e%2= ei = Punto de inflexion: Q (2,%) = (Q(2,0'27).

2

Teniendo en cuenta lo anterior y que la funciéragas el origen de coordena-
das, puede hacerse una representacion graficairmpaa, de la funcién, que es la
siguiente:



f(x)

A Y
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eX—cosx

L(14x) °

4°) a) Calcularlim
x—0

lim
x—=0 L(1+x)

b) Calcularl = [

0
)

e*—cosx

= 1.

a)
e¥—cosx e%-cosO 1-1
lim = =
=0 L(1+x) L(1+0) 0
e%+sen 0 140
= T = = 1.
—_ 1
1+0
b)
(Lx)?
I={ cdx =
x

= (Lx)? - Lx— [Lx -2 Lx -

dx=(Lx)3-2-f

u=(Lx)2—>du=2-Lx-§-dx

dv=%-dx—>v=Lx

(Lx)?
X

31=(Lx)3+c=>1=§-(Lx)3+c.

I=]

(L

X

2
%) -dx=§-(Lx)3+C.
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Lx)?

=

dx.

= - = Indet.> {L'Hopital} = lir%
X—

e*+sen x
1

1+x

~dx = (Lx)3 — 21I.



59 La variable aleatoria IMC (indice de masa cmapale modo abreviado) de las
personas adultas de un determinado pais sigueistniaution normal de media 26 y

desviacion tipica de 6. Si tener un IMC superi@basignifica ser obeso, encontrar la
proporcion de personas adultas obesas de ese pais.

Datos:u = 26; o = 6.

. . X—- X-26

Tipificando la variableZ = T” ==

35—-26
6

P=P(X>35)=P(Z> )=P(Z>§)=P(z>1,5)=

=1—-P(Z<15)=1-0,9332 = 0,0668.

Las personas adultas obesas de ese pais suponen el 6,68 %.

kkkkkkkkkk



