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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno debera escoger liboremente cinco problernagpletos de los diez propues-
tos. Se expresara claramente los elegidos. Sselvieran mas, solo se corregiran los
5 primeros que estén resueltos (segun el orderuihenacion de pliegos y hojas de
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tach&dgsermite el uso de calculadoras
no programables (que no admitan memoria para fexapresentaciones graficas). Se
observaran fundamentalmente los siguientes aspecioscta utilizacion de los con-
ceptos, definiciones y propiedades relacionadadaoaturaleza de la situacion que
se trata de resolver. Justificaciones teodricassguaporten para el desarrollo de las
propuestas. Claridad y coherencia en la exposi€lgrision de los calculos y en las
anotaciones. Deben figurar explicitamente las ap@mas no triviales, de modo que
puedan reconstruirse la argumentacion logica gédsulos.

x—y+z=0
1°) a) Discuitir el sistem%Zx + y — z = 0 segun los valores del parametro
x+y+4iz=0

b) Resolverlo pard = —1.

a)

1 -1 1
La matriz de coeficientes &t = (2 1 —1).
1 1 A

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo céosfde rango, las matrices de
coeficientes y ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funciéni ds el siguiente:

1 -1 1
M|=|2 1 —1|=242+1-1+1+21=0; 31=-3; 1=-1.
1 1 2

Segun el teorema de Rouché-Froébenius, un sisteroangpatible determinado
cuando los rangos de las matrices de coeficienggsptiada son iguales e iguales al
numero de incognitas; en el caso que nos ocupaznetio de incognitas es tres, por lo
cual:
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Paral # —1 = Rang M = 3 =n%incég.= S.C.D.

Para A = —1 el sistema tiene Gnicamente la soluciéon trivial x =y =z = 0.
1 -1 1 1 1
ParaiA=—-1=>M=(2 1 -1 =>| |¢0=>RangM=2.
1 1 1 2 1

Paral=—1= Rang M =2 <n%incég.= S.C.I.

b)

x—y+z=0

Paral = —1 el sistema result%?x +y —z =0, que es compatible indetermi-
x+y—z=0

nado. Para su resolucion se elimina una ecua@ére(®).

xX—y=-4

Haciendaz = 1 = 2x+y =41

}=>3x=0; x=0; y=A.

Solucion:x =0, y=A, z= 1, VA ER.
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n—1 0):

2) Sealamaid = ("7

a) Determinar los valores depara los que la matri4? tiene inversa.

b) Paran = 2, hallar la matrizX que verifica la ecuaci6AX + A = 21, siendol la
matriz identidad de orden 2.

a)
— — 2 _
AZZA'AZ(n1 : —01)'(n1 : —01):(n nin;l (1))
Una matriz es invertible cuando su determinantdissto de cero:
|A%] = |n2:lin2+1 (1)| =n?’-2n+1=mn-1)?%?=0=>n=1.
La matriz A? es invertible Vn € R — {1}.
b)

Paran = 2 esA = (1 _01)

A-X+A=2I; A-X=21—-A; A7 A-X=A4"1- (21 - A);

[-X=A1-QI-A)=>X=A4"1-(21 - A4).
21_‘4:((2) (2))_(1 —01):(—11 (3))

-l Sl = L)

-1 0
_1_Adj.deAt_(_1 1) 1 _(1 0
A = TR = A —(1 _1).

x=at@-n=( 5) (5 )=x=G )
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3% a) Hallar la rectar perpendicular al plano = x + y + z = 1 que pasa por el punto
A(0,0,0).

b) Calcular la ecuacion del plan® respecto del cual los puntd¥1,1,1) y
y Q(1,3,—1) son simétricos.
a)

El vector normal del plamo=x+y+z=1esn = (1,1,1).

El vector director de la recta pedidtags cualquiera que sea linealmente depen-
diente del vector normal del plang: = (1,1, 1).

x=A
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas E{:y = A
z=A

b)
El punto medio del segmento de extrerAigsQ esM(1, 2,0).

Los puntos”(1,1,1) yy Q(1,3,—1) determinan el vector:

PO =00 —0P =[(1,3,-1) — (1,1, D] = (0,2, -2).

El haz de planog perpendiculares a la recta que contiene a loopény Q
tiene como vector normal a cualquier vector qudisealmente dependiente del vector

PQ, por ejemplof = (0,1, —1).
La expresion general del hazs la siguientex =y —z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz el planof que contiene al puntd (1, 2,0) es
el que satisface su ecuacion:

a=y—z+D=0
M(1,2,0)

}:>2—O+D=O; D=—-2 2 f=y—z-2=0,
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4°) Dada la recta = x—+11 = y—IZ = _iz y el puntaP (0, 0, 0), hallar la ecuacion del plano

7 que contiene ay pasa por el puntB.

Un punto y un vector director desonA(—1,2,0) yn = (1, -1, 2).

Los puntos”(0,0,0) y y A(—1,2,0) determinan el vectdr4 = (—1,2,0).

El planom tiene como vectores directorgs= (1,—1,2) y PA = (-1,2,0) y
contiene al punt@(0, 0,0); su expresion general es las siguiente:

X y Zz
n(P; ,PA)=|1 -1 2|=0;-2y+2z—z—4x=0=
-1 2 0

> n=4x+2y—z=0.
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., 2 . . .
5°) Representar la funcigf(x) = e®*”), determinando antes sus intervalos de creci-
miento y decrecimiento, sus extremos relativosjrsesvalos de concavidad y conve-
xidad y sus asintotas.

La funcionf(x), por ser exponencial, tiene por dominio al corguité los nu-

meros reales. Teniendo en cuanta fizex) = el91* = ¢&*) = £(x), la funcién es
simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

f’(x)=2x-e(x2). f’(x):0=>2x-e(x2) =0; x=0.

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o0,0).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(0, +0).

Para que una funcion tenga un extremo relativanepunto es condicién nece-
saria que se anule su primera derivada en ese.punto

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la prinssr&rata de un minimo y, si es negativa,
de un maximo.

Flx)=2-e%) +2x-2x - e = 2.0 . (1 + 2x2).
F10)=2-¢09.(14+2-0)=2-1-1=2>0 = Minimo parax = 0.

£(0) =e©) =% =1 = Min.= P(0,1).

Una funcion es concav@) o convexaU) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente.

**) > 0, Vx € R
”x=2-e(x2)-1+2x2=>{e >0, = f"(x) > 0,Vx € R.
f7e) ( ) 14 2x2>0,Vx €ER f7)

La funciéon f(x) es convexa (U) en su dominio.

Como quiera que una funcion tiene un punto dexidh cuando pasa de ser
concava a convexa 0 vicevergéy) no tiene puntos de inflexion.

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas 0 menos infinito.



k= lim f(x) = lim e = ¢® = 00 = No tiene asintotas horizontales.
x—+oo xX—>+oo

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpie hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinitof (x) tiende a infinito tnicamente cuandtiende a infinito,
por lo cual:f (x) no tiene asintotas verticales.

Las asintotas oblicuas son de la foyma mx + n, siendo:

m = lim £&2 y n = lim[f(x) — mx], conm finitoy m # 0.
X—00

xX—>oo X

00 e(*?) oo
= — = Ind.= {L'Hopital} = lim erl =T =
o0 X— 00

e(xz)

m = lim Z% = lim

xX—oo X xX—oco X

= 00 = f(x) no tiene asintotas oblicuas.

Son puntos de la funcith(—1,e).B(1,e),C(—2,e*),D(2,e*).

Con los datos anteriores puede hacerse una rafaegm bastante aproximada
de la funcién, que es la indicada en la figura raidju

YA ’

|
|
:
|
12— -

|
[ee]

ffffff 14
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X

. e¥—x—cos (3

6°) Calcularlim ———~"~== CSS( 2
x—0 sen< x

. eX—x—cos (3x e%-0-cos0 1-1 0 ]
lim (3x) = = - = Ind.= {L'Hopital} =
x—0 sen? x sen2 0 0 0

. e*—1+3-sen (3x) . e*—1+3-sen (3x) e%-143-sen 0 1-1 0
= lim = lim = = =-=Ind.>
x—>0 2-Sen x-cosx x—-0 sen 2x sen 0 0 0

. . ex+3‘3‘COS 3x €0+9‘COSO 1+9-1 . ex—x—cos 3x
= {L'Hopital} = lim (87 _ = 191 i 20 BY) g
X—

2-c0S 2x 2-cos 0 2:1 x—0 sen? x
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7°) a) Dadas las funciong¥x) = x?, g(x) = —x? + 8, hallar los valores € R para
los queg(x) = f(x).

b) Calcular el area limitada por las gréaficas dduasionesf (x) y g(x).

a)

Las funcionesf(x) y g(x) son pares por ser
f(=x) =f(x)y g(—x) = g(x), por lo cual, ambas son |
simétricas con respecto al eje de ordenadas.

Los puntos de corte de las dos funciones tienen por 4
abscisas las raices de la ecuacion que resuléigiedla-

cién de sus expresiones: ;9@
f(x) =g(x)=>x?>=-x2+8; 2x?>=8; —4 I
x 4:>{x2=2—>B(2,4) |

La funcién f(x) = x? es una parabola convexa) cuyo vértice e©(0,0).
Otros puntos de la parabola s&i-2,0) y B(2,4).

La funcidng(x) = —x2 + 8 es una parabola céncagm) por ser negativo el
coeficiente dex? cuyo vértice es el punt6(0,8). Otros puntos de la parabola son
A(—2,4) y B(2,4).

La representacion gréafica de la situacion se egpiie forma aproximada, en la
figura adjunta, donde se observa gie) > f(x),Vx € [—2,2].

b)

Para el célculo del area pedida se tiene en cleestaetria de ambas funciones
y que en el intervalo correspondiente a la superéicalcular(—2, 2), todas las orde-
nadas dgy(x) son mayores que las correspondientes ordenad@sciepor lo cual,
la superficie a calcular es la siguiente:

§S=2-[lgx) — fC)] -dx =2 [[(—x* +8) —x?] - dx =

2

=2]02(—2x2+8)-dx=2-[—2313+8x]0=2-[(—2'3—23+8-2)—o]=

32 —324+96 64
=-2432= ==
3 3 3

S = % u? = 21,33 u2.
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8°) Hallar los valores dg b y ¢ para los que el polinomi®(x) = ax? + bx + ¢ cum-
pla las siguientes condiciones:

--P(0) =1.
--- La pendiente de la recta tangente a la gréled(x) enx = 0 esm = 1.

--- fOZP(x) ~dx = 12.

P(0)=1=2>P0)=a-02+b-04+c=1=>c=1.
Parax = 0 esP(0) = 1, por lo cual el punto de tangenciais®, 1).

La pendiente de la tangente de la gréafica de wmadn en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

P(x)=2ax+b=>P'(0)=1=2a-0+b=1=>b=1

El polinomio result®?(x) = ax? + x + 1.
2 A — 20 02 cdy =10 [ L% =12
Jy PO -dx=12= [ (ax® +x + 1) -dx = 12; [3 +2+x] =12;

53 2
[£+2_+2]_0=12; 8—a+2+2:12; % _8g=>q=3.
3 2 3 3
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99 En un club deportivo, el 55 % de los socioslsombres y el 45 % mujeres. Entre
los socios, el 60 % de los hombres practica leci@ataasi como el 40 % de las mujeres.

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, yutailda probabilidad de que un
socio elegido al azar practique la natacion.

b) Sabiendo que una persona practica la nataciog| gsla probabilidad de que sea

mujer?

a)

>p=0,55-04 = 0,220

-p=045-0,4=0,180

>p=045-0,6=0270
P=P(N)=P(HNN)+PMNnN)=P(H) - -P(N/H) + P(M) - P(N/M) =
=0,55-0,6 + 0,45 - 0,4 = 0,330 + 0,180 = 0,510.

b)
P(MNN) _ P(M)-P(N/M) _ 0,45-0,4 _ 0,180

P(M/N) = P(N) P(N) ~ 0510 0,510

= 0,3529.
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10°) El tiempo empleado, en minutos, para obtenexdpuesta de un test para detectar
cierta enfermedad sigue una distribucion normahddia 20 y de desviacion tipica 4.

a) ¢, En qué porcentaje de test se obtiene el resudtad® 16 y 26 minutos?

b) ¢ Cuantos minutos son necesarios para garantieaecua obtenido la respuesta del
96,41 % de los test?

a)
Datos: p =20; o= 4.
X-20

X - N(u; o) =N(20,4). Tipificando la variableZ = —=.

P=P(16<X<26)=P(2<z<®X)=P(T<z<7)=

=P(-1<Z<15)=PZ <15 -[1-PZ<1)]=

=P(Z<15) —1+P(Z<1)=09333—1+0,8413 = 1,7746 — 1 = 0,7746.

b)
a—20
4

P(X < a) = 0,9641 = P (Z < ) = 0,9641.

Buscando en la tablé(0, 1) a la inversa, a 0,9641 le correspome

a—20
4

=18 a—-20=72=a=27,2.

Son necesarios 27,2 minutos.
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