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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno debera escoger liboremente cinco problernagpletos de los diez propues-
tos. Se expresara claramente los elegidos. Sselvieran mas, solo se corregiran los
5 primeros que estén resueltos (segun el orderuihenacion de pliegos y hojas de
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tach&tagan usarse calculadoras no
programables, que no admitan memoria para texfoan resolucién de ecuaciones,
ni para resolucion de integrales, ni para represenies graficas. Se observaran fun-
damentalmente los siguientes aspectos: corredizanibn de los conceptos, defini-
ciones y propiedades relacionadas con la naturdieta situacion que se trata de re-
solver, justificaciones tedéricas que se aporten phdesarrollo de las propuestas, cla-
ridad y coherencia en la exposicion, precisionagedalculos y en las anotaciones.
Deben figurar explicitamente las operaciones natéas, de modo que puedan recons-
truirse la argumentacién logica y los célculos.

2x+2my—z=0
1°) Discutir el sistem%u +2y+mz=0 :
x—my+mz=20

a) Discuta el sistema segun los distintos valorepdeimetran.

b) Resuelva el sistemami = —2.

a)

2 2m -1
La matriz de coeficientes ds= | 1 2 m |.
1 —m m

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo céosfde rango, las matrices de
coeficientes y ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funciémdes el siguiente:

2 2m -1
[Al=11 2 m|=4m+m+2m?+2+2m?-2m?=0;
1 —m m

3 1
$m1=—2; m2=—z.

—5+v25-16 _ —5+v/9 _ -5+

2m?+5m+2=0; m=
4 4 4
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Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sisteroanegpatible determinado
cuando los rangos de las matrices de coeficientagsptiada son iguales e iguales al

namero de incognitas; en el caso que nos ocupanedi de incognitas es tres, por lo
cual:

m# —2 0 i s
Para {m " _1/2} = Rang A = 3 =n%incog.= S.C.D.

m# —2
Para {m " _1} el sistema tiene solamente la solucién trivialx =y =z = 0.
2

2 4 -1\ o

Param=—2=>A=<1 2 —2>=>| | 8 # 0= Rang A = 2.
1 2 =2
2 -1

Param=—%=>A=<1 2 —1/2>=>|2 _| 5+ 0= Rang A = 2.
1 1/2 —-1/2

m=—2
Para {m _ _1}=>RangA =2 <n%incdg.= S.C.I.

b)
2x —4y—2z=0
Param = —2 el sistema result{ax + 2y — 2z = 0, que es compatible indeter-
+2y—2z=0
4y —z=0

minado y equivalente al S|stemq]_ 2y } Haciendaz = 84:

—2z=0

2x—4y=8/1}x—2y=4/1

Solucion: x = 104, y = =34, z =81, VA ER.
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2°) Dada la matria = (g Cll) calcule el valor de tal que:A® = A™! + (0 3

0

1
|A| = E)l (11| =a At—(a (1)), Adj deAtz((l) _aa)
PSR

e D=6 796 96 )

AzzA—1+(8 g):)(%z azil—a):(i 2)=> 2a2
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3% q) Dada la recta = x; = yIZ = 211 y el planor = 2x 4+ y + mz = 0, calculem

para que la recta y el plano sean perpendiculares.

b) Calcule el plan@ perpendicularalosplanas =x+y+z=1yn,=x—y +
z = 2, que pase por el puni(1, 2, 3).

a)

Para que la rectay el planor sean perpendiculares es necesario que el vector
director de la rectay, = (2,1,4), y el vector normal del plana@,= (2,1, m), sean
linealmente dependientes, es decir: que sus comjEmsean proporcionales.

2 1 4
2=2=om=4
2 1 m

Larectary el plano m son perpendiculares param = 4.

b)
Los vectores normales g =x+y+z=1ymn, =x—y+z = 2 son, res-
pectivamente, los siguientés; = (1,1,1) yn, = (1,—1,1).

Un vector normal del plan® pedido es cualquiera que sea linealmente depen-
dientes del producto vectorial de los vectores atgmde los planos dados.

IR A
ng=11 1 1|=i+j—k—-k+i—j=2i-2k>ng=(1,0,-1).
1 -1 1

La expresion general giees la siguienteg® = x —z+ D = 0.
Si el plangB contiene al punt®(1, 2, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

p=x—z+D=0

P(1,2,3)}=>1_3+D:0:>D=2'

p=x—z+2=0.
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4°) Considere el punt®(2,2,1) y el planor = 2x + 3y —3z+ 6 = 0.
a) Halle la rectar que pasa por P y es perpendiculat a

b) Calcule la distancia del pun@(2, 2, —2) al planor.

a)
Un vector normal de esn = (2, 3, —3).
El vectorr es director de la rectapedida, por lo cual su ecuacion es:
x =242
r=4y =2+ 31
z=1—-31
b)

La distancia del punt®,(x,, vy, 2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

s _ |Ax0+By0+CZO+D| - 7
dada por la formulad(P,,m) = o Aplicando la férmula al punto

Q(2,2,-2)yalplanor =2x + 3y —3z+6 = 0:

_ [2:2432-3-(-2)+6] _ |4+6+6+6] _ 22 ==
d(Q,m) = J22432+(=3)2  V4+9+9 V22 22.

d(Q,m) = V22 unidades.
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59 Dada la funciorf (x) = x - e*, determinense su dominio de definicion, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremsdativos, intervalos de concavi-
dad y convexidad y puntos de inflexion. Esbocesgréfica.

El dominio def(x) = x - e* es R por ser producto de dos funciones continuas
en R, por tantob(f) = R.

La funcionf(x) = x - e* es continua en su dominio por ser producto de dos
funciones continuas.

No tiene asintotas verticales por tener R comoirmiom
Asintotas horizontales:

lim f(x) = xl_i)grnoo(x -e¥) =000 = 00,

X—+00
. . — [0 0] o0
lim f(x) = lim (x-e¥) =—w e =—-—=—-==Ind.=>
X——00 X——00 e o
. . ox . 1 .1 _ 1 1
= {L'Hopital} = lim = lim —=— lim +=-e¢°=—-—=——=0.
xX>—00 — X——00 % X>—00 — e>® oy]
e

El eje de abscisas es asintota horizontal en su parte negativa.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatitbeslas horizontales.

Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

fllx)=1-e*+x-e* =e*(1+x).
ff)=0=>e*(1+x)=0=>x=—1.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funciérlasuinio, y que, por ejemplo,
f'(0) =e°1+0)=1>0, los periodos de crecimiento y decrecimiento sensi-
guientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—o0,—1).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (—1, +0).

Para que una funcidn tenga un extremo relativooasglicion necesaria que se
anule su primera derivada. Para diferenciar loamm@scde los minimos se recurre a la



segunda derivada; si es positiva para el valoraquea la primera, se trata de un mi-
nimo y, si es negativa, de un maximo.

) = e 1+e* - (1+2) = e*(2+x).

fl'(-D=etl-2-1)= i > 0 = Minimo para x = —1.

f(-D=-1-e'= —i = Minimo relativo: P (—1,—&).

Una funcion es concav@) o convexaU) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente.

f'"x) =0=2>e*2+x)=0; e*##VxER=2+x=0=>x=-2.

Concavidad (N): f"(x) < 0= x € (—o0, —2).

Convexidad (VU): f'(x) > 0= x € (—2,+x).

f(=2) = =272 = =% = Punto de inflexion: Q (—2,— ).

Con los datos anteriores y teniendo en cuentdagiugcion contiene al origen,
la representacion gréfica, aproximada, de la funesla que indica la figura siguiente.

AY /

¥
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eX—x—1

6°) Calculen) lirré
X—

xZ
a)
. e*—x-1  e%°-0-1 1-1 0 . . e*-1
lim = = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim =
x—0 x2 02 0 0 x>0 2x
e®-1  1-1 0 . . e* e . e¥—x-1 1
= = — = - > Indet.= {L'Hopital} = lim — = — = lim = -
20 0o o0 x-0 2 2 x>0 X2 2
b)

I= folx-ex-dx.
Se determina, en primer lugar, la integral indefni

_ x. u=x-du=dx X (.x. _
A=[x-e dx:>{e"-dx=dv—>v=ex}=>xe JeX -dx =
=x-ef—e*=2>A=e*(x—-1).

I= [ x-e* dx=[e*(x = DI} = ["(1 = D] = [°(0 - )] =

=e-0—1-(—1)=>I=f01x-ex-dx=1.
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7°) Dadas las curvas de ecuaciopesv3x, y = gxz:

a) Dibuje las curvas y sefiale el recinto plano comgiced entre ambas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

a)
Los puntos de corte de las dos curvas tienengsmisas las raices de la ecuacion
gue resulta de la igualacion de sus expresiones.

V3x = §x2; 3v3x = x?% 27x =x* x*—-27x=0; x(x®>—-27)=0>=

{xl =0-0(0,0) \ ] Y4
x2=3_>A(3,3). y:-gx? 4
La curvay = +/3x tiene por A .
dominio[0, +) y es creciente en su \\ “
. ;3
dominio, por sely’ = W > (0 para |

cualquier valor perteneciente al do—
minio de la funcion.

La curvay = §x2 es una parabola conveia), por ser positivo el coeficiente
dex?, cuyo vértice es el origen y, por simetria, corgial punta3 (-3, 3).

La representacion grafica de la situacion, apraexian se expresa en la figura
adjunta.

b)
Por ser las ordenadas de la cupva v3x mayores que las correspondientes
1 .. . .
ordenadas de la curya= Exz’ la superficie a calcular es la siguiente:

3 9

3
:[\/g.x?_ﬁl _ ﬁ.x\/;_xj]oz(¥.3.\/§—3§)—0=6—3:>
2 0
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8°) a) Halle el area del recinto del plano limitado pogtéafica dg (x) = x3 — 4x, el
eje OXylasrectas =0y x = 2.

b) Calcule:lim ——2=,
x—0 2—2-COS X

a)
Para hacer la gréafica de la funciftx) = x> — 4x se tiene en cuenta que es

simétrica con respecto al origen, por fé+x) = —f(x); sus puntos de corte con el
eje de abscisas son los siguientes:

~Y
f(x)=0=>x3—4x =0; -f(y-c) i [ /
x, = —2 - A(=2,0) |
x(x>?—-4)=0=><{x,=0-0(0,0) . A
x3 =2 - B(2,0) -3 -1 0

La representacion gréafica de la situacion,
aproximada, se expresa en la figura adjunta.

Se ha tenido en cuenta, ademas de lo ante-
rior, que por ejemplof(1) =13 —-4-1<0.

De la observacion de la figura se deduce la superd calcular, que es la si-
guiente:

0
5= 50700 = 0 by -an = [ 5] =0-(518)

= —4+8>5=4u2

b)

. x-sen x 0-sen 0 0 0 , .
1 = = = - = Ind.= {L’Hopital} =
x—0 2—2-COSX 2—2-cos0 2—2-1 0

. 1-sen x+x-COSX sen 0+0-cos 0 0+0-1 0 ’, .
= lim = = =-= Ind.= {L'Hopital} =
x—0 2-senx 2-sen 0 2-0 0

N lim cosx+1l-cosx—x-senx _ cos0+cos0—0-sen0 _ 1+1-0 1. x-sen x
x—0 2-cosx 2-cos0 2-1 x—0 2—2-COSX
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9°) Una corporacion fabrica herramientas de tpestile calidades. Un 10 % de calidad
Alta; un 70 % de calidad Estandar y un 20 % deladliBaja. Se sabe que son defec-
tuosas el 1 %; el 10 % y el 30 % del total de Exsdmientas, respectivamente.

a) Se elige una herramienta al azar. Definiendo ctaneente los sucesos que inter-
vienen, calculese la probabilidad de que sea defsat

b) Se elige una herramienta que resulta ser defectiieginiendo correctamente los
sucesos que intervienen, calculese la probabiliégague la elegida sea de calidad es-
tandar.

-p=201-001=0,001
0,01

0.99
-p=201-099=0,099

D ~p=0,7-0,10 = 0,0700
0,7 g/o,fo
E 0.90
\D\A ~p=0,7-090 = 0,6300

-p=0,2-030=0,060

D S ->p=02-070 = 0,140

a)
P=P(D)=P(AND)+P(END)+P(BND)=

= P(A) - P(DJA) + P(E) - P(D/E) + P(B) - P(D/B) =
=0,1-0,01+0,7-0,10 + 0,2 - 0,30 = 0,001 + 0,070 + 0,060 = 0,131.

b)
P(EnD) _ P(E)-P(D/E) _ 0,7:0,10 _ 0,070

P =P(E/D) = = = = = 0,5344.

P(D) P(D) 0,131 0,131
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10°) El tiempo que transcurre hasta la primeraiawk una unidad de cierta marca de
impresoras viene dado, aproximadamente, por utidbdision normal con un prome-
dio de 1.500 horas y una desviacion tipica de 208sh

a) ¢ Qué porcentaje de impresoras fallaran ante)88 horas de funcionamiento?

b) Si compramos 500 impresoras, ¢ cuantas de esassiongs tendran la primera ave-
ria entre las 1.000 y 2.000 horas de uso?

a)
Datos: p=1.500; o = 200.

X - N(u; o) = N(1.500; 200).  Tipificando la variableZ = X_Zlo'i(m.

P=P(X<1.000)=P(z<%)=P(Z<%)=P(Z<—2,5)=

=P(Z>25)=1-P(Z<25)=1-09938 =0,0062 = 0,62 %.

b)
P=P(1.000<X<31)=P (w <7< 2-002;;.500) _
-500 500
B (zoo SZS%) =P(-25<Z<25)=P(Z<25)-P(Z=<-25)=

=P(Z<25)—-[1-P(Z<25]|=P(Z<25)—-1+P(Z<25)=
=2-P(Z<25)—1=2-09938—1=19876—-1 = 0,9876.
N =500-P =500-0,9876 = 493,8.

Tendran la primera averia entre 1.000 y 2.000 horas 494 impresoras.
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