IES Mediterraneo de Malaga Reserva 2.- 2007 Juan Carlos Alonso Gianonatti

PRIMER BLOQUE

, : . 1+x
A. Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange. Dada la funcién f(x)=

, Se pide:

a) ¢ Se puede aplicar dicho teorema a la funcién dada en el intervalo [1 , 6]?

b) ¢ Se puede aplicar dicho teorema a la funcién dada en el intervalo [3 , 11]?

c¢) Si en algun caso se cumplen las hipotesis del teorema, calcula el valor para el cual se verifica
la tesis del mismo

Teorema del valor medio o de Lagrange
Sif(x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe, al menos, un punto

cef(a,b) tal que:
f(b)-f(a)=f(c)(b-a)

: . f(b)- fla
Geometricamente, como f’(c) la pendiente de la recta tangente en el punto c y %
—-a
es la pendiente de la cuerda que une los puntos [a, f(a)] y [b , f(b)], el teorema dice que dichas
rectas tienen la misma pendiente; luego si una funcion es continua en [a , b] y tiene tangente en
todos los puntos de (a, b), es decir, es derivable en (a , b), entonces existe, al menos, un punto
de (a, b) en el cual la recta tangente es paralela a la cuerda limitada por los puntos [a, f(a)] y

[b, f(b)]

a)

2-x=0=>x=2= f(2)= % = g = Sin solucion = en x = 2 € [1, 6] hay una asintota vertical

No se puede aplicar el teorema en el intervalo [1 , 6] porque la funcion no es continua en x = 2

b)
3

Como x = 2¢[3,11] y la funcién es continua en dicho intervalo y derivable f'(x)= 2—x7
- X

en

(3, 11) se puede aplicar el teorema en el intervalo [3, 11]

c)
1411 12 4 4 4 8
=5 1" "9 "3 .y f0)-1(3) ERIE T
1+3_ 4 PO s s 737
(@)= -
1_ 3 (2 X952 x=yd = 2-x=3=-x=1=x=-1¢[3,11]= Sin solucion
3 (2-x) 2-x=-3=>-x=-5=x=5¢[3,11]=c=5
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B. Dada la funcién f(x): 2—x%e, se pide:

a) Halla las coordenadas de sus maximos y minimos relativos
b) Calcula, si existe, la ecuacion de la asintota horizontal por la derecha (cuando X — o)

a)
f'( —(2xe™ ) x2e™ —2xe™ =(x* —2x)e ™ = ' (x)=0= (x* —2x)e* =0 = x> —~2x=0 =
=0> =
{x 2=0=>x=2
fr'(x)= (2x 2)e —(x* —2x)e ™ = (2x—2-x* +2x)e ¥ = (- x* +4x—-2)e " =
)=(-0%+4.0- 2) =-2<0= Maximoenx=0= f(0)=2-0%°=2=(0,2)
f"(2):(—22+4-2—2)e‘ :32>0:>Minimoenx:2:>f(o):2—22e-2:2—i2:>(2,2—i2j
e e e
b)
2
y=lim (2-x%e™)=2-limx%* =2-lim>-=2-0=2
X—0 X—© X—© @
“mﬁ:E: Aplicando L' Hopital ‘—|| 2X 2: Aplicando L' Hopital ‘=|im£=£=0
(e8]

x—0o X 00 X—00 eX o0 x—w g%

Existe una asintota horizontal y = 2 cuando x —» o

SEGUNDO BLOQUE

A. Considera la pardbola f(x): —x% +4. Se pide: a) Calcula las ecuaciones de las rectas

tangentes a f(x) en x = 2y x = -2, esbozando una grafica con la parabola y las dos rectas
tangentes. b) Calcula el area comprendida entre la parabola y dichas rectas tangentes.

f(_Z)z_(_2)2+4=0 =4.[x-(-2)|=> y=4x+
f'(x):zxj{f'(2)=2-(2):4 :>Ec.tangente:>y—o_4.[ (2)] y=4x+8

f(2)=-2°+4=0

Ec. tan gente -0=(-4)-(x-2 =-4x+8
2222t gente =y —0=(-4)-(x-2)= y =-4x+

10 +

& A & N [’
k + + + +
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Continuacién del Problema A del Segundo Bloque
b)
: X2 +4=4x+8= X" +4x+4=0= (x+2) =0 = x=-2
Puntos de corte entre funciones = , ) )
~x*+4=-4x+8= X" —4x+4=0=(x-2)"=0=>x=2

Es simétrico =

2

A:2j(—4x+8)dx—2i(—x2—4)dx=2i(x2—4x+12)dx 2.2 [x f-8.[x[ +24-[x]}

0

A:E-(23—03)—8~(22—02)+24-(2—0)=E—32 18-16+0 416 64
3 3 3 3 3

B. Calcula las siguiente integral: '[ +3 dx
4%x* +9
=[S e [ ke [ e[ k= [ S
4x? 4x* +9 4x°+9 t 8 4 N g8t 9 2
9 +1 (x] +1
9o 3
4x2+9:t:>8xdx:dt:xdx:ﬂ 3x:u:>gdx:du:>dx:%du
1 1 1 1 1 1
l=—=Int+= —ZIn4x*>+9)+= du=-=In(4x*>+9)+=arctgu
8 -[u+12 8( )2ju2+1 8( )2 g

I=—1In(4x2+9)+larctg 2y)+k
8 2 3

TERCER BLOQUE

k
1 1 2
A. Consideramos las matrices A:( 1 _1 2] y B=|1]|.Sepide:
2

a) Calcula, si es posible, la matriz M = BB' — A'A, donde A'y B' son las matrices traspuestas de
las matrices Ay B

b) Determina el rango de la matriz M en funcién del parametro k € R
a)

Puede calcularse ya que BB'nos da una matriz 3x3 y lo mismo A'A por lo tanto se puede restar

k 1 -1 L1 s k2 k 2k) (2 2 0) (k®-2 k-2 2k
le-(klz)—l—l(l12j:k12—220:k—2 -1 2
2 2 2 N7 2k 2 4] 1o 0 8 2k 2 4
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Continuacién del Problema A del Tercer Bloque
b) Seréa de rango 3 cuando su determinante sea distinto de cero, estudiandolo en los demés
casos.

Puede calcularse ya que BB'nos da una matriz 3x3 y lo mismo A'A por lo tanto se puede restar
k?-2 k-2 2k
M[=lk-2 -1 2|=4(k?-2)+4k (k-2)+4k (k—2)+4k* -4 (k* —2)+4 (k- 2)°
2k 2 -4
M| =8k (k—2)+4k? +4 (k—2)" = 8Kk — 16k + 4k? + 4(k? — 4k +4)=12k® — 16k + 4k* — 16k + 16
IM|=16k? ~32k +16 = Si [M|=0=16(k* ~2k +1)=0=k? —2k +1=0= (k-1 =0 =k =1

vk e R-{l}=|M|#0=rang (M)=3

Sik=1
-1 -1 2) (-1 -1 2

M=-1 -1 2|=[0 0 O|=rang(M)=1
2 2 -4) (0 0 0

AX+y+2=0
B.- a) Clasifica en funcion del parametro A € R el sistema  X+Ay =0
3x+Arz=0

b) Resuélvelo, si es posible, para los valores A =-2 y A =-3

a) Un sistema homogéneo, como es este, siempre es compatible, determinado si el
determinante de la matriz de los coeficientes no es nulo e indeterminado cuando lo sea.

11

A=|1 & 0[=2-3h-A=2-d=Si[A=0=2-41=0=(-4p=0= (L-2)h+2h=0=
30 M

%=0

A=-2=VrheR-{-2,0,2}=|A =0 = rang(A)= 3= Nimero de incognitas =
A=2
Sistema Compatible Deter minado = Solucién trivial = (x ,y ,z)=(0,0,0)

A=0
Para < = -2 = |Al = 0 = Sistema Compatible Indeter minado
A=2
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Continuacién del Problema B del Tercer Bloque
b)

Parai =-2

-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1 1
1 -2 0={2 -4 0|={0 -3 1|={/0 -3 1|=-3y+z=0=>z=3y=>
3 0 =2 6 0 -4 0 3 -1 0 0 O

—2X+y+3y=0= -2x+4y=0= —x+2y =0= x =2y = Solucion = (x , y,z)=(2u ,u, 3n)

Si A = -3 = Sistema Compatible Deter minado = Solucién trivial = (x ,y ,z)=(0,0,0)

CUARTO BLOQUE
, x-1 z2-2 :
A. Dada la recta r de ecuaciones r = — =y+2= —1y el punto P(1, 1, 2), se pide:

a) Ecuacion general del plano que contiene la recta y al punto
b) Distancia desde el punto P a la recta r

a) Para hallar el plano © tomaremos el vector director de la recta r, el vector formado por
un punto R cualquiera de la recta r (tomaremos el indicado en su ecuacion) y por el
punto Py el vector formado por P y G, siendo este punto el generador del plano.

Estos tres vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el vector PG es combinacion
lineal de los otros dos, por eso el determinante de la matriz formada por ellos es nulo y la
ecuacion pedida del plano

R(1,-2,2)
v, =(2,0,-1) x—1 y-1 z-2
PR=(1,-2,2)- (1,1,2) 0,-3,00=(00,1,0)=r=/2 0 -1|=0=
PG = (x y,z)-(1,1,2)=(x-1,y-1,2-2) 0 1 0

2-(2-2)+(x-1)=0=>n=x+22-5=0

b) Hallaremos un plano o perpendicular a la recta r, que tiene como vector director el de la
recta, y que contenga al punto P, por lo tanto el producto escalar de ese vector y el formado por
Py el punto G, genérico del plano, como son perpendiculares, tiene valor nulo y es la ecuacion
del plano buscado.

Después hallaremos el punto de corte Q entre r y el planoa, la distancia de P a Q, el médulo del
vector PQ, es la distancia pedida.

V=% =201 0BGy PG =0=(2,0,-1)-(x-1,y-1,2-2)=0=
PG—(X—l y—l z2-2)

z =0=2a=2x-z=0=>
x=1+2 -
PuntoQ = 4" 1Y T2 A L 0 (14 20)-(2-2)=0= 2440214 =0=5L=0=>21=0=Qly =2
Z2=2-A S
a=2x-2=0

4P r)=d ~1F +fi-(-2)F +(2-2) =0+ 9+0=3u
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B. Dado los puntos de coordenadas A(3,2,2),B(1,3,3),C(0,0,2)yD(0, 0, -1),se pide:
a) El area del triangulo de vértices A,By C
b) Analiza si los cuatro puntos forman un tetraedro y en caso afirmativo halla su volumen.

a) El area del triangulo ABC es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y
AC

— —

S i j k
FB=33,3-0,2,2=(2.00) |4 Lg ag L ARGl 2 1 1o
AC=(0,0,2)-(3,2,2)=(-3,-2,0)

-3 -2 0

ABx AC = -3 + 4K +3K+2i = 2i - 3J+7k:>‘AB><AC‘ V2?2 + (=3 +7% =4+ 9+49 = /62

A:%-\/6_2u2

b) Formaran un tetraedro si ninguno de los puntos A, B, C y D estan alineados, habra que
estudiar los vectores AB, AC y AD son iguales o proporcionales pues en ese caso estaran
alineados, lo mismo analizaremos con BCy BD

_AB:(_Z’l’l) :_Zii:A B y C no estan alineados
AC=(-3,-2,0) -3 -2

- :>—2 # 1 = A, B y D no estan alineados
AD=(0,0,-1)-(3,2,2)=(-3,-2,-3) -3 -2

2

2
—BC:(l 3,3)-(0.0,2)=(2.3.) :lii:B,CyDnoesténaIineados
BD=(0,0,-1)-(0,0,2)=(0,0,-3) 0 -3

Asi que los cuatro puntos forman un tetraedro cuyo volumen es un sexto del producto mixto
(producto escalar por producto vectorial) de los vectores AB, ACy AD

AB=(-2,1,1) -3 -2 -3
AC=(-3,-2,0) :>V=%-‘E5.‘EXEH:E~‘EXE=—2 1 1]|=6-12-9-6=-21
AD=(-3,-2,-3) -3 -2 0

‘AD ‘ABxACH—| 21 = 21:>v—% 21:%:;u
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