IES Mediterraneo de Malaga Junio 2013 Juan Carlos Alonso Gianonatti
Propuesta A

1A. a) Enuncia el Teorema de Bolzano. (0,5 puntos)

b) Razona que las graficas de las funciones f(x) = 3x° — 10 x* + 10x> + 3 y g(x) = e* se cortan en
algun punto con coordenada de abscisa entre -1 y 0. (1 punto)

c¢) Calcula los puntos de inflexion de f(x) (1 punto)

a)
Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en el intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [sign

f(a) # sign f(b)], entonces existe, al menos, un punto C € (a ,b) tal que f(c) = 0

b)

Sea la funcion h(x)= f(x)-g(x)=3x® —10x* +10x* +3—¢*
La funcion h(x) es continua en el intervalo [-1 , 0], y toma valores en los extremos del intervalo

_ 5 4 3 g 1 51
h(-1)=3-(-1)°-10-(-1)* +10-(-1)’ +3-e =-3-10-10+3-2=-20--<0_

h(0)=3-0°-10-0* +10-0° +3-€° =0-0+0+3-1=2>0

[sign h(-1) # sign h(0)], entonces existe, al menos, un punto C € (—1, 0) tal que h(c) =0

Al cumplirse lo anterior tenemos que f(c) — g(c) = 0y por ello f(c) = g(c), siendo ¢ el punto de corte de las
dos funciones

c)
£'(x)=15x* —40x° +30x? = f"'(x)=60x° —120x? +60x = 60x (x* —2x+1)=>
x =0 = Posible punto de inf lexidn
f(x) = 0= 60x " 2X+1)=0:>{x2 —2x+1=0=A=(-2)f-4-1.1=0= x :%:1: punto de inf
£''(0) =60 (02 —40-0+1)= 60 0 = Punto inf lexién
f''(1)=60(3-12 —4-1+1)= 0= Pos.Punto inf lex.
f"(x)=360x-240=60-(3x—4)= f " (1)=60-(3-1-4)=-60 < 0 = No hay punto de inf lexion

£1"'(x) =180x? — 240 + 60 = 60 (3x* — 4x +1):>{

Punto de inf lexion = x=1= f(0)=3-1° -10-1* +10-1° +3=6
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2A.- Calcula el valor del parametroa € R, a > 0, para que el valor (en unidades de superficie) del area
de la region determinada por la parabola f(x) = - x* + a’y el eje de abscisas, coincida con la pendiente de la
recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = - a. (2,5 puntos)

f(-x)=—(-x)* +a® =—x* +a® = f(x)= Simétrica respecto a OY

X=a
Puntos de corte con OX = f(x)=0= -x*+a’=0=x* =a’ = x = +y/a’ :>{
X=-a

f(0)=-0? +a? =a’ > 0= Imagen positiva
f'(x)=-2x= f'(-a)=-2(-a)=2a

4%:Za:>4a2:6:>a2:%:%:>a:i\/g:> 7 2
x=—7:> No es solucién

3A.- a) Encuentra dos matrices A, B cuadradas de orden 2 que cumplan:
. Su suma es la matriz identidad de orden 2.

1 2
. Al restar a la matriz A la matriz B se obtiene la traspuesta de la matriz (3 4j (1,5 puntos)

b) Si M es una matriz cuadrada de orden 2 tal que ||V|| =7, razona cudl es el valor de los determinantes

‘M 2‘ y |2M| (1 punto)

a)
1 2) (13
3 4) (2 4
a b a b e f 10
A= A+B= + =
. c d c d g h 01
Sean las matrices =

)
s-(¢ 1) |as-(C o 10 Y

a+e=1
=2a=2=a=1=1+e=1=e=0 3
a-e=1 1 5
b+f=0 A=
:>2b:3:>b:§:>b+§:0:>f:—§ 1 ]
b-—f=3 2 2 2 2
=
c+g=0 3
=2c=2=c=1=1+g=0=>g=-1 0 --
c—-g=2 B = %
d+h=1 5 5 3 -1 ==
=220=5=>d=—=h=1-—=—— 1 2
d-h=4 2 2 2
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Continuacion del Problema 3A de la Propuesta A

b)
M2 =|M|* =7% = 49
M?|=m]

2M|=2%|M|=4-7 =28

: : 2x+y+az=0 y
4A .- a) Estudia la posicién relativa del plano x -y -z=aylarecta r = en funcién del

X—2y=0
parametro a € R. (1,25 puntos)

b) Calcula la distancia entre 7y r para cada valor de a € R. (1,25 puntos)

a) Un plano y una recta pueden ser paralelas, cortarse en un punto o que la recta esta contenida en el
plano.

Si el producto escalar de sus vectores directores es nulo la recta y el plano son paralelos o la recta esta
contenida en el plano. En este Ultimo caso tendran algan punto comun.

De no ser nulo el producto escalar la recta y el plano se cortan en un punto.

x:2y:>2-2y+y+az:0:>5y+az:0:>z:—gy:\Z:(Z,l,—gjs(Za,a,—5)

—

{";E(Za'a"5):>\7r~v” —(2a,a,-5)-(1,-1,-1)=2a-a+5=-a+5=>
v, =(,-1,-1)

V..V, =0=>a+5=0=>a=-5=

VaeR-{-5}=v, -v_=0= Larectar yel plano z se cortan enun punto

Para a = -5 veamos si algun punto de la recta es comun al plano, tomaremos el punto R de la recta
X =2al=-104

r={ y=ai=-54 = R(0,0,0)=0-0-0=-5= No pertenece al plano =
z=-51
La rectar y el plano 7 son paralelos

b)

VaeR- {— 5}:> v,-v_#0= Larectar yel plano z se cortan en un punto = La dis tancia es nula

Para hallar la distancia de la recta r al plano, cuando son paralelos, se calcula la distancia de uno cualquiera
de sus puntos (tomaremos R) al plano.

Cona=-5=>x-y-z2=-5=>7r=X-y-2+5=0
0-0-0+5

d(r, 7)=d(R, 7)= | v8 5 58
JE+(P (-1 V33
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Propuesta B

ax? +bx

1B.- a) Calcula los valores de los parametros a,b e R para que la funcién f (X) = —1tenga como
X+
asintota oblicua la rectay = 2x + 3. (1,5 puntos)

b) Para los valores encontrados, escribe la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de
abscisa x =0 (1 punto)

a)
aXZ+bX a+b a+b
2 2 Y Y -
L TN S S TIO CA X._w_24)
e X o (X4 X oe X2 4x o o X oxooooey 1oy 1140
x?  x? X 0
Comom:Z:Iimm=2:a:>a:2
X—>00 X
bx 2x
2 2 2 T
= fim[ (x)— mx] = fim| 2XFE0X oy | o jim 2XHEDX =2 22X DXZ2X o0y x X
x>0 x>0l X+1 x>0 X+1 x>o X+1 o0 xow §+1
X X
n=|imb‘f=b‘f=b‘2=b—2
TS 1+ = 1+0
X 0
2
Comon:3:>Iim[f(x)—mx]:szb—Z:b:S:f(x):%
X—>00 +
b)
f,(X):(4x+5)(x+1)—(2x2+5x):4x2+4x+5x+5—2x2—5x:2x2+4x+5
x+1)° x+1)° x+1)°
(x+1)
2
2.0°+4.045 04045 _=Y~0=5(=0)=y=5x=5x-y=0
m=f'(0)= ——=—"—=5
(0+1) 1
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2B.- Calcula las siguientes integrales
IZsenxcosx IX +Xx-4

2 dX 3
1+sen-x X° —

dXx (1’25 puntos cada integral)

IZsenxcosxd dt
1+ sen’x

1+sen’x =t = 2 sen x cos x dx = dt

=Int=1In (1+sen x) K

x> —4x=0= (x> —4)x=0=> x (x-2)(x+2)=0

X2+ x—4 X2+ x—4 A B C  A(x-2)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x-2)
— AN + =

x*—4x  x(x-2)(x+2) x x-2 x+2 X (x=2)(x+2)

A(x-2)(x+2)+Bx (x+2)+Cx (x-2)=x* +x-4=

X=2= A(2—2)(2+2)+B-2.(2+2)+C-2(2—2)=22+2—4:>88=2:»B=§=
x=0=A(0-2)(0+2)+B-0-(0+2)+C-0(0-2)=0°+0-4= -4A=-4= A=1
X=-2= A(—2—2)(—2+2)+B~(—2).(—2+2)+C-(—2)(—2—2):(—2)2+(—2)—4:>8c:=—2:c=—%

N

1

x> +x—-4 x> +x—-4 1 4 4
= ==+ 4 =
xP—4x  x(x-2)(x+2) x x-2 x+2

44 11 1 1
I_J.XXJF—X4X -[; 4 x-2 __Ix+ - I___ u +Zlnt—zlnu

x—2=t:>dx=dt
X+2=u=dx=du

2 —_— — [—
I:IX+—de:In x+<in L= x+In¢/ X=2 X 4 X=2 +Q
x° —4x 4 u X+2 X+2

1 1 1
3B. a) Sabiendo que |A| =la Db c|=2donde a,b,c e R calculalos determinantes
a> b®> ¢’
a-1 b-1 c-1 (a+1)’ (b+1° (c+1)
a?-1 b?-1 c?- y a b C indicando las propiedades que usas en cada
5 5 5 a’ b? c?

caso para justificar tu respuesta. (2 puntos)

b) Razona que, puesto que |A| =2, los parametros a, b y ¢ deben ser distintos entre si (no puede
haber dos iguales). (0,5 puntos)
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Continua el Problema 3B de la Propuesta B

a)
a-1 b-1 c-1 a b c 1 1 1
a’-1 b’-1 c¢®-U=la’-1 b*-1 c*-14-|a’-1 b*-1 c*-1(4)=
5 5 5 5 5 5 5 5 5
a b C 1 1 1 a b C
=la®-1 b*-1 c¢*-1-5-]a>-1 b*-1 c*-1(@)=|a’-1 b*-1 c*-1-5-0(2)=
5 5 5 1 1 1 5 5 5
a b c| |abc a b c a c a b c
=la® b?> c¢*-|1 1 1]-0(4)=]a® b® c*-5-1 1 1(1)=5-]a*> b> c?-5-0(2)=
5 5 5/ |55 5 5 5 5 111 1 1 1
a b c 1 1 1
=5.(-1)-|1 1 1/-0(3)=(-5)-(-1)-la b c|(3)=5-2=10
a® b* c? a’> b* c?

(a+1)° (b+1° (c+1)? |a®+2a+1 b*+2b+1 c®+2c+

a b c |= a b c =
a’ b2 c? a’ b2 c?
a’ b® c? [2a 2b 2¢ |1 1 1 a b ¢
=la b cl|+la b c|+la b c|=0+2-]a b c|[+2=(2)y(4)=2-0+2=(2)=2
a’? b® c?| |a® b* c¢? |a® b?* c? a’ b® c?

(1).-Si en un determinante todos los elementos de una fila estan multiplicados por el mismo namero real,
este se podra sacar como factor comun del determinante

(2).- Si en un determinante hay dos filas iguales el determinante es nulo

(3).- Si en un determinante se cambian entre si dos lineas paralelas su determinante cambia de signo
(4).- Si todos los elementos de una fila estan formados por dos sumandos, dicho determinante se
descompone en la suma de dos determinantes.

b)

1 1
b+a c+a

1 1 1
b-a c—a
A=l0 b-a c-a|=1 —(b-a)(c-a)
| | 0 b2—a? c2-a2 (b_a)'(b+a) (c—a)-(c+aJ

b-az0=b=a
|A=(b-a)(c-a)(c+a-b-a)=(b-a)(c-a)(c-b)=2=4c-a%0=c=a
cC-b#0=c=b

Para que exista determinante distinto de cero (en nuestro caso es 2), a, b y ¢ tienen que ser diferentes entre
si, en el momento que sea igual una de las parejas el determinante es nulo.
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: - . X+y—-z=1 X—2=0
4B.- a) Estudia la posicién relativa de las rectas I = y S=
2X+y-2z=1 X+2y—-2=12

(1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre las rectas r y s. (1,25 puntos)

a) Para ello analizaremos si las rectas, de las que calcularemos sus ecuaciones paramétricas, tienen un
punto comun, si el sistema que resulta de igualar sus coordenadas es compatible determinado son secantes
y se cortan en un punto, si es compatible indeterminado las rectas coinciden. Para hallar la compatibilidad
es condicion necesaria que el determinante de la matriz de los coeficientes ampliada sea nula.

Si el sistema es incompatible y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no serlo las rectas se cruzan en el espacio.

X=4

2X+2y—-22=2
> y=l=ox+l-z=1ox=z=>r=qy=1
—-2X-y+2z=-1 _

= Como 1+ 6 = Sist. Incompatible

X=u
X=2=>7+2y-12=12=2y=12=>y=6=>S=7y=6
= U

No son ni coincidentes ni secantes (se cor tan en un punto)

Vo= 0, l):> \Tr :\7S = Las rectas son paralelas
=(1,0,1)

b) Hallaremos un plano 7z perpendicular a las dos rectas cuyo vector director es el de las rectas, que es
perpendicular al vector RG, siendo R un punto cualquiera de la recta r (tomaremos el indicado en su
ecuacion), siendo su producto escalar nulo y la ecuacion buscada del plano que cortara a la recta s en un
punto S. La distancia RS es la distancia pedida.

Siendo R(0,1, 0)

=V =7 =(,0,9) LR G
. =>v. lRG=v -RG=0=11,0,1)-(x,y-1,2)=0=
{RG (xyz)( 0):(xylz) . . ( Ny )
x=0
A=x+2=0=>pu+u=0=2u=0=>pu=0=Sy=6=5(0,6,0)
z=0

d(r,s)=d(R,S)=4(0-0) +(6-1)* +(0-0)* =5u



