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Propuesta A

X+a si x<2
1A. Dada la funcién f(x) = _ a b0 se pide:
- X +bx-9 si x>2
a) Calcula razonadamente los pardmetros a y b para que f(x) sea derivable en toda [1 (1,5 puntos)
b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba, si para los valores hallados en el apartado anterior la funcién
f(x) verifica la hipotesis del teorema en el intervalo [-2 , 6]. (1punto)

a) Para que una funcién sea derivable, inicialmente tiene que ser continua y después tener la misma
derivada en el posible punto de discontinuidad, en este caso x =2

f(2) = lim f(x=2°+a=4+a

im 12— 2 +bro 9= p-13~ =M (3=lm (4= 4 a= d-13>a- D+17=0
x-2"

, 2x si x<2 lim fo(x)=22=4 s
f(X)_{—Zx+b si x>2 Iirﬁf'(x)=—2[2+b:>x|@f(x)_x“fpf(X)2>4__4+b:>b‘8:>

a- 218+ 17= 0= a+1=0=a=-1

b) Teorema de Rolle
Sea f(x) una funcion continua en [a, b], derivable en (a, b) y que verifica que f(a) = f(b); entonces

existe, al menos, un punto  Cc[J (a ,b) tal que f(c)=0
La funcién f(x) es una funcion continua en [-2 , 6], derivable en (-2 , 6) y que verifica que

(A2 _ 1= pf_1—
f (_ 3 B ( 2 1=4-1=3 = f (— 2) =f (6); entonces existe, al menos, un punto
f( b=- 6+ 86- &=-36+ 48-9=3

2X=0=>x=0<2
CD(—2,6) tal que f(c) = 0= Secumpleenx=0y x=4
- X+ 8 0= 2x=8=>x=4<0
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2A. Con una chapa metalica de 8 x 5 metros se desea construir, cortando cuadrados en las esquinas, un
cajon sin tapa de volumen maximo. Halla razonadamente las dimensiones de dicho cajon (2,5 puntos)

8m -

X

. L |

g
L0
B —
v=( -8x 5xpx=( 40 18 18+ £)x= 48- 262+ &=V ‘_—Z_V: 40- 52x+12¢ = V'= 0=
X
46 5%+ 12°= 0= 10-1X+3x*=0=>A=(- 13- @10% 169120=4920:>x=13§—[\:/34_9:>
_13+7 _20_10
=T T 3 L dV ve[10) = 13+ 632 = — 13+ 20= 75 0= Minimo
=>V'=—F=-13+6x= 3 3 =
_13-7 _6_ dx .
Xx=——=—-=1 V ()=- 13 611=-13+ 6= -7<0= Maximo

3A. a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a1l
ax- y+z=a-4
2 x+ y-az=a—1(1,5 puntos)
y-z=-3
b) Resuélvelo razonadamente para el valor a =-1. (1 punto)
a)

a -1 1] |a -1 1 N ae0mact
A=|2 1 -d=|2+a 0 -a+ :—(—1)E~] 2 a‘:—a[ﬂl—a):SiH:O:{ azv=mas
a 0 a=0
0O 1 -1 a 0 0
OxO00-{0,3 = |A # 0= rang (A) = 3= Numeraleincognitas= SistemeCompatibleDeterminado

Sia=0

0 -1 1|-4 0 -1 1-4

2 1 0|-1|=|2 1 0]-1|= rang(A)=2% rang(A/B)=3= Sistemancompatitie
0O 1 -1-3 0O 0 07
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Continuacion del Problema 3A de la Propuesta A

Sia=1

1 -1 1]-3) (1 -1 1]-3) (1 -1 1}-3

2 1 -10|=|3 0 0-3|=/0 0 0/15|=rang(A)=2#rang(A/B)=3=
0 1 -1-3) |1 0 0o-6/ |1 0 0-6

Sistemdncompatilie

b)

Sia =-1= Sistema&ompatibleDeterminado

-1 -1 1|-5 -1 -1 1}-5 -1 -1 1}-5

2 1 1-2|=|1 0 2-7|={1 0 2-7|=>—Xx=-8=>x=8=8+2z2=-7=2z=-15
0O 1 -1-3 -1 0 0|-8 -1 0 0[-8

s B gy (19 e gy 15 15
2 2 2
Solucion= (x, vy, z):(8, —2?1, —%}

X—-2_y+l1l_z X-y+2z+4=0
4A. Dado el puntoP(2,0,-1)ylasrectas  =E——=——=— Yy S=E
X+z+1=0

a) Determina, razonadamente, la posicion relativa de las rectas r y s. (1,5 puntos)
b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por P es paraleloar y s.
(1 punto)

a) Puestas las rectas en ecuaciones paramétricas, e igualando los valores de los puntos generales,
tendremos un sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas. Si la matriz de los coeficientes ampliada es
nula y hay algin valor de la matriz de los coeficientes, de grado 2, no nula, el sistema es Compatible
Determinado y las rectas son secantes y se cortan en un punto, de no haber ningin determinante de la
matriz de los coeficientes de orden 2, el sistema es Compatible Indeterminado y la rectas se confunden.
Si la matriz del determinante de los coeficientes ampliados no es nulo el sistema es incompatible, si los
vectores directores de la rectas son iguales o proporcionales, las rectas son paralelas, de no ser asi se
cruzaran.

X=2-A
= =14+
Y _102A 2-A=-1-pu A-pu=3
“ X——l—,u: -1+2A =3+ u={2A-u=4=
X=-1-z2=-1-2-y+22+4=0=y=3+2=S={ y=3+u z=0=yu u=0
z=u
1 -1 10 1 3
[A/B[=2 -1 4=2 0 =—1E~12 4‘=—(4—6)=2¢0:>Sonparalelas.osecruzan
0 1 01

2
R — — #— = Nosonparalelas
v.=(-1,1,1) -1 1

Las rectas r y s se cruzan

{\Tr:(—l,Z,O) -1
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Continuacion del Problema 4A de la Propuesta A

b) El vector director del plano 71es perpendicular a los vectores directores de las rectas ry s, calculandose
como el producto vectorial de estos dos vectores.

El vector PG, donde G es el punto genérico del plano es perpendicular al vector director hallado y su
producto escalar es nulo

La combinacion del producto vectorial por el producto escalar es el producto misto de los tres vectores que
tiene que ser nulo y la ecuacion del plano pedido

T=(—1,2,0) X-2 'y z+
r= v.=(-1,1,1) —m7=|-1 2 0|=0=
PG=(x,y,2z)-(2,0,-1)=(x-2,y,z+1) -1 1 1

2[@x—2)—(z+1)+2[ﬂz+1)+y20:> 2[ﬂx—2)+ y+(z+1)=0:> mT=2x+y+z-3=0

5A. a) Los operarios A, B y C producen, respectivamente, el 50%, el 30% y el 20% de las resistencias que
se utilizan en un laboratorio de electrénica. Resultan defectuosas el 6% de las resistencias producidas por
A, el 5% de las producidas por B y el 3% de las producidas por C. Se selecciona al azar una resistencia:

al) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa. (0,75 puntos)

a?) Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del operario A.
(0,5 puntos)
b) Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de cinco unidades. Calcula razonadamente la probabili-
dad de:
b1l) Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B. (0,75 puntos)
b2) Que en una caja haya al menos dos fabricadas por B. (0,5 puntos)

Solucion (a) Diagrama de drbol con Probabilidad Total y Bayes

a) Los operarios A, B y C producen, respectivamente, el 50%, el 30% y el 20% de las resistencias que se
utilizan en un laboratorio de electrénica. Resultan defectuosas el 6% de las resistencias producidas por A, el
5% de las producidas por B y el 3% de las producidas por C. Se selecciona al azar una resistencia:
al)
Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa.

Llamemos A, B, C, D y D€, a los sucesos siguientes, “operario A", " operario B", " operario C", “resistencia
defectuosa” y "resistencia no defectuosa”, respectivamente.

Datos del problema p(A) = 50% = 0'5; p(B) = 30% = 0'3; p(C) = 20% = 0'2; p(D/A) = 6% = 0'06; p(D/B) = 5%
=005, p(D/IC) =3% =003 ...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

0'06 D
%' c
-

0'03 D
% o
)
Por el teorema de la Probabilidad Total :

p(resistencia defectuosa) = p(D) = p(A).p(D/A) + p(B).p(D/B) + p(C).p(D/C) =

= (0'5)-(0'06) + (0'3)-(0'05) + (0'2)-(0’03)=51/1000 = 0'051.
a2)
Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del operario A.
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Continuacion del problema 5A

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

p(si es defectuosa, que proceda del operario A; es una probabilidad condicionada) =
p(AnD) _p(A).p(D/A) _(05)-(0'06)

=PAD) T T T D) 0051

=10/17 00'58824.

Solucion (b) BINOMIAL
b)
Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de cinco unidades. Calcula razonadamente la probabilidad
de:
bl)
Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B.

Definicion de distribucion binomial:

Recordamos que si realizamos n veces un experimento en el que podemos obtener éxito, A, con
probabilidad p y fracaso, AC, con probabilidad g (q = 1 — p), decimos que la variable aleatoria discreta X
sigue una distribucién binomial de parametros ny p, y lo representaremos por X - B(n;p).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos, que es su funcion de probabilidad, viene dada por:

p(X = k) = (n sobre k).pk.qg"k = [Ej pk.gnk,

** (n sobre k) = [Ej = (nH/(k'.(n-k)") en la calculadora “ ntecla nCr k “

n! = factorial de un n® = n(n-1)(n-2)(n-3)....3.2.1
Por convenio 0! = 1, para poder demostrar las propiedades.

bl)
Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B.

En nuestro caso X - B(n;p) = B(5;0'3), pues del apartado (a), p = p(B) = 30% = 0'3.
Me piden p(X = 3) = (5 sobre 3).(0'3)3.(0'7)®3) = [2] .(0'3)3.(0'7)2 = 0'1323.

Sin embargo mirando directamente en las tablas de la binomial vemos que p(X = 3) = 0'1323.
b2)
Que en una caja haya al menos dos fabricadas por B.

Me piden p(X 2 2) =p(X=2) + p(X =3) + p(X =4) + p(X =5) = {es mas rapido por el suceso contrario} =
=1-p(X<2)=1-[p(X=0)+p(X=1)]={mirando en las tablas} =1 - [ 01681 + 0’3602 ] = 0'4717.
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Propuesta B

. - : x> +3x° -4 _ xIn(x+1)
1B. Calcula razonadamente los siguientes limites: @) lim — > m-———=
x--2 X" +5x°+8x+4 x-0 2 —2C0SX
a)
3 2 _ o) Y _ _ § o
T s e SN v L . S kA
x-2x*+5x" +8x+4 (-2 +5[{-2f +8[{-2)+4 -8+5-82+4 0
2 _n)\2 _ - . N
x-23x* +10x+8 3(-2f+10(-2)+8 3H#-102+8 O
_ . 6x+6 _ . 2(3x+2)_ . 3x+2_3(-2)+2_-6+2_-4_
=lim lim 4

--26x+10 x-22(3x+5) »23x+5 3(-2)+5 -6+5 -1

b)
In (x+1)+iD<
m XIn(X+1) — OI:I]n(O'l'l) - 0ln (1) - 0 =9= Dlﬁ”ﬁdﬁ‘ﬁpml—» = lim X+1 —
x-02-2c0sXx 2-2cos0 2-20 2-2 0 x-0  —2[{-senx)
X 0 0 1 +(X+1)‘X

— bet) oy MOy MY ovo ey = XL

x-0 2 senx 205en0 200 0 x-0 2 cosX

1 +x+1—x i+ 1 x+1+ 1 X+2

o X+ (x+1P o ox+1 (x+2)° _ o ox+1 (x+27 . (x+1f _ . X+2
=lim =lim =lim =lim =lim 5 =
-0 2COSX x-0 2 COSX x-0  2COSX x-0 2cosX  x-0 2 (x+1)° cosx

0+2 2
= 5 = =1
2(0+1)?cos0 2010
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2B. Dada las funciones f(X) =-x%y g(x) =x*-2x—-4

a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por sus graficas (1,5 puntos)

b) Encuentre razonadamente la ecuacién de la recta normal a la grafica de g(x) en el punto de abscisa
x =-3. (1 punto)

a)

f(x)=0=-x*=0=x*=0=x=0

PuntosdecorteconOX = 0(X)= 0= ¥ = 2x -4 =0 A= (-2 — 401 ({~4) = 202 0= x=1++/5
x=1-5
Puntosdecorteentre funciones= x* —2x-4=-x>=2x*-2x-4=0=2 (x2 -X- 2): 0=
x=1L322
x2—x—2=o:sA=(—1)2—4mﬂ-2):9203lei@: 2 2<1+5
20 |, -1=3_ _1 -1<1-45
2

— 12 — _ :
10(-1,2)= f(1)=-1 1<0= f(x)= Negatlva. — g(x)< f(x)
g(1)=1%> -21-4=-5>0= g(x)= Negativa

f(xz—zx—4)d+

-1

A=

f(—xz)d{:—j’(xz—ZX 4)dx+J%( xz)dx= 2(—2x2+2x+4)dx

-1 -1 -1

a=-2e e, v 22 el +atbd = -2 - (o) 2 - (-0 arfe- (1)

2

:_5[[8—(—1)]+(4—1)+4[(2+1):—6+3+12:9u2
b)
g'(x)=2x-2
T Y A v A
o 3)-('3) _2[@ 3) 4—_9+6 g 1_ =—_i=£:>y—11:£[ﬂx+3):
g(-3)=20-3)-2=-8 g(-3 -8 8 8
8y—88:x+3:>x—8y+91:o:>y:X;91
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2 1 O -1 0 1 0O 1 O
3B. Dadas las matrices A=|-1 0 O , B=|2 -1 0| v C={0 3 O
1 2 -1 1 0 O -1 0 -1

a) ¢ Tiene inversa la matriz 213 + B?. I3 es la matriz identidad de orden 3 (1punto)
b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que 2X + C = A — XB (1,5 puntos)

a) Para que una matriz tenga inversa debe de cumplirse que su determinante no sea nulo

1 00 -1 0 1 2 00 -1 0 1 10
20,+B=2000 1 O+ 2 -1 0|=|]0 2 0|+ 2 -1 0|=|2 1
0 01 1 0 O 0 0 2 1 0 O 10

N O -

1 01
11
21,+B=2 1 Ozl[‘]1 2‘:2—1:17t0:>2I3+Btieneinversa
1 0 2
b)

2X + XB+C=A= X(2l,+B)=A-C= X(21,+B)(21,+B)" =(A-C)(21,+B)* =
Xl,=(A-C)(21,+B)" = X =(A-C)(21,+B)"

121 2 0 -1
(2|3+B)_1:|2I—1+B|mdj[(2|3+8)t]:>(2|3+8)t: 010 :>adj[(2|3+B)t]: -4 1 2
s 10 2 -1 0 1
2 0 -1 (2 0 -1
(2I3+B)'1:% -4 1 =l-4 1 2
-1 0 1) (-10 1
2 1 0y(0 1 0 2 0 0
A-C=|-1 0 0|-|0 3 0|=|-1 -3 0|=

1 2 -1 (-10 -1 (2 2

2 0 0)(2 0 -1 (4 0 -2
X=(A-C)(21,+B)*=|-1 -3 0O|0-4 1

2 2 0)(-10
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4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta, en su forma general o implicita, que contiene a los
puntos P(0,1,-2)y Q(4, -3, 0) (1 punto)
b) Encuentra razonadamente un punto que equidista de P y Q y que pertenece a la recta

X=2+A
r=< y=-A A00 (1,5 puntos)
z=-5

a) El vector director de la recta es el vector PQ, este vector y uno cualquiera de los puntos dados
(elegiremos el punto P) determinan la ecuacion de larecta s

—_—

PO=(4,-3,0-(0,1,-2)=(4,-4,2)=(2,-2,1) = X 0-¥"1_ z-(-2)

2 -2 1

<l

(0]
]l

y—=z+2
2

I\)|><

b) La distancia del punto R, genérico de la recta r, a los puntos P y Q son iguales, por lo tanto lo son los
maodulos de los vectores PRy QR

{%:(2”,—/1,—5)—(0,1,—2):(2+;|,—;|—1, —3)_ |[PA=N@+AY + (A -1f + (-3
RQ=(2+1,-1,-5)-(4,-3,0)=(-2+1,3-1,-5 ‘Rq JA -2 +(3-A) +(-5)
PO = R = e AV + (-0 + (3 = (1-2F + - AV +(-5F =

@Ay +(-2-1f+ (-3 =(A-2 +(3-A) +(-5) =

A+4d + 41+ 20+ X +9=4-4A+ ¥ +9-61+ N +25= 2/ +61 +14=24*-101 +38=

=2+—
6/1+14=—10/1+38:>16/1—24:O:>16/1=24:)l:£1:§:>rE y:—§:> Z,—§,—5
16 2 2 2 2
z=-5

5B. a) En mi casa dispongo de dos estanterias A y B. En A tengo 20 novelas, 10 ensayos y 10 libros de
matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de matematicas. Elijo una estanteria al azar y de ella,
también al azar, un libro. Calcula razonadamente la probabilidad de que:

al) El libro elegido sea de matematicas. (0,75 puntos)

a2) Si el libro elegido resultd ser de matematicas, que fuera de la estanteria B. (0,5 puntos)
b) El tiempo de espera en una parada de autobUs se distribuye segin una distribucion normal de media 15
minutos y desviacion tipica 5 minutos.

b1) Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos. (0,75 puntos)

b2) ¢ Cuantos minutos de espera son superados por el 33% de los usuarios? Razona la respuesta.
(0,5 puntos)

Solucion (a) Diagrama de drbol, Probabilidad Total y Formula de Bayes

a) En mi casa dispongo de dos estanterias Ay B. En A tengo 20 novelas, 10 ensayos y 10 libros de
matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de matematicas. Elijo una estanteria al azar y de ella,
también al azar, un libro. Calcula razonadamente la probabilidad de que:

al) El libro elegido sea de matematicas

Llamemos A, B, Na, Ea, Ma, N, Es, Mg, ¥y M, a los sucesos siguientes, “libro de la estanteria A”, "libro de la
estanteria B", "Novela de la estanteria A", “Ensayo de la estanteria A”, “libro de Matematicas de la
estanteria A”, "Novela de la estanteria B", “Ensayo de la estanteria V", “liboro de Matematicas de la estanteria
B” y "ellibro es de matematicas”......... , respectivamente.


yoquieroaprobar
Rectángulo


IES Mediterraneo de Mélaga Juan Carlos Alonso Gianonatti

Datos del problema p(A) = p(B) =1/2= 0'5; p(Na)=20/(20+10+10) = 1/2 = 0’5; p(Ea) = p(Ma) =10/(20+10+10) =
= 1/4 = 0'25; p(Ns) = 12/(12+8) = 3/5 = 0'6; p(Ea) = 0/20 = 0, p(Ma) = 8/(12+8) = 2/5 =04

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

1/2

215 ~ Mg

Por el teorema de la Probabilidad Total :
p(el libro elegido sea de matematicas) = p(M) =  p(A).p(Ma/A) + p(B).p(Ms/B) =
= (1/2)-(1/4) + (1/2)-(2/5) = 13/40 = 0'325.
a2)
Si el libro elegido result6é ser de matematicas, que fuera de la estanteria B.

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
p(si el libro elegido resulté ser de matematicas, q  ue fuera de la estanteria B, ss condicionada) =

oemy= PBOM) _P(BIPM/B) _ (112)-(205) _ g5 1gss
p(M) p(M) 0'325 '
Solucién (b) NORMAL
b)

El tiempo de espera en una parada de autobUs se distribuye segin una distribuciéon normal de media 15
minutos y desviacién tipica 5 minutos.

Distribucién normal de media y y desviacion tipica o

Recordamos que una variable aleatoria continua X sigue una distribucién normal de media p y
desviacion tipica o, y se designa por N(y, 0), si se cumplen las siguientes condiciones:

12 La variable X recorre toda la recta real, es decir (-o0,+0) = [J.

J{u

22 La funcién de densidad, es: f(x) = 2\ o J (su gréfica es la campana de Gauss) donde:

e
ov2m

e = 2,7182..., constante: base de los, logaritmos neperianos

= 3,1415... relacién de la longitud de una circunferencia a su didmetro

x = abscisa, valor cualquiera de un punto del intervalo.

J = media de la variable aleatoria X (parametro).

0 = desviacion tipica de la variable aleatoria X (parametro).

f(x) = ordenada de la curva.

A los valores py y o se los denomina parametros de la distribucién normal.
Distribucién normal estandar

De las infinitas distribuciones N(u, 0), tiene especial interés la distribucién N(0,1); es decir, aquella que
tiene por media el valor cero (u = 0) y por desviacion tipica la unidad (o = 1). Esta distribucion se llama
ley normal estandar, o bien distribucién normal reducida.

La funcién de densidad parap=0y o =1es: f(X) =———€ 2 , cuya representacion gréafica es parecida a la

NE

de la normal N(u; 0), pero un poco mas achatada.

La funcién de distribucién F(x) de la ley normal estandar proporciona el area del recinto sombreado de la
figura.

10
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——) + oo

===t —

u X
Recordamos que la funcion de distribucion es F(x) = p(X < x), en el caso de la normal, la variable siempre es

[T ]

z" no “x", y se escribe F(z) = p(Z < z) = ®(2).

Tipificacion de la variable

. . . X = I . . : .
Realizando el cambio de variable Z = —u, llamado tipificar la variable, cualquier variable aleatoria
a

continua X que sigue una N(u,0) se puede transformar en la variable aleatoria continua Z que sigue una
normal N(0,1), que es la que viene tabulada en la tabla que nos han dado.

b1)
Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos.

Tenemos X - N(W,0) = N(15,5)

Me piden p(X < 13) = {tipifico Z :%} = p(z < 13-15

) =p(Z<-040) =1 - p(Z < 040) = {mirando

la probabilidad en la tabla de la N(0,1)} = 1 - 0’6554 = 0'3446.
b2)
¢, Cuantos minutos de espera son superados por el 33% de los usuarios? Razona la respuesta.

Sabemos que en la tabla de la N(0,1) nos dan sélo probabilidades p(Z < zo).

Me dicen que p(X > Xo) = 33% = 0’3333, teniendo en cuenta el suceso contrario p(Z > z,) =1-p(Z < 20) =
= 0’3333, de donde p(Z <z0) =1-0'3333 =0'6667.

La probabilidad 0’6667 no viene en la tabla y la mas préxima es 0’6664 que corresponde a z, = 0'43.
Tipificando veremos cuantos usuarios superan el 33%

XU tenemos 0'43 = x~15

De z, = , de donde x = 0'43:5 + 15 = 1715 minutos. Resumiendo los

minutos de espera son 17°15, es decir 2’5 minutos m  as de la media 15.
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