Ejercicio 1A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Andlisis)

x?+2 si x<0

Sea f la funcién continua definida por f(x) = {vax+b  si 0<x<2.

+iSI2<X

2J_ V2
a) Calculaayb. (1,25 puntos)
b) Paraa = -1y b = 4, estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, calcula la ecuacion
de la recta tangente a la grafica de f en dicho punto. (1,25 puntos)
Solucion

x?+2 si x<0

Sea f la funcién continua definida por f(x) = {vax+b  si 0<x<2.

—+iSI2<X

22 2
(a)

Calculaayb.
Como la funcion es derivable en R, es continua en R; en particular en continua y derivable en x = 0.

Como f(x) es continua, lo es en x = 0 luego f(0) = Iing_f(x) = Iing f(x)
f(0) = lim f(x) = |irp_(x2+ 2) =2. lim f(x) = Iirg+\/ax +b =vV(b).
De f(0) = Iing_f(x) = Iin01 f(x) , tenemos 2 = V(b), de donde b = 4.

Como f(x) es continua, lo es en x = 2 luego f(2) = Iim_f(x) = Iim f(x)

(2) = lim f0) = lim Jax +4 =+(2a+4). lim f(x) = fim (2\/_ j_j - ij " % :% =V(2).
De f(2) = Xlip;_f(x) = xl[n21+f(x) , tenemos V(2a +4) = V(2), de donde 2a + 4 = 2, luego a = -1.

(b)

Para a = -1 y b = 4, estudia si existe la derivada de f en x = 2. En caso afirmativo, calcula la ecuacion de
la recta tangente a la grafica de f en dicho punto.

Para que f(x) sea derivable en x = 2 ha de verificarse f'(2-) = Iirr21 f'x)="f'(2+) = Iir121 f'(x), veremos la conti-
nuidad de la derivada.

®+2 si x<O0 2x si x<0 2x si x<0
, s -1 . _ -1 .
f(x) = \/m+;::zi2,f(x)— @SIO<X<2— @SIO<X<2
22 2 22 Si2<x TZ Si2<x
f'(2-) = I|mf(x)—xl|n21 2\/_)(7 2:;'_ % f'(2+)=J[n(;|+f(x)=JL@+(#]:%.

Como f‘(2-) =f‘(2+) = [-V(2)] / 4, f(X) es derivableen x =2 y f (2) = [-V(2)] / 4.

Larectatangente enx =2 es“y-f(2) =f'(2)(x - 2)", es deciry - V(2) = ([-V(2))/4)-(x - 2).

Ejercicio 2A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Andlisis)
Sea la funcién f: R - R definida por f(x) = In(x? + 1) (donde In denota la funcién logaritmo neperiano).
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1 punto)
b) Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexion de su grafica.
(1,5 puntos)



Solucién
Sea la funcién f: R - R definida por f(x) = In(x? + 1) (donde In denota la funcién logaritmo neperiano).

(a)

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Me piden la monotonia. Estudio de f '(x)

) = (e +1); 1) = —== .
X+ 1
De f’(x) = 0, tenemos 2x = 0, de donde x = 0 que sera el posible extremo relativo.
Como f'(-1) = (ig;l)l =-1<0, f es estrictamente decreciente (\) en (-,0).
-1)°+
. 2(1) _ . .
Como f'(1) = Q1 =1>0, f es estrictamente creciente (/) en (0,+c).
+
Por definicion x = 0 es un maximo relativo y vale f(0) = In(0% + 1) =In(1) = 0.

(b)

Determina los intervalos de convexidad y de concavidad de f y los puntos de inflexion de su grafica.
Sabemos que la curvatura es el estudio de la 22 derivada.
. 2X 2(x%+ 1) - 2x-(2x) _ -2x%+ 2
f(x) =In(x% + 1); f'(x) = ; Fr(x)= = .
0 =In0e + 1) 109 = s 0= e e
De f“(x) =0, tenemos -2x?+2 =0 - x?=1, de donde x = £1 que seran los posibles puntos de inflexién.

ooy = 2(2P%+2 _ ’ . Nco. -
Como f“(-2) = (274 17 6/25 < 0, fes concava ( n) en (-1, 2) en (- oo, -1).
oy = 200°+2 i
Como f“(0) = (07+ 17 =2>0,fesconvexa ( O)en (-1, 1).
) _ '2(2)2+ 2 - A 00
Como f“(3) = —((2)2+ 17 6/25 < 0, f es cédncava ( n) en (1, +).

Por definicion x = -1 es punto de inflexion y vale f(-1) =  In((-1)? + 1) = In(2) 00'69.
Por definicion x = 1 es punto de inflexion y vale f(1) =  In((1)? + 1) = In(2) O0'69.

Ejercicio 3A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Andlisis)
Considera la funcién F : [0, 2] — R definida por F(x) = f: 2t-cos(t)dt.

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F. (1 punto)
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1t (1,5 puntos)
Solucién

Considera la funcién F : [0, 2] — R definida por F(x) = I:2t-cos(t)dt.
(@)
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de F.
x |
Por el Teorema fundamental del calculo integral F '(x) = (IO 2t-cos(t)dt) = 2x-cos(X)

Me piden la monotonia. Estudio de F ’(x) = 2x-cos(x)

De F'(x) = 0, tenemos 2x = 0, de donde x = 0 que sera el posible extremo relativo, 0 es un extremo del inter-
valo.

De f ‘(x) = 0 tenemos cos(x) = 0. (Recordamos que el cos(x) era la ordenada en la circunferencia goniomé-
trica, por tanto se anula en x = /2 y x = 3102, por tanto los posibles extremos de la funcién f tienen de abs-
cisax=0,x=172,yx = 312.

Como F ‘(174) = 2(174)- cos(1v4) = 2(1v4)- (V(2))/2 > 0, f es estrictamente creciente (/) en (0, 2).



Como F ‘() = 2(m)-cos(m) = 2(m)-(-1) < O, f es estrictamente decreciente (\) en (172, 3172).
Como F (5) = 2(2-5)-cos(5) = 20-(0'28) > 0,f es estrictamente creciente (/) en (3172, 2m).
(b)

Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de F en el punto de abscisa x = C. (1,5 puntos)

La recta tangente en x = tes “y - F(1) = F ‘()(x - )”. Sabemos que F ‘(1) = -2, nos falta calcular F(m) para
lo cual nos falta calcular la integral.

Calculamos primero la integral indefinida: | = '[Zt-cos(t)dt

u=2t = du=2dt

dv=cos(x)dx :v:'fcos(t)dt:sen(t)

I:'th-cos(t)dx:{ }: 2t-sen(t) - _[Zsen(t)dt =2t-sen(t) - (-2cos(t) + K =
= 2t-sen(t) + 2cos(t) + K.

Luego F(x) = f: 2t-cos(t)dt = [2t:sen(t)+ 2cos(t)], = 2x-sen(x) + 2-cos(x) — 0 — 2-cos(0) =

= 2x-sen(x) + 2-cos(x) — 2, por tanto F(r) = 21esen(m) + 2-cos(m —2 =0 + 2(-1) — 2 = -4.

Larectatangente en x= Ties‘y- (-4) = (-2 m(x - ", es deciry = -2 T + 21¢ - 4.

Ejercicio 4A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Andlisis)
Calcula folx-artg(x)dx. (donde artg denota la funcion arcotangente)

Solucién
Calculamos primero la integral indefinida: I:Ix-artg(x)dx
dx
u=artg(x) = du= 2 2 2 2 2
1+x? X x> dx _ x 1 ex%dx _ x 1
I=| x-artg(x)dx = = artg(x)— - | — = —-artg(x) - =- = —artg(x) - =
[xartg() o (T AN = [ e = Tang() - T = rang( - S
dv=xdx :>v:_[xdx:—
2
x2dx _ 1+x2-1dx _ 1+xPdx dx dx
= = = - = |dx - | —— =X - art
! J1+x2 ] 1+x° -[1+x2 I1+x2 g Il+x2 X angl)
Luego
x? 1 x? 1 x? 1 1
| = | x-artg(X)dx = —-artg(x) - =-| =—-artg(x) - = -(x - artg(x)) + K =— -artg(x) += -arg(x) - =x + K
I 9(x) 5 g()zl 2 g()z( 9(x)) > 9()2 tg(X) 5

1 X2 1 1 '
Por Tanto I x-artg(x)dx = | —-artg(x) + =-artg(x) - = x| =
0 2 2 2 o

=(1/2)-artg(1) + (1/2)-artg(1) - (1/2) - (1/2)-artg(0) - (1/2)-artg(0) + (1/2)=

= (1/2)-(104) + (1/2)- (1¥4) - (1/2) - 0 - 0 + 0 = 104 - 1/2.

Ejercicio 5B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Algebra)
2x+3y+mz=3
Considera el sistema {x+ my -z =-1
3x+y-3z=-m
a) Discute el sistema segun los valores de m. (1,75 puntos)
b) Para m = -2 encuentra, si es posible, yo para que la solucion del sistema seax = A,y =yo, z=A - 3/7.
(0,75 puntos)
Solucion
2x+3y+mz=3
Considera el sistema {x+ my -z =-1
3x+y-3z=-m



(@)

Discute el sistema segun los valores de m.

2 3 m 2 3 m 3
Sea A=|1 m -1|yA" =1 m -1 -1|lamatrizde los coeficientes y la matriz ampliada.
3 1 -3 3 1 -3 -m
2 3 m 2 3 2+m|Adjuntos
Tenemos |Al=|]1 m -1C,+C,=[1 m 0 | tercera =(2+ m)(1-3m).
3 1 -3 3 1 0 |columna

Si |A| =0, tenemos (2 + m)(1 - 3m) =0, de dondem =-2y m = 1/3.

Sim#-2y m # 1/3, det(A) = |A] # 0, rango(A) = rango(A”) = 3 = n° de incégnitas. El sistema es
compatible y determinado y tiene solucion Unica.

2 3 -2 2 3 -2 3
Sim=-2, A=|1 -2 -1|yA =1 -2 -1 -1|.
3 1 -3 31 32
3
En A como ‘ =-4 -3 =-7#0, tenemos rango(A) = 2.
2 3 3 2 3 5 2 3 5
EnA"como |1 -2 -1C,+C,=]1 -2 O =1 -2 0| =0 por tener dos filas iguales, rango(A”) = 2.
31 2 3 1 5R-F |1 -20

Como rango(A) = rango(A”) = 2 < nimero de incAgnitas, el sistema es compatible e indeterminado y tiene
mas de una solucidn (infinitas).

2 3 113 2 3 13 3
Sim=1/3, A=|1 13 -1|yA' =|1 13 -1 -1|.
3 1 -3 3 1 -3 -1/3
3
En A como 1‘ =2-9=-7#0, tenemos rango(A) = 2.
2 3 3 2 3 5 |Adjuntos
En A"como |1 1/3 -1|C,+C,=|1 1/3 0 |segunda =-(1)-(8-5) + (1/3)-(16/3-15) =-3-29/9=2/9% 0
3 1 -1/3 3 1 8/3 fia

, rango(A") = 2.
Como rango(A) = 2 # rango(A") = 3, el sistema es incompatible y no tiene solucion.
(b)

Para m = -2 encuentra, si es posible, yo para que la solucién del sistema seax =A,y =yo, z=A - 3/7.

Hemos visto en el apartado anterior que si m = -2, rango(A) = rango(A") = 2, el sistema es compatible e
indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Como el rango es 2, sélo necesitamos 2 ecuaciones. (Tomo las del menor de A distinto de cero con el que
hemos determinado el rango, es decir la 12 y la 22).

{ZX +3y - 2z=3 (E,-2E,) _ { +7y =5

,dedondey=5/7ytomandox=A0R,z=1-10/7 + A =-3/7 + A.
X-2y-z=-1 X-2y-z=-1

Solucion (x, y, z) = ( A, 5/7,-3/7 + A) con A O R. Cierto donde y o = 5/7.

Ejercicio 6B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Algebra)

1 -1
-a 3
Dado a # 0 considera las matrices A=( 1] yB=3 4
a
1 2
a) Determina para que valores de a se cumple que A1 = (1/4)-A. (1,25 puntos)

4



b) Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que AX = B!, donde B! denota la matriz traspuesta de B.
(1,25 puntos)

Solucién

2 3 1 -1

Dado a # 0 considera las matrices A:[a 1] yB=3 4
1 2

(@)

Determina para que valores de a se cumple que A1 = (1/4)-A.

En principio para que exista A1, su determinante |A| tiene que ser distinto de cero.

-a 3 . .
|Al= 1 =-a-3a=-4a. Luego sia # 0 existe AL
a
H t
Veamos A-1 = m
A

-a a 1 -3 i(A) 1 -3 -1/a 3/
Al = . Adj(A)= Az AdA) 1 _1[-a 3ia)
3 1 -a -a |A| dal-a -a)] 4l 1 1

-1/a 3la -a 3
De Al =(1/4)-A > %[ 1 1 ]=%[ ],de donde-l/a=-a;3/a=3;1=ayl=1.
+

De-l/la=-a - a?=1, luego a = #1.
De3/a=a - a=1.

Luego para A tenga inversa y verifigue A 1 = (1/4)- A tiene que verificarse que a = 1.

(b)

Para a = 1 calcula, si es posible, la matriz X tal que AX = B, donde B! denota la matriz traspuesta de B.

-1 3 1(-1 3
Paraa=1, A= yAl=—.
11 411 1

De AX = B!, multiplicando por la izquierda por Al tenemos: A'1-AX = A1.BT - IX = A1.Bt, de donde resulta
X=A1lBt

-1 3)(1 3 1 -4 9 5 -1 9/4 5/4
La matriz X pedida es: X=A 1.B'= 14 . .y = .
411 1)\-1 4 2 410 7 3 0 7/4 3/4

Ejercicio 7B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Geometria)

X=A
Considerael planom=x+y+z=0ylarectar={y=1-A.
z=0
a) Determina la ecuacién del plano perpendicular a Ttque contiene ar. (1,25 puntos)
b) Calcula la distancia entre r y 1. (1,25 puntos)
Solucion
X=A
Considerael planom=x+y+z=0ylarectar={y=1-A.
z=0
(a)
Determina la ecuacion del plano perpendicular a Ttque contiene ar. (1,25 puntos)

El vector normal del plano tes n = (1, 1, 1). Un punto de “r’ es A(O, 1, 0), y un vector director es u = (1, -1, 0).

Para un plano necesitamos un punto, el A(0,1,0) (contiene a r) y dos vectores independientes el u = (1,-1, 0)
(contiene ar) yeln =(1, 1, 1) (el plano es perpendicular al ).



X y+1 z|Adjuntos

El plano pedido es: 1 =det(AX,u,n)=0=1|1 -1 0| primera =x(-1-0) - (y+1)(1-0) + (z2)(1+1)=0=
1 1 13 fila

=-X-y+2z-1=0=x+y-2z-1=0.

b)
Calcula la distancia entre r y Tt

Como el plano Ttes paralelo a r, d(r, M) = d(A, ™) siendo A un punto cualquiera de la recta, en nuestro caso

A0, 1, 0).
0)+ (1) +(0)] _

Luego d(r, ) =d(A, m) = I Navovd 1N@)ut 0057735 ut.
+1°+

Ejercicio 8B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2022 (Geometria)

SeanlosplanosTu=2x+y+z-3=0,Te=Xx+2y-z+5=0ylarectar=x-1= % = %1
a) Halla los puntos de r que equidistan de Tu y Te. (2 puntos)
b) Halla el seno del angulo que forma el plano Ta con la rectar. (0,5 puntos)
Solucion
_ _ _ _ - y z+1
Seanlosplanosu=2x+y+z-3=0,Te=Xx+2y—-z+5=0ylarectar=x-1= 2 = =

(@)

Halla los puntos de r que equidistan de T y Te.
Ponemos la recta r en forma vectorial es “r'=(x,y, z) = (1 + m, 2m, -1 + 5m).
Un punto genérico de larecta “r’ es X = (1 + m, 2m, -1 + 5m).

Como me piden los puntos de “r’ que equidistan de Tu y Te, tengo que resolver la ecuacion:
d(X, Tn) = d(X, TR), con X punto genérico de “r".

[2:(L +m)+ (2m) + (-1 +5m) - 3| _ |9m - 2|
V22412412 G

(1+m)+2:2m)-(1+5m)+5|_[7]
JE+22 41 G

Sm -2 _ 171 es decir [9m - 2| = |7|, de donde salen dos ecuaciones:

NG
(9m - 2) = +(7), de donde 9m =9, es decir m = 1 y un punto de la recta que equidista de ambos planos es
X1(1 + (1), 2(1), -1 + 5(2)) = X1(2, 2, 4).

d(X, ™) =

d(X, ) = |

Igualando tenemos

(9m - 2) = -(7), de donde 9m = -5, es decir m = -5/9 y el otro punto de la recta que equidista de ambos pla-
nos es Xz(1 + (-5/9), 2(-5/9), -1 + 5(-5/9)) = X»(4/9, -10/9, -34/9).

(b)

Halla el seno del angulo que forma el plano 1w con la rectar.

Dada la recta r(A,u) y el plano T(n) se define el angulo gue forma la recta "r” con el plano 7zcomo el menor de
los angulos que forma la recta “r” con la recta “ ' ”, proyeccidn de “r” sobre el plano

Se observa que el angulo que forma la recta “r" con el plano Tt coincide con el complementario del menor de
los angulos que forman el vector director de la recta y el vector normal del plano con un origen comun, es
decir cos(<r,e>) = |cos(a)|, ahora bien como sen(a) = cos(90° - a). Tomando el valor absoluto del seno nos
aseguramos de que el angulo es el menor y no supera lo 90° sexagesimales.

Uen
sen(a) = sen(<r,e) = cos(90°-a) = |cos(<u,n>)| = w




El vector director de la recta “r”, el u = (1, 2, 5). El vector normal del plano Tu es n = (2, 1, 1)
Uen=2+2+5=9; |u]| = V(12 + 22 +52) = V(30); ||n|| = V(22 + 12 + 12) = V(6) = 3, luego:

sen(a) = sen(<r,1>) = cos(90°-a) = |cos(<u, n>)| = ‘ ‘ 00'67082039.

9
NG





