Ejercicio 1A Julio (mod 4) 2022 (Andlisis)

. . a L . .
Calcula a sabiendo que lim —)3( =1 (donde In denota la funcién logaritmo neperiano).
x=+ (In(X))* + 2X
Solucién
La regla de L'Hopital (L'H) dice: Si “f” y “g” son funciones continuas en [a -9, a + 9], derivables en
. f 0 . f'
(a- 3, a+9), verificando que f(a) =g(a) =0 y lim ﬂ =—, entonces si existe lim .(X) se verifica que
2 g 0 e g(x
. f'x) .. f(x) . . . . .
lim () =lim ) La regla se puede reiterar, y también es valida si tenemos oo/, y Si X - .
Tenemos 1 = lim a>3< = { o =+—°°; L'H}=
x=+e (In(X))° + 2X +00 +00 400
= lim—2 = m—— X - { To T, L'H}=
x=+o 3. (In(X))" + 2X +00 + 00 400

L InY. % +2

i a : ax +00 +00

= lim —1 =lim = { =" L'H}:
e (n)—+2 6-(IN(X)) + 2x |+ + 00 +oo

X

=lim a_ - lim ax__) :+—°°; L'H}= IimE = E,de donde 1 = a/2 y por tanto a = 2.
B, 62X (46400 Hoo Xoxw2 2
X

Ejercicio 2A Julio (mod 4) 2022 (Andlisis)
Calcula los vértices y el area del rectangulo de area maxima inscrito en el recinto limitado por la gréafica de la
funciéon f : R - R definida por f(x) = -x2 + 12 y el eje de abscisas, y que tiene su base sobre dicho eje.
Solucion
Es un problema de optimizacién.

Un pequefio esbozo de la grafica nos ayudara: f(x) = -x2 + 12 es una parabola parecida con las ramas hacia
abajo (n), porgue el n° que multiplica a x? es negativo. Abscisa del vértice es la solucién de f ‘(x) = 0 = -2x,
de donde x = 0 y f(0) = 12, luego el vértice en (0, 12), y corte con OX - f(x)=0=-x2+12 - x2=12 -,

- X =%V(12) = £ 3'46, y los puntos de corte son con OX (-V(12), 0) y (+V(12), 0).

Funcién a optimizar Area = (2x).y
Relacion entre las variables y = - x2 + 12.
Funcion a optimizar A(x) = (2x)-(- x2 + 12) = -2x3 + 24x.

Recordamos que si A’(a) =0 y A”(a) <0, en x = a hay un maximo relativo.
A(X) = -2x3 + 24x; A'(X) = -6x2 + 24,

De A'(x) =0, tenemos 0 =-6x2+ 24 - x2=4y sus soluciones son x = +V(4) = +2. Como son longitudes la
Unica solucion valida es x = +2, que sera el posible maximo.

A'(X) =-6x2 +24. A’"(x) =-12x.
Como A”(+2) =-12:2 =-24 < 0, luego x = +2 es un maximo.

Los vértices del rectangulo son (-2, 0), (-2, -(-2) 2+12)=(-2,8), (2,-(2)> +12) =(2,8) y (2, 0).
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El area del rectangulo es  A(2) = -2(2)° + 24(2) u?> = 32 u2

Ejercicio 3A Julio (mod 4) 2022 (Andlisis)
dx. (Sugerencia: efecttia el cambio t=+/1 +x - 1.)

8 1
Calculaj—
$V1l+x-1
Solucién
_[8 1 _ JCambio t=V1+x-1;v1+x=1+tSix=3 - t:]':j22(1+t)dt:jz(g+2jdt:
3 Vl+x-1 X+1=(1+t)*dx=2(1+tdt. Six=8 - t=2 oot At

= [2:Injt] + 21’ = (2:In(2) + 4) — (2:In(1) + 2) =2:In(2) + 2.

Ejercicio 4A Julio (mod 4) 2022 (Andlisis)
Considera las funciones f, g : R » R definidas por f(x) =x3+2 y g(x) = -x? + 2x + 2.
a) Calcula los puntos de corte de las gréaficas de fy g. Esboza sus gréficas. (1'25 puntos)
b) Determina el area del recinto limitado por las gréficas de fy g en el primer cuadrante. (1'25 puntos)
Solucién
Considera las funciones f, g : R » R definidas por f(x) =x3+2 y g(x) = -x? + 2x + 2.
(a)

Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza sus graficas.

Corte entre ellas:
Def(X)=g(X) > x3+2=-Xx2+2x+2 - x3+x2-2x=0=x-(X®+x-2)dedonde x=0yx2+x-2=0 -
= -1+V1+8_-1+3
2 2
La gréfica de f(x) = x3 + 2 es exactamente igual que la de f(x) = x® + 2 pero desplazada dos unidades hacia
arriba en ordenadas, es decir en -« vale - o, en +o vale +o, estrictamente creciente, para x = 0 punto (0, 2),
paraf(x)=0 - x3=-2, dedonde x =-3/(2) 0-1'26 y punto (-1’26, 0).

, de donde x =-2 y x = 1. Los puntos de corte son (-2, -6), (0, 2) y (1, 4).

-

La gréfica de g(x) = -x2 + 2x + 2 es la de una parabola asi (n) porgue el n° que multiplica a x? es negativo.
La abscisa de su vértice es la solucion de g ‘(x) = 0 = -2x + 2, de donde x = 1 y su vértice es el punto
V(1, g(1)) =V(1, 3).

Como ya hemos visto el corte entre ellas un eshozo de sus graficas es:

3 [ 4] o a 3 :
¥ \
(b)

Determina el area del recinto limitado por las gréaficas de fy g en el primer cuadrante.

Como me piden el area entre ellas, en el primer cuadrante:

4 3 1
Area = jol(-X2+ 2x+2 - (X°+2))dx = jol( X*- X2+ 2x Jdx = { 'XT' %+ xz} = (-1/4 - 1/3 + 1) - (0) u? = 5/12 u2.
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Ejercicio 5B Julio (mod 4) 2022 (Algebra)

11 a
Considera las matrices A= 10 ,B=[2 a 1|yC= Lo -2 .
21 5 2 0 2 -1 -1

a) Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa. (0’5 puntos)
b) Para a = 1 calcula X tal que AXB = C, si es posible. (2 puntos)

Solucion
1 0 -2
C= .
Y [2 -1 -1)
(@)

Determina los valores de a para los que la matriz B no tiene inversa.

Considera las matrices A:(:; 2) , B=

N N -
N O
O R 9

Sabemos que la matriz B no tiene inversa si det(B) = |B| = 0.

11 4 1 0 alAdjuntos
Calculamos |B|=|2 a 1C,-C,=|2 a-2 1lsegunda =+(a-2)-(2a-0)=+2a-(a-2) = 0, luegono exis-
2 20 2 0 O0fcolumna

te la matriz inversade Bsia=0ya= 2.

(b)

Para a = 1 calcula X tal que AXB = C, si es posible.

10 i(A) 1 -2 10
Como |A|= =120, existe a1 2B 4 . Adj(A)= ,
2 1 A 01 2 1
A-l: AdJ(A)I :1'. 1 0 = 1 O .
A 12 1) (2 1
Ad(BY 12 2 2 20
Como paraa =1, [B| =+2(1)-((1) - 2) =-2# 0 existe B'E# B'=|11 2|, AdjB")=|2 -2 1],
110 2 0 -1

gy 22 0) (110
J():5-2-2 1021 -1 12|

|B| 2 0 1)1 0 -1/2

Multiplicando la expresion AXB = C por la izquierda por la matriz A y por la derecha por la matriz B* -
- ALAXB-B'=AlC-B! - I-X:I=ALC-Bt - X=A1lC:-BL

Bi=

1oy1 0 2122 % 110 220
Portanto X = A1.C.-B1= . ={2 2 1| == 12 -2 1=
2 1){l2 -1 -1)2 24 -1 -5
2 0 -1 2 0 -1

_1(-6 2 2y (-3 11
220 10 4) {-10 5 2)°

Ejercicio 6B Julio (mod 4) 2022 (Algebra)

a b c
Sesabeque p q r|=-2.
Xy z
a ¢ b X a-3p -2a
a) Calcula: [2x 2z 2y|. (1 punto) b) Calcula: |y b-3q -2b|. (1'5 puntos)
-3p -3r -39 z c-3r -2c

Solucion



ab c
Sesabeque |p q r|=-2.

Xy z
(@)

a ¢ b
Calcula: |2x 2z 2y|.

-3p -3r -3q

a ¢ b a b ¢ a b c a b c
Tenemos [2x 2z 2y|=()=(1)|2x 2y 2z| =(ii)=(-1)(2):(-3)x VY =@{)=(-1)-®)p q 1 =

-3p -3r -3q -3p -3q -3r p qr Xy z
= (-6)-(-2) =12
(b)

X a-3p -2a
Calcula: |y b-3gq -2b|.

z c-3r -2c
Tenemos
X a-3p -24 X y z X y z X y z -2a -2b -2c
y b-3q -2b|=(ii)=|a-3p b-3q c-3r|=(iv)=|a b c |(v)+|-3p -3q -3r|=(i)=0+(-1)-[-3p -3q -3r|=(ii)=
z c3r -2c -2a  -2b  -2c -2a -2b -2c -2a -2b -2c X y z

a b a
=(1D-(2:(3)p aq 1 =(-6)(-2) =12.
Xy z

Propiedades usadas:

(i) Si en un determinante cambiamos entre si dos filas (dos columnas) el determinante cambia de signo.

(i) Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un niimero, dicho niamero sale fuera multi-
plicando a todo el determinante.

(iii) Sabemos que det(A) = det(AY).

(iv) Si una fila (columna) un determinante es suma de dos sumandos, dicho determinante se puede des-
componer en suma de dos determinantes colocando en dicha fila (columna) el primer y segundo sumando
respectivamente.

(v) Si una fila (columna) de un determinante es proporcional a otra fila (columna) el determinante es cero.

Ejercicio 7 Julio (mod 4) 2022 (Geometria)

X=5+2A
Consideralasrectasr=x+1=y-a=-z y s=qy=-3
z=2 -\

a) Calcula a para que r y s se corten. Determina el punto de corte. (1’5 puntos)
b) Halla la ecuacién del plano que pasa por P(8, -7, 2) y contiene a la recta s. (1 punto)

Solucion
X=5+2A
Consideralasrectasr=x+1=y-a=2/(-1) y s=<y=-3
z=2 -A

(@)

Calcula a para que r y s se corten. Determina el punto de corte.

De la recta r un punto es A(-1, a, 0) y un vector director es u = (1, 1, -1).
De la recta s un punto es B(5, -3, 2) y un vector director es v =(2, 0, -1).

Como los vectores u = (1, 1, -1) y v = (2, 0, -1) no son proporcionales, las rectas ry s no son paralelas y
tenemos que estudiar el determinante det(AB, u, v). Si es cero se cortan y si es distinto de cero se cruzan



6 -3-a 2 10 -3-a 2|Adjuntos
Como AB = (6, -3-a, 2), resulta det(AB,u,v)=|1 1 -1C+2C,=|-1 1 -l tercera =

2 0 - o 0 - fila
=+(-1)-(10-3-a) =-7 +a.

Sia=7,det(AB,u,v)=0ylasrectas r y s se cortan.

Para calcular el punto de corte de r y s, ponemos ambas recta en paramétricas con parametro distinto e
igualamos: x = X, y =y, z = z para obtener los parametros y el punto.

Xx=-1+m Xx=5+2n
Tenemos en paramétricas r={y=7+m y s=:{y=-3 con m,n0R.
Z= -m z=2 -n

-1+m=5+2n
Igualando x = x,y =y, z=2, {7+m=-3 . De la segunda ecuacion m = -10, entrando en la tercera
-m=2-n
tenemos 10 = 2 — n, de donde n = -8. Comprobamos que verifica la primera -1 + (-10) = 5+ 2(-8).

El punto de corte de ry s para es M(-1 + (-10), 7 + (-10), -(-10)) = M(-11, -3, 10).
(b)

Halla la ecuacion del plano que pasa por P(8, -7, 2) y contiene a la recta s. (1 punto)

Para un plano necesitamos un punto, el P(8, -7, 2) y dos vectores independientes, elv = (2,0, -1) y el BP =
=(3,-4,0)

La ecuacioén general del plano pedida es det(PX, BP, v) = 0, siendo X(x, y, z) un punto genérico del plano.
Xx-8 y+7 z-2|Adjuntos

n=det(PX,BP,v)=0= | 2 0 -1| primera = (x-8)(0-4) - (y+7)(0+3) + (z-2)(-8-0) =
3 -4 0 fila

=-4x-3y-8z2+27=0=4x+3y+8z-27=0.

Ejercicio 8 Julio (mod 4) 2021 (Geometria)
Seaelplanom=x+y-z=2 ylarectar=x= Y-z.1.

a) Calcula, si existe, el punto de interseccioén de r y 1t (0’75 puntos)
b) Dado el punto Q(2, 6, 3), halla su simétrico respecto del plano 1t (1'75 puntos)
Solucion

Seaelplanom=x+y-z=2 ylarectarsx:%:z-l.

(@)

Calcula, si existe, el punto de interseccion de ry Tt

Ponemos la recta “r’ en forma vectorial con un pardmetro A, la sustituimos en el plano 1, obtenemos el valor
de A, y después el punto de interseccién P.

Larectar=x= % =z-1envectorialesr=(x,y, z) = (A, 3A, 1+A)

P es la interseccion de “r" y “1t". Sustituimos “r" en “1’" » (A) + (3A) - (1 + A) = 2, de donde 3A = 3, por tanto
A =1,y el punto de corte pedido es  P((1), 3(1), 1+(1) ) = P(1, 3, 2).
(b)

Halla el punto simétrico del punto Q(2, 6, 3) respecto del plano Tt

Calculamos la recta “s” perpendicular al plano “1” (Nos sirve como vector director de la recta u el vector
normal del plano n), que pasa por el punto Q.

Calculamos el punto M intercesion de la recta “s” con el plano “Tt".
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El punto M es el punto medio del segmento QQ’, siendo Q’ el punto simétrico buscado.

|

>

u
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M

|
|
|
|
|
'L

Q
Calculamos la recta “s”. Punto el Q(2, 6, 3), vector directoru =n = (1, 1, -1).

Ecuaciéon de “s” en vectorial s= (X, y,z)=(2+ A, 6 + A, 3-A)con A OR.
Punto M =r n 1t (punto de corte)

De (2 +A) + (6 +A) - (3- ) =2, obtenemos 3\ = -3, de donde A = -1, y el punto M es
M(2 + (-1)), 6 + (-1), 3 - (-1)) = M(1, 5, 4)

El punto M(1, 5, 3) es el punto medio del segmento QQ’, es decir (1, 5, 4) = ( (2+x)/2, (6+Y)/2, (3+2)/2).
De 1 = (2+x)/2, tenemos x = 0.
De 5 = (6+y)/2, tenemos y = 4.

De 4 = (3+2)/2 ,tenemos z=5

El punto simétrico pedido es Q'(x, y, z) = Q'(0, 4, 5).



