Ejercicio 1A Junio (mod 1) 2022 (Andlisis)
1 si x<-1
X

Considera la funcién continua f definida por f(x) = jax+b si -1<x<1,
2

Si x=>1
X+1

(a) Calculaay b. (1 punto)

(b) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1'5 puntos)
Solucion

(@)

Calculaayb.
Como la funcién es continua en R, en particular en continuaen x =-1y x = 1.

Como f(x) es continua en x = -1 tenemos f(-1) = Iirpl_f(x) = Iir:q f(x)
Iirn_f(x) = Iirpl_(llx) =1/(-1) =-1.
f(-1) = Iirn f(x) = Iir:q (ax+b) =-a+b

Igualando tenemos -1 =-a + b.

Como f(x) es continua en x = 1 tenemos f(1) = Iirrl1_f(x) = Iirrl1 f(x)

IirTll_f(x) = Iirr11_(ax +b) =a+bhb

(1) = fim f(x) = Iim[ X j: Y 1

-+ x+1) 1+1
Igualando tenemos 1/2 =a + b.
-a+b=-1
Resolvemos { tb=1/2 ° .Sumando 2b =-1/2, de donde b =-1/4; con lo cual a = 1/2 + 1/4 = 3/4.
at+b=
(b)

Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f.

Sabemos que la rama 1/x tiene una asintota vertical en x = 0, pero x = 0 no esta en el dominio x < -1.

1 . . - .
Como lim = =1/(-= ) =0, larectay = 0 es una asintota horizontal de 1/x en - oy la gréafica de 1/x esta

X — =00 ¥

por debajo de la asintota.

X - . . . .
Sabemos que la rama 1 definida en x = 1, tiene una asintota vertical en x = -1, pero x = -1 no esta en el
X +

dominio x = 1.

X . : s .
Como larama 1 es un cociente de funciones polindmicas con el numerador un grado mas que el deno-
X+

f(x)

minador, tenemos una asintota oblicuay =mx+nen+ o, con m=Ilim—= y n=lim(f(x) - mx).
X X — 00

X — 00
X)) . x? X2 N G
Tenemos m = lim Q: lim = lim — = lim — = lim (1) = 1.
Xt Y x_.+oo(X+ 1)X Xoto Yo X Xote X = +%0

2 2_ 2_ _ _
n=lim (F) -mx) = lim | =— - 1-x) | = lim | 222X = jim [ 22X | = him [ 2] = -1
X = +oo X — +00 X+l X - 400 X+1 X — +00 X+l X - +00 X

La asintota oblicuadefen+ cwesy=mx+n=x-1.

2

esta por encima de la asintota obli-

Como lim (f(x) - (mx +n)) = Iim( X
X — +00 X+l ¥ + 1

- (x- 1)] = 0+, larama X
Xx+1

cuay=x—-1en+ oo,



Ejercicio 2A Junio (mod 1) 2022 (Andlisis)
De entre todos los rectangulos con lados paralelos a los ejes de coordenadas, determina las dimensiones

de aquel de area maxima que puede inscribirse en la regién limitada por las graficas de las funciones f,
2 2
g:R-R, definidas por f(x) =4 - X? y g(x) = % -2,

Solucién
2

La gréfica f(x) =4 - X?es la de una parabola de la forma (n), pues el nUmero que multiplica a x?> es negati-
Vo, con abscisa del vértice en la solucién de f ‘(x) = 0 = -2x/3, de donde x = 0 y el vértice es V(0, 4). Corta al
eje OX en x = +V(12) (soluciones de 4-x2/3=0 - x2=12).

2

La gréafica de g(x) = % - 2 es la de una parabola con las ramas hacia arriba O (el n® que multiplica a x? es

positivo), con abscisa del vértice en el nUmero que anula la 12 derivada, es decir g'(x) = 2x/6 = 0, de donde
x =0y el vértice es V’(0, -2). Corta al eje OX en x = +V12 (soluciones de x2/6 - 2=0 - x2=12).

Cortes entre ellas: Vemos gue se cortan en el eje de abscisas en x = +V(12).

Un esbozo de las parabolas y del rectdngulo es:

f(x)

g(x)

Observando la figura el rectangulo tiene de base a=x+x=2xydealturab =y1-y2=
= (4 - x2/3) + (x2/6 - 2) = 2 - x?/6.

Funcion a optimizar: A(x) = Area = (base)- (altura) =(2x)-(2 — x2/6) = 4x — x3/3.

Optimizamos: A ‘(x) =4 — x2 =0, de donde x2 =4 - x = 2 (la solucién negativa x = -2, no sirve pues “x” es
una longitud)
Como A “"(x) =-2xy A"(2) =-2(2) = -4 < 0, x = 2 es un maximo relativo

Como la abscisa es x = 2, la ordenada yi1(2) = (4 — 4/3) = 8/3 e y2(2) = (4/6 — 2) = - 4/3, pero tiene que ser
positiva 4/3 porque es una longitud.

Las dimensiones del rectangulo son: base =  2(2) = 2:2=4 uly altura = y1(2) + |y2(2)| = 8/3 + (-4/3)/6 ul
= 12/3ut= 4 u?

El area maximaes A= (4 u')-(4ul)=16u2

Ejercicio 3A Junio (mod 1) 2022 (Andlisis)
2x+4 si x<0
(x-2?% si x20°
(a) Calcula los puntos de corte de la gréfica de f con el eje de abscisas y esboza la gréfica de la funcién.
Eé)pliljgltlz)el area del recinto limitado por la gréafica de f y por el eje de abscisas. (1'5 puntos)
Solucion

Sea la funcion f definida por f(x) = {



(a) Calcula los puntos de corte de la gréafica de f con el eje de abscisas y esboza la gréfica de la funcién.

Six<0,f(x) =2x + 4.
Def(x)=0 - 2x +4 =0 luego x = -2 y el punto es (-2, 0).
Su gréfica es una recta que pasa por (-2, 0) y (0, 4).

Six =0, f(x) = (x — 2)2

Def(x)=0 - x-4=0Iluego x =2 (doble) y el punto es (2, 0)

Su gréfica es un trozo de parabola con las ramas hacia arriba O (el n® que multiplica a x? es positivo), con
abscisa del vértice en el nimero que anula la 12 derivada, es decir f '(x) =2(x —2) =0, de donde x = 2 y el
vértice es V(2, 0). Pasa por los puntos (0, 4) y (4, 4).

Con todo lo anterior un esbozo de la grafica es:

(b)

Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y por el eje de abscisas.

Vemos que el area es la de un tridngulo rectangulo (entre -2 y 0) mas la de un trozo de parabola (entre O y
2)

El area pedida es (1/2)-(base)-(altura) + .[Oz(x -2)?dx = (1/2)-(2)-(4) + {%} =4+ (0-(-2%3u?=

=20/3u? 0666667 u?.

Ejercicio 4A Junio (mod 1) 2022 (Andlisis)
3
Considera la funcion f definida por f(x) = ﬁ para x # 1. Halla una primitiva de f que pase por el pun-
X2- 2X

to (2, 6).
Solucion
Calculamos primero la integral indefinida.

Como el numerador es de grado mayor o igual que el denominador tengo que realizar la division entera
primero:

x3 X2-2x+1

-X3 + 2x2 - X X+2
2X2 - X
-2x2 +4x - 2
3x 2
Resto 3x-2 x?
F(X dx Cociente)dx + dx X+2)dX+ | ——dx=|— +2x | +1
0= [ =] Jax-+ [ = J()jxﬂ(zj.
_ ¢ (Bx-2)-dx _ (3x-2)-dx
I_Ix2-2x+1_j 1y ={Una raiz doble (+1)} = J—dxj dx A-ln|x+1] -—+K {++} =
1
++}= 3:Infx - 1 - +K
(o= e 11

{++} Calculamos Ay B



3x-2 __A . B :A(x—1)+B
(x-1 x-1 (x-1) (x-1)°
Igualando numeradores:

3x -2 =A(x - 1) + B. Sustituimos “x” por el valor de las raices del denominador, y le damos otro valor.

Parax=1,1=B - B=1.
Tomox=0,-2=A(-1))+(1) - A=2+1=3.

Un primitivade fes F(x) = x 22 +2x+1=x2%2+2x + 3-In|x - 1| - 1/(x - 1) + K.
La primitiva que pasa por el punto (2, 6) verifica F(2) = 6.

DeF(2)=6 - 6=(2242+2(2)+3:In|(2)-1|+1/(2-1)+K=2+4+3-0-1+K=5+K, de donde resulta
gue K=6-5= 1y laprimitiva pedida es: F(x) = x%/2 + 3x + 3:In|x - 1| - 1/(x - 1) + 1.

Ejercicio 5B Junio (mod 1) 2022 (Algebra)
X-y+mz =-3
Considera el sistema: <-mx+3y-z=1 .
X-4y+mz =-6

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1’75 puntos)
b) Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible. (0’75 puntos)

Solucion
X-y+mz =-3
Considera el sistema: <-mx+3y-z=1 .
X-4y+mz =-6
(a)
Discute el sistema segun los valores de m.
1 -1 m 1 -1 m -3
Sean A=|-m 3 -1| y A*=|-m 3 -1 1 | lamatrizde los coeficientes y la matriz ampliada.
1 4 m 1 -4 m -6

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes para ver para que valores de m hace cero dicho
determinante.
1 -1 m 1 -1 m|Adjuntos
[Al=|-m 3 - =-m 3 -1 tercera = -(-3)-(-1 + m?) = 3:(-1 + m?)-
1 -4 mR-F |0 -3 0] fila
Si|A| =0, tenemos (-1 + m?) =0, de donde m?2 =1y m = 1.
Sim#-1ym #1, |A] #0luego rango (A) = rango(A ") = 3 = n° de incégnitas, y por el Teorema de Rou-

che el sistema es compatible y determinado y tiene solucién nica

1 -1 -1 1 -1 -1 -3
Sim=-1,tenemos A=|1 3 -1| y A*=|1 3 -1 1
1 -4 -1 1 -4 -1 -6

En A como

]_ -
=3+1=4#£0,rango(A) = 2.
1 3]‘ go(A)

1 -1 -3 1 -1 -3
EnA*como 1 3 1|R-F=|0 4 4| =0, portener dos filas proporcionales, rango(A*) = 2.
1 -4 -6|F-F [0 -3 -3

Como rango(A) = rango(A*) = 2 < numero de incognitas , por el Teorema de Rouche, el sistema es com-
patible e indeterminado y tiene infinitas soluciones , (méas de una).



1 -1 1 1 -1 1 -3 1 -1 m 1 -1 m -3
Sim=1,tenemos A=|-1 3 -1l y A* =|-1 3 -1 1|.A=|-m 3 -1y A*=|-m 3 -1 1
1 4 1 1 4 1 -6 1 -4 m 1 -4 m -6

En A como 3]‘ =3-1=2#0, rango(A) = 2.

1 -1 -3 1 -1 -3| Ajuntos
EnA*como -1 3 1|R+F=|0 2 -2|primera =1-(-6-6) =-12# 0, rango(A*) = 3.
1 -4 -6/F-F |0 -3 -3jcolumna

Como rango(A) = 2 # 3 =rango(A*) , por el Teorema de Rouche, el sistema es incompatible y no tiene
solucion.

(b)

Para m = 2 resuelve el sistema, si es posible.

Hemos visto en el apartado (a) que param = 2 (m # +1), teniamos rango (A) = rango(A ) =3 =n°de in-
cognitas, y por el Teorema de Rouche el sistema es compatible y determinado y tiene solucién Unica

Lo resolvemos por Gauss:

X-y+2z =-3 X-y+2z =-3
Tenemos 1-2x+3y-1z=1 (E,+2E,)=4 +y+3z=-5 ,dedondey=1,3z=-5-1=-6 -~ z=-2,yde
X-4y+2z =-6 (E;-E)) -3y+0 =-3

Xx-1-4=-3 - x=2,luego la Unica solucién del sistema param =2 es: (X, Y, z) = (2, 1, -2).

Ejercicio 6B Junio (mod 1) 2022 (Algebra)

m Jm m
Consideralamatriz A=|~m m 1 |, donde m=>0.
\/E 1 m

a) ¢ Para qué valores de m tiene inversa la matriz A. (1’ puntos
b) Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuacion matricial A-X = 12-1, donde | es la matriz identidad de or-
den 3. (1'5 puntos)

Solucion
m vm Jm
Considera la matriz A=|vm m 1 |,dondem=0.
Jm 1 m
(a)
¢ Para qué valores de m tiene inversa la matriz A.
m m Jm| Wmim Jm Jmlsaco de Jm 1 1| sacode 11 1
IAEm  m 1= ¥m m 1 [la 12 fila=/m{/m m 1|la 12 columna=/m~/m{l m 1
Jm 1 m Jm 1 m| Jm Jm 1 m Jm 11 m
11 1 11 1 1 1 1

=m{l m 1RKR-E=m{l m LUE-E=m{0 m-1 0| =m-(m-1)-(m-1) =m-(m -1}
1 1 mFk-R 1 1 mFk-R 0 0 m-

Tenemos quesim=0ym=1, |JA] =0y A no tiene inversa.

. e Adj(A)
Sim#0ym #1,|A| #0y lamatriz Atiene inversa A 1= |f§| ) .
(b)
Para m = 4 resuelve, si es posible, la ecuacién matricial A-X = 12:1, donde | es la matriz identidad de orden
3.




4 Ja Ja) 4 2 2 4 2 2
Param=4, A=|\J4 4 1 |=[2 4 1|, |A|=4-(4-1)-(4-1)=36,A'=|2 4 1],
Ja 1 4 2 1 4 2 1 4
15 -6 -6 . 15 -6 -6
AdiAd= | -6 12 0 | a= AAAY 1 F 6 45 g
6 0 12 |A| 36 -6 0 12

Multiplicando la expresion A-X = 121, por la izquierda, por la matriz A? - AT A-X = AL 121 -
- 1 X=12-At1 o X=12-AL.

15 -6 -6 15 -6 -6 5 -2 -2
Por tanto X = 12-Al= 12-i- 6 12 0 -1 6 12 0|9-2 4 0].

-6 0 12 6 0 12) (-2 0 4

Ejercicio 7 Junio (mod 1) 2022 (Geometria)
Considera los vectores u = (-1, 2, 3) yv = (2, 0, -1), asi como el punto A(-4, 4, 7).
a) Calcula a y b para que el vector w = (1, a, b) sea ortogonal a u y v. (0’75 puntos)
b) Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de u y v, y que
tiene el vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen de coordenadas. (1'75 puntos)
Solucién
Considera los vectores u = (-1, 2, 3) y v = (2, 0, -1), asi como el punto A(-4, 4, 7).

g{?\lcula ay b para que el vector w = (1, a, b) sea ortogonal a u y v.
Siw es ortogonal a u y v, el producto escalar de w con u y v es cero.
Deweu=0=(1,a,b)(-1,2,3)=-1+2a+3b=0.
Dewev=0=(1,4a,b)(2,0,-1)=2+0-b=0, de donde b = 2.
I(_gj)ego de-1+2a+3(2)=0 - 2a=-5, de donde a = -5/2.

Resuelto por D. Joaquin Gonzéalez Giraldez, Profesor  del Colegio Salesiano San Pedro de Sevilla

Determina los cuatro vértices de un paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de u y v, y que tiene
el vector OA como una de sus diagonales, siendo O el origen de coordenadas.

Un pequefio dibujo nos ayudara

Recta s

Rectar

O i //—v e
Dos vértices del paralelogramo son O(0 0, 0) y A(-4, 4, 7).

El punto medio de la diagonal OA es M(-4/2, 4/2, 7/2) = M(-2, 2, 7/2) .

Formamos las rectar “r’ que tiene punto O(0, 0, 0) y vectorv v= (2, 0, -1), y la recta “s” que pasa por el punto
A(-4, 4, 7) y vector diretor u = (-1, 2, 3).

El corte de las rectas r y s es el vértice C.

Tenemosr=(X,y,2)=(2t,0,-t)contOR. Larectasr = (X, Y, z) = (-4-m, 4+2m, 7+3m) con m 0O R.



2t=-4-m

Igualamos miembro a miembro (X =X,y=y,z2=2) - <0 =4 +2m . Tenemos 0 =4 + 2m luego m = -2.
-t=7+3m

Entrando en la tercera - -t =7 + 3(-2) = 1, de donde t = -1, que verifican la primera ecuacion.

El punto C(x, y, z) es C(-2, 0, 1) que es otro vértice.
Para calcular el vértice B tenemos en cuenta que el punto M es el punto medio del segmento BC.

De M(-2, 2, 7/2) = ( (-2+x)/2, (0+y)/2, (1+Z2)/2), de donde x = -4+2 = -2, y=4 y z=7-1 = 6, por tanto el vértice
B es B(X, Y, z) = B(-2, 4, 6).

Los vértices son O(0 0, 0), A(-4, 4, 7), C(-2,0, 1) y C(-2, 0, 1).

Ejercicio 8 Junio (mod 1) 2022 (Geometria)

Consideralarectar=x-2= ll = 271 asi como la resta s determinada por el punto P(1, 2, 3) y el vector
directorv = (1 + a, -a, 3a).
a) Calcula a para que las rectas r y s se corten. (1’5 puntos)

b) Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares. (1 punto)
Solucion

Consideralarectar=x-2= ll = 271 asi como la resta s determinada por el punto P(1, 2, 3) y el vector

director v = (1 + a, -a, 3a).

(C?;Icula a para que las rectas r y s se corten.

De larecta r un punto es A(2, 0, 1) y un vector director es u = (1, -1, 2).

De larecta s un punto es P(1, 2, 3) y un vector director es v = (1 + a, -a, 3a).

Como los vectoresu =(1,-1,2) y v=(1+ a, -a, 3a) no son proporcionales (vemos que —a/-1 # 3a/2), las

rectas r y s no son paralelas ytenemos que estudiar el determinante det(AP, u, v). Si es cero se cortan y
si es distinto de cero se cruzan

102 2 -1 1 2|Adjuntos
Como AP = (-1, 2, 2), resulta det(AP,u,v)=| 1 -1 2|C,+C,=| 1 0 2|segunda =
l1+a -a 3a 1+a 1 3a] fila

=-(1)-Ba-2)—-2-(-1-1-a)=6-a.

Sia =6, det(AP,u,v) =0y lasrectas r y s se cortan.
Sia # 6, det(AP,u,v)#0ylasrectas r y s se cruzan.
(b)

Calcula a para que las rectas r y s sean perpendiculares.

Las rectas r y s son perpendiculares si lo son sus vectores directores u y v, es decir si su producto escalar
es cero.

rds -~ ulv - uev=0=(1,-1, 2)*(1+a, -a, 3a) =1 + 8a = 0, de donde a = -1/8 para que las rectas sean
perpendiculares.



