Matematicas Il EVAU - junio 2022

A.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del pardmetro real m:
x—2my+z=1
mx+2y—z=-1
x—y+z=1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcion de los valores de m.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m = %

a)
Para discutir el sistema en funcién de los valores de m, hay que estudiar el rango de la matriz Ay

el rango de la matriz ampliada (A*)
1 —2m 1
A= (m 2 —1)
1 -1 1

1 -2m 1|1
A"=|m 2 1|1
1

1 -1 1

Se calcula el determinante de Ay se iguala a O.

1 —2m 1 "
m 2 —1=0—>2m2+m—1=0—>m=§;m:—1
1 -1 1

Param # % ym # —1, el rango de la matriz A es 3. El rango de A* también es 3 ya que esta contiene

a A. Luego, para estos valores de m, segun el teorema de Rouche-Frobenius, el sistema es
compatible determinado.

Para m = % ym = —1, el rango de la matriz A es 2 ya que existe un determinante de orden 2
distinto de O.

2 -1_, 4 _
L1 1|_2 1=1
Ahora, hay que comprobar cual es el rango de la matriz ampliada. Si se sustituye m = % en A%, no

se encuentra ningun determinante de orden 3 distinto de O, luego el rango de A* es 2 para ese
valor. Si se sustituye m = —1 en A*, no se encuentra ningun determinante de orden 3 distinto de
0, luego el rango de A* es 2 para ese valor.

Para m = % ym = —1, el rango de A es 2, al igual que el rango de A*. Como el sistema tiene 3

incognitas, para estos valores de m, segun el teorema de Rouche-Frobenius, el sistema en
compatible indeterminado.
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b)
Resolviendo por el método de Gauss, se tiene:

1 -1 1)1 1 -1 1
(1/2 2 —1—1)=<0 5/2 —3/2

2 2
1 s 57
—3/2 | - Sol: _§+ 1
1 -1 111 0 0 0

0

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

3a—1/%% ;i
Sea la funcién f(x) = {X et/ S1X #0
O0six=0

a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = O.

b) (0.5 puntos) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.
c) (1 punto) Calcule la siguiente integral: flzf)((—?

a)
Continuidad:

o . . — 2 . . .« e .
El dominio de la funcion x3e~1/*"es R, funcién que es continua en todo su dominio. Hay que estudiar la
continuidad en el punto de cambio de la funcién, que es x=0.

1
limx3e X2 =0
x—-0

f(0)=0
lin% f(x) = f(0) — f(x) es continua en x=0
X—

La funcion f(x) es continua en R.

Derivabilidad
La funcién x3e~1/%*es derivable en R. Hay que estudiar la continuidad de la funcién en x=0.

1
lim f'(x) = lim 4x%e x2 = 0
X—0 X—0

La funcion f(x) es derivable en R

b)

flx) = x3e_><lz
__1 1
f(=x)= (-x)%e (¥° = —x3e ¥ = —f(x)

La funcién presenta una simetria impar

c)
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1

e x2

dx se resuelve con un cambio de variable

La integral

_X
<3

1 x3
t=——2;dt=—3dx;dx=—dt
X X
_1
e x2 et x3 1, .
_fX?’ X f—37dt=§f€ dt =—e +C

Sustituyendo, queda:

A.3. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Con un dispositivo laser situado en el punto P(1,1,1) se ha podido seguir la trayectoria de una particula que
se desplaza sobre la recta de ecuaciones r = {ZX —y=10

x—z=-90
a) (0.5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicion de la particula cuando su trayectoria
incide con el plano z= 0.
b) (1.25 puntos) Calcule la posicion mas préxima de la particula al dispositivo laser.
c) (0.75 puntos) Determine el angulo entre el plano de ecuacion x +y =2 y larectar.

a)
Vector director de r:
Pasar a ecuaciones paramétricas

X=2A
r: {y = —10 + 21
z=90+2A
Un vector de r puede ser u, = (1,2,1)

Posicién de la particula
La posicidn serd el punto de interseccién entre la recta r y el plano z=0. Sustituyendo z=0 en r, se obtiene
dicho punto.

[ =(-90,—-190,0)
b)
Hay que calcular la distancia entre el punto P, que es donde esta el laser, al punto mas cercano de este, que
es desconocido. Planteamos este como el punto Q(x, 2x — 10, x + 90), que es cualquier punto de la rectar.

Como piden la posicién mas proxima, se estan refiriendo a la distancia minima. Por tanto, hay que plantear
una funcioén, derivarla e igualarla a O. La funcién sera la distancia entre los puntos Py Q.

fx) = \/(1 —x)2+ (11 -2x)?2+ (—x —89)? = \/6x2 + 132x + 8043
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) 1 12x + 132
f&x)=5

2 \6x? +132x + 8043
Se comprueba que x=-11 es un minimo relativo.

f'(-12) <0;f(10) >0

-x=-11

En el punto x=-11 hay un minimo.

Por tanto, sustituyendo x=-11 en el punto Q, se obtiene la posicién buscada.
Q(—11,-32,79)

A.4. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Segln el Instituto Nacional de Estadistica, durante el ultimo trimestre de 2020, el porcentaje de mujeres
gue pertenecia al conjunto de Consejos de Administracion de las empresas que componen el Ibex-35 fue
del 27.7%.

Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) (0.75 puntos) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.

b) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

¢) (1 punto) Determine, aproximando mediante una distribuciéon normal, la probabilidad de que en
un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de
representacion femenina.

a)
En este apartado se plantea una distribucién binomial con n= 10 y probabilidad de éxito p=0,277.

P(X =5) = (150) 0,2775.0,723°5 = 0,08112 = 8,112%
b)
— —_ — 10 10 0 —
PX>1)=1-PX=0)=1- ( 0 )0,277 .0,723° ~ 0,9999 = 99,99%
c)

Se aproxima la distribuciéon binominal a una distribucién normal
X~N(200-0,277;,/200- 0,277 - 0,723)
X~N(55,4; 6,329)
P(X =200-0,35) = P(X = 70)

Aplicando la correccion de continuidad de Yates y redondeando por exceso, queda:
69,5 — 55,4

> = >
P(X = 69,5) P(z >

) = P(Z>223)=1- P(Z<223)=1-0,9871=0,0129
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 euros de forma directamente
proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres ainos al doble de la
edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 anos. Sabiendo que en el reparto del
premio Pablo recibe 420 euros mas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe

cada uno por el premio.

El sistema de ecuaciones lineales que se obtiene de la informacién dada en el enunciado es:
x+y—2z=3
{ x+y+z=45
9450x — 9450z = 18900

x =16
Sol: (y = 15)
z=14

Por lo tanto, Pablo tiene 16 anos, Alejandro tiene 15 afnos y Alicia tiene 14 anos.
A Pablo le tocan 3360 euros; a Alejandro, 3150, y a Alicia, 2940.

El resultado del sistema anterior es:

B.2. Calificaciéon maxima: 2.5 puntos.

X

Sea la funcion fix) = ——

a) (0.5 puntos) Compruebe si f(x) verifica las hipdtesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [-1,1].

b) (1 punto) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.

c) (1 punto) Determine el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x) y el eje OX en el

intervalo [-1,1].

a) La funcidn f(x) es continuaen Ry f(—1) < 0y f(1) > 0, por lo tanto, debe existir un punto c €

(-11): f(c)=0
b)
, —x%?+1
fx)= —(x2+1)2=0—>x=1;x=—1
f'(=2) <0; f(0) > 0 - Minimo relativo en x=-1
f(0) > 0; f(2) < 0 » Maximo relativo en x=1
c)
T x 1t 2x 1 5 L 1 5
f_lxz n 1dx =§f_1x2 n 1dx =Eln|x +1]|1%, ZE(an +1In2)=In2 uds
B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
x=1+21
Seanelplanon=x+y+z=1,larectar, = {y =1—- 1, A€ Ryelpunto P (0,1,0)
z=-1
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a) (0.5 puntos) Verifique que la recta r1 estd contenida en el plano 1ty que el punto P pertenece al
mismo plano.

b) (0.75 puntos) Halle una ecuacion de la recta contenida en el plano m que pase por P y sea
perpendicular a r1.

¢) (1.25 puntos) Calcule una ecuacién de la recta, r2, que pase por P y sea paralela a ri. Halle el area
de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r1 y r2.

a)
El punto P pertenece al plano 1t ya que sustituyendo en la ecuacién del plano el punto P, se obtiene una
igualdad correcta
Para comprobar si la recta r: estd contenida en el plano m, se realiza el mismo procedimiento: se sustituyen
las coordenadas de las ecuaciones paramétricas de r1 en la ecuacién del plano. Se obtiene una igualdad
correcta.

b)
Como la recta debe estar contenida en el plano, su vector director sera perpendicular al vector normal del
plano. También debe ser perpendicular a la recta ri. Basta con hacer el producto vectorial con el vector
normal del plano y el vector director de r: para obtener el vector director de la recta que piden hallar.

n=(111)
u; = (1,-1,0)

V= [Rx] = (11,-2)

Como la recta debe pasar por el punto P, se pueden plantear ya las ecuaciones paramétricas.

X=A
s=jy=1+A
zZ = —2A

0
Como r1y r2 deben ser paralelas:
u; = uz = (1,-1,0)

Ademas, r2 pasa por el punto P, por lo tanto:

X=A
I‘ZE y=1_l

z=20

Para calcular el area de un cuadrado con cara en r1 y rz2, hay que tener en cuenta que la recta s del apartado
anterior es perpendicular a ambas rectas y que el punto de interseccion entre s y r2 es P. Para calcular el
area del cuadrado basta con conocer un lado, este sera el médulo del vector que una el punto P con el punto
de interseccién entreri y s.

Se calcula el punto de interseccion entre r1 y s. Para ello se sustituyen las coordenadas de una de las rectas
en la otra.
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1
1-A=1+p - 2—>1(—,—,—1)
1=-2p =1 22
2
Con el punto de interseccion ya se puede obtener el area.

a= [Pl = (21| = 15w

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco, se toma, al
azar, un panuelo de un cajén que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y negros. Si el

sombrero es negro, se elige, al azar, un pafuelo de otro cajén que contiene 2 pafiuelos blancos, 4 negros y
4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algliin color que no sea el del
sombrero.

b) (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o
panuelo) aparezca el color negro.

¢) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo
ha sido de cuadros.

a)
22 11
P(B;NN,UN;NB,) = P(B;).P(N,|B;) + P(N;).P(B,|N;) = § . 6 + 6 . g = 10,2148
b)
P(B1).P(N;|B1) + P(By).P(Cz|By) + P(Ny).P(B;|Ny) + P(Ny). P(N;|Ny) + P(Nq). P(C;|Ny)
= 0,851
c)

P(N,|C3) = P(Ny). P(B;|N,)/P(C3) = 0,27
P(C,) = P(N,).P(C,IN,) + P(By).P(C,|B,) = 0,5037
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