Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad. JUNIO 1998.
Matemadticas I1.

OPCION A

x+(@’ -1)y+az=1
1. Discutir el sistema {(a’—1)y+(a—1)z=0 segin sea el valor del parametro @ [1,5 puntos]. Hallar, si existe, la
2
x+a°z=0

solucion del mismo cuando @ =0 [1 punto]

SOLUCION.
1 a°-1 a |1
Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, B, son: |0 a’-1 a-1 |0
1 0 a’ |0

Estudiemos el rango de la matriz de los coeficientes seglin los valores de a:

1 a°—-1 a
0 a°-1 a-1 =a2(a+l)(a—l)+(a+l)(a—l)2—a(a+l)(a—l)=(a+l)(a—l)[a2+a—l—a}=
1 0 a’

=)D -1)=("-1) =0 = a=-1, 2=

XParaa#-1ya=#l: rgA=rgB=3=n° deincégnitas = el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.

1 0 —-1|1
X Para a=-1: las matrices de los coeficientes y ampliadason |0 0 -2 | 0
1 0 110

Puesto que el menor

‘ =14+1=2#0 = rgA =2.O0rlamos este menor con los términos independientes:

1 -1 1
0 -2 0{=2#0 = rgB=3.Portanto: rgA#rgB = elsistemaes INCOMPATIBLE.
1 1 0

—_—

X Para a=1: las matrices de los coeficientes y ampliada son | 0

—
oS o O
_—0
[ R

Es evidente que rg A =1 y puesto que el menor de la matriz ampliada

1
O‘z—l;ﬁO = rgB=2 =

= rgA#rgB = elsistema es INCOMPATIBLE

X—y =1

X Para a =0 el sistema es -y—z=0 compatible determinado de soluciones: | x=0, y=-1, z=1
X =0




0 six £-1
2. Dada la funcién fdefinida por f(x)=< ax’+bx si -1 < x < 2 se pide:
Ilx-16 si2 < x
a) Hallar a y b para que la funcion sea continua en todo x real [0,5 puntos]

b) Analizar su derivabilidad [1 punto]
¢) Representacion grafica [1 punto]

SOLUCION.

a) Puesto que en los tres intervalos de definicion la funcion es polindémica, es continua. Los nicos puntos de posible
discontinuidad son x =-1 y x=2.

X Para que la funcion sea continua en x =—1:
lim f(x)= lim f(x) < lim0=1lim (ax’+bx) < 0=-a-b (¥
x—>-1"

x——1" x—-1 x—-1

X Para que la funcion sea continua en x =2:
lim f(x)=lim f(x) < lirr% (ax3+bx):lim (11x-16) < 8a+2b=6 < 4a+b=3 (%)
x—2" x—2" X—>

x—2

—-a-b=0
De las igualdades (*): = 3a=3 = |a=1, b=-1
4a+b=3
0 six <-1 0 six<-1

b) Setiene: f(x)={x’-x si-1<x<2 = f'(x)=13x*-1 si —1<x<?2
11x-16 si2 < x 11 si2<x

f'(x) existe para Vx € (—0,—1)U(-1,2)U(2,+). Veamos si la funcion es derivableen x =-1 y x =2:

f'(-1")=0
X x=-1: ( = f'(—lf);tf'(—ﬁ) = la funcion no es derivable en x = —1
£1(-17)=2
f(27)=11

X x=2: = f'(2’)zf'(2*) = la funcidn es derivable en x =2

¢) X La funcion definida en (—oo , —1] , f(x) =0, tiene como grafica el eje de abscisas.

X La funcion definida en (—1 , 2) ,fx)=x"-x:

- Corta al eje de abscisas en los puntos: x*—x=0 < x(x+1)(x-1)=0 = x=0, x=-1, x=1

243

A3
-f'(x)=3x"-1=0 = X=iT' +0,58 (puntos criticos)
, Jz(—o,ss . 0,38)

3 3
f" [—g} <0 = Enx= —g tiene un maximo relativo : (— 9

f [@J >0 = Enx= g tiene un minimo relativo : [@ , —?J ~(0,58 , —0,38)

-f"x)=6x=0 = x=0ycomof"(x)=6#0 = En (0 , 0) tiene un punto de inflexion

“[5

f'(x)=6x =

X La funcion definida en [2,+o0), f(x)=11x—16, es una recta que pasa por los puntos: (2,6) y (3,17).

La grafica de la funcion es:
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3. Un campo de atletismo de 400 metros de perimetro consiste en un rectangulo con un semicirculo en cada uno de dos
lados opuestos. Hallar las dimensiones del campo para que el area de la parte rectangular sea lo mayor posible [2,5
puntos].

SOLUCION.

Sean x e y los lados del rectangulo. El area del rectangulo
debe ser maxima:

y S=x-y — maxima (1)

Como el perimetro de la pista debe ser de 400 metros:

X
P=2x+,Z7t%=400 o yo200-x
T
Sustituyendo en (1): s:x-wzl-(moX—zxz) =X s':l-(400—4x):0 = x=100
T T

ycomo S"= -(—4) <0 = x =100 hace maxima la superficie del rectangulo . Las dimensiones son por tanto:

ENES

x=100m , y:@; 63,66 m
T




4. Hallar el punto simétrico del punto A (!1,3,3) respecto al plano © de ecuacidon general x +y—2z=5. [2,5
puntos]

SOLUCION.

Calculemos la ecuacion de la recta perpendicular al plano n que pasa por el punto A. Esta determinada por el punto A 'y

x=—1+t
un vector normal al plano, h= (1 ,1, - 2) : y=3+t essuecuacion en paramétricas. Calculemos las coordenadas
z=3-2t
9 3
del punto P de corte de larecta y el plano: ~ —1+t+3+t-2(3-2t)=5 = 6t=9 = t:g:E =
3 1 3 6 1
= x:—1+—:—,y:3+—:2,Z:3——=O = P —,2,0
2 2 2 2 2 22

El punto P es el punto medio del segmento de extremos A y su simétrico A’:

l=—1+x = x=2 ; 2=— = y=6 ; 0
2 2 2

_3+z

= z=-3 ypor tanto: A’(2,6,—3)

OPCION B

1 0

1 . -
T verifique que su traspuesta A' coincide con su
2

0

. . 1
1. Determinar a, b y ¢ para que la matriz A =| 0 T
2
b c

a

inversa A" [1,5 puntos]. Calcular en todos esos casos la matriz A* [1 punto].
SOLUCION.

Calculemos las matrices traspuesta e inversa de A:

1 0 a 1 0 0
1 1 1 c b c-b
A'=l0 — b Al=l0 = —|=F-—="X
g AN E EEE R
0 L N a b C
J2
c-b
0 0
10 0 1 0 a J2 aai () 1 0 0
| 1o~ | aaa) g | E a 42 |
A=|0 E E —> 0 ﬁ b —> ﬁ C —ﬁ —> A= b —b _C_b
a b ¢ 0 a1 _a by2 1
ﬁ ¢ _ﬁ B ﬁ c-b c-b c¢-b
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-1

A'=A"7 &

0 a
1
— b
2
1
— ¢

e

Al igualar los términos az;:

1 0 0
2
= a C\/7 _ = a=0,b=—
c—b c—b c—b
B _bﬁ 1
c—b c-b c¢c-b
1 5 1 1
c=— = 2¢°=1 = c¢=*+— , b=m—_. Para los valores encontrados de los
2c \/E \/E

parametros se debe comprobar que los restantes elementos de ambas matrices son también iguales.

Por tanto: a=0, b=
1 0
X Setiene: A=|0 p
' 2
0o L
2
1
En el primer caso: A’ =|0
0
En el segundo caso:
1 0 0 1
1 1
AP=|0 — — 0
V2o 2
1 1
0 —— — 0
22

1 0 0
1 1
A=|0 — —
V22

o - L
J2 2

1(1) (1) 1 00 1 00
J0 — — =01 0| = A*=(01 0

22 00 1 00 1
o L _ 1

J2o 2
1 0 0 1 0 0(1 0 0 (1 0 O
=001:>A4—(A2)2—001-001=0—10
0 -1 0 0 -1 0/lo -1 0) (0 0o -1

2. Un jardinero dispone de 120 metros de valla y desea delimitar un terreno rectangular y dividirlo en cinco lotes con

vallas paralelas a uno de los lados del rectangulo. ;Qué dimensiones debe tener el terreno para que el area sea la mayor
posible? [2,5 puntos]

SOLUCION.

Sean x e y los lados del rectangulo (ver figura).
Puesto que dispone de 120 metros de valla:

2y+6x=120 = y+3x=60 = y=60-3x

El 4rea del terreno debe ser méxima: S=x-y = 60x —3x’



S'=60-6x=0 = x=10 ycomo S"=-6<0 = x=10 hace maxima el area del terreno. Sus dimensiones

seran entonces: x=10m, y=30m

3. Dibujar el recinto limitado por la curva y = x €%, el eje OX y la recta paralela al eje OY que pasa por el punto donde
la curva tiene su minimo relativo [1 punto]. Hallar el area de dicho recinto [1,5 puntos].

SOLUCION.

X - Puntos de corte de la funcion con el eje OX: xe* =0 = x=0 puese” #0 Vx. Por lo tanto el tinico punto
de corte con los ejes es el origen de coordenadas.

- Puntos de maximo y de minimo: y'=e* +xe* =¢” (l+x):0 = x=-1 (punto critico)
y'=e* (1+x)+e* =¢" (2+x) ; y"(-)>0 = minimo: (-1,-0,37)

Puesto que la funcion es continua, en (—oo ,—1) la funcién es decreciente y en (—1 ,+ oo) es creciente.

u=x = du=dx

X S:‘J:O1 xe" dx

dv=e"dx = v=e¢*

[Xe" —jex dx ]i

=‘ [ xe* —e’ lol ‘z‘ —1+g

4. Nos dan los vectores a=(1,0,!1), b=(0,2,!1) y ¢=(2,0,0), hallar:
i) Valor absoluto del producto mixto de a, b y ¢ y dar su significado geométrico. [1 punto]
ii) Angulo que formanbyc. [0,5 puntos]
iii) Razonar si (a,b,c) forman base y, en caso afirmativo, hallar las coordenadas de (1,!2,0) en dicha base. [l

punto]
SOLUCION.
1 0 -1
1) [a,b,c]z 0 2 -1|=4.
2 0 0

Significado geométrico: el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son a, by ¢ es de 4 u’.

ii) Sea a el angulo que forman los vectores b y c. Se tiene: cosa = =~ = =0 = a=90°

iii) Puesto que su producto mixto es distinto de 0, los vectores son linealmente independientes y por tanto forman una
base del espacio vectorial tridimensional.

Sean (t, ,t,,t;) las coordenadas del vector (1,—-2,0) respecto alabase (a,b,c):
(1,-2,0)=t,(1,0,-1)+t, (0,2, -1)+1t,(2,0,0)=(t, +2t,, 2t, , —t, —t,) = 2, =2 =

= t,=-1,t=1,t=0 yportantoes: (I,-1,0)

6





