Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad.
Matemadticas I1.

Septiembre 2001

OPCION A

X+2y+z=a
1. Dado el sistema de ecuaciones dependiente del parametro a: {X+y—az=a , sepide:
2x +3y+z=a

1) Discusion del mismo en funcion del parametro a. [1 punto]
2) Resolucion en los casos de compatibilidad. [1,5 puntos]

SOLUCION.

1 2
1) Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, M, son: 1 1 —ala
23

Como el menor

‘ =—1%0, el rango de ambas matrices es, como minimo, 2.

2 1
1 —-a|=1+3-4a-2-2+3a=-a=0=a=0
3 1

Estudiemos para qué valores de a el rango es 3:

N = =

Se tiene:

XParaa#0: rgA=rgM=3=n°deincognitas = el sistema es compatible determinado.

1 20
X Para a = 0: 1 1 0|{=0 = rgM=2 vy entonces: 1gA=rgM=2<ndeincognitas = el sistema es
2 30

compatible indeterminado.

2) X Para a#0 el sistema es compatible determinado. Para resolverlo, aplicamos la regla de Cramer:

a 2 1
a 1l —a
a 3 1 a+3a-2a’-a-2a+3a> a’+a
X = = = :—a—l
—a —a —a
1 a 1
a —a
2 a 1 a+a-2a>-2a—a+a’ -—a’-a
—a —a —a
1 2 a
1 1 a
- 2 3 a| a+3a+4a-2a-3a-2a a _ 1
—a —a —a

X Para a =0: las dos primeras ecuaciones son independientes para las incognitas x ¢ y. Considerando z= A4, como un
parametro, el sistema a resolver es:

X+2y=-4
{ Y = restando las dos ecuaciones: y=-4 , x=4 , z=41

x+y=0



2. Sea f la funcion definida para todo numero real x de modo que para los valores de x pertenecientes al intervalo

cerrado [!I , 1] se tiene f(x)=(x+1)(x —1)* y para los valores de x no pertenecientes a dicho intervalo se tiene
fx) = 0. Se pide:

a) Estudiar su continuidad y derivabilidad. [1,5 puntos]

b) Hallar razonadamente su valor maximo, indicando el valor o valores de x en donde se alcanza. [1 punto]

SOLUCION.
0 six <-—1
Setiene: f(x)={x’ —x*-x+1 si—1<x<1

0 six >1

a) X Continuidad: la funcion es continua Vx #—1 y 1 porque la funcidn es constante o polindmica. Veamos si lo es
en cada uno de dichos puntos:
If(-1)=0
lim f(x)=0, lim f(x)=0= Flim f(x)=0 = la funcioén es continua en x = -1
* x—-1

x—>-1" x—-1

lim1 f(x)=1(-1)

D) =0
lim f(x)=0, lim f(x)=0 = Jlim f(x)=0 = la funcion es continua en x =1
x—1" x—1

x—1"
lim f(x)=f()
x—1

Por tanto, la funcién es continua Vx
0 six<-—1

X Derivabilidad: la funcion derivada es f'(x)=<3x? -2x -1 si—1<x<1
0 six>1

La funcidn es derivable Vx # —1 y 1. Veamos lo que ocurre en estos valores:

f(=1)=0 = la funcidn no es derivable en x = -1
f'(-1") =4

fi1)=0 = la funcion es derivable en x =1
f'1*)=0

b) Puesto que la funcidn es constante e igual a 0 para x <—1 y para x >1, analicemos los puntos del intervalo
(-1, 1) donde la funcién alcance su méximo relativo:

2+ ,/4+12 +
f'(x)=0 = 3x>-2x-1=0 = x= c :2g4:—§,1

1 1

" f'l—=|=—4<0 = 1afunci()ntieneunméximoenx=—ldevalor: fl-=—|= 14
f'"(x)=6x-2: 3 3 3

27
f'"(1)=4>0 = enx =1lafuncidn tiene un minimo relativo

. L. 1
Por tanto, la funcidn alcanza su valor maximo en x = —g
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3. Hallar la funcion f definida en todo numero real que verifica las dos condiciones siguientes:
a) f'(x)=x%e"
b) Su grdfica pasa por el punto (0, 2). [2,5 puntos]

SOLUCION.

La funcidn fes la primitiva de £°(x) que pasa por el punto (0, 2): f(x)= j x2e* dx

Aplicamos el método de integracion por partes: Iu -dv=u-v- J.V -du

— 2 —
u=x" = du=2xdx = f(x)=x2~ex—2.|.x-ex-dx

dv=e*dx = v=¢*

Para calcular la nueva integral, aplicamos otra vez el método de integracion por partes:

= J-x-ex-dx:x~e"—Ie"-dx:x~ex—eX = f(x)=x*-e* —2x-e* +2e* +C =

u=x = du=dx
dv=e®-dx = v=¢

:ex-(x2—2x+2)+C

Haciendo que pase por el punto (O, 2): f(0)=2+C=2 = C=0 = f(x):ex-(x2—2x+2)

4. Dados los puntos A (1,1,1),B(!1,3,1),C(1,0,0) y D (0,2,0), se pide hallar el punto P perteneciente a la
recta determinada por A y B tal que el triangulo CDP sea rectangulo con hipotenusa CP. [2,5 puntos]

SOLUCION.
C La recta determinada por A y B tiene como vector direccional:
AB=(-2,2,0) = u=(-1,1,0)
x=1-t
y, por tanto, su ecuacion en paramétricas es: y=1+t =
D z=1
P
= P(l-t,1+t,1).
Los vectores CD y DP son: CD= (—1, 2, O)

DP=(1-t, -1+t 1)

y como deben ser perpendiculares: CD-DP=0 = —1+t-2+2t=0 = t=1

Por tanto, el punto P debe ser: P (O, 2,1 )
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OPCION B
200 100
1. Dadas las matrices: A=|1 2 1| e I;=10 1 0/, sepide:
0 0 2 0 01

a) Calcular A> —4A + 4I; [1 punto]
b) Calcular, si existe, la inversa de la matriz A [1,5 puntos]

SOLUCION.
2.0 0Y(2 0 0) (4 00
a) A’=A-A=|1 2 1|1 2 1|=|4 4 4
002/loo2) (oo 4
4 0 0) (8 0 0) (4 0 0) (000
A*—4A+4l,=4 4 4|-|4 8 4|+/0 4 0|=/0 0 0
004/ (0038 (004 (000
2 0 1
b) |A|:1 2 1|=8%#0 = JA"'. Para calcular la matriz inversa: A—)At—>Adj(At)—>X-Adj(At):A_l
00 2 Al
Lo o
210 4 0 0 2
t . t -1 1 1 1
A'=|0 2 0| Adj(at)=]| -2 4 -2 R
01 2 0 0 4 1
0 0 —
2

2. Un pequeiio islote dista 1 km de una costa rectilinea. Queremos instalar en dicho islote una senial luminosa que se ha
de alimentar con un tendido eléctrico. La fuente de energia esta situada en la costa en un punto distante 1 km del punto

5
de la costa mas proximo al islote. El coste del tendido submarino por unidad de longitud es 3 del tendido en tierra. ;A

qué distancia de la fuente de energia debe empezar el tendido submarino para conseguir un coste minimo? [2,5
puntos].

SOLUCION.
Sea I el islote, F la fuente de energia y A el punto de la costa donde el cable debe sumergirse. Sea x la distancia desde F

a A, es decir la longitud del cable terrestre (en metros). La longitud del cable
I sumergido es:

1000m| \L L =1/1000% + (1000 — x> =+/10° + 10° — 2000x + x* =+/x* — 2000x + 2000000

Si consideramos como 1 el coste del cable en tierra por unidad de longitud, el

1000 x \_ x
A>3 \Y2

. , 5 . . .

A F coste del cable submarino serd de 3 por unidad de longitud. El coste total sera

entonces: C(x)=x+ % - x/x2 —2000x + 2000000 que debe ser minimo.
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c'(x)=1+§- 2x — 2000 1 5-(x —1000) 0 = 5-(x —1000) -
3 24/x% = 2000x + 2000000 34/x2 = 2000x + 2000000 34/x2 = 2000x + 2000000

5-(x —1000)= -3 -v/x2 — 2000x + 2000000 => 25x> —50000x + 25000000 = 9x> — 18000 + 18000000 =

32000 71024000000 — 448000000 32000 + 24000 — 1750

16x2 —32000x +7000000=0 = x -
32 32 T~ 250

De las dos soluciones posibles, es evidente que la solucion de nuestro problema es la segunda, es decir, el cable debe
sumergirse a 250 metros de la fuente de energia.

3. Hallar el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones y =2 — x* e y= x? [2,5 puntos].

SOLUCION.

Consideremos la funcion diferencia de las dos funciones dadas: f(x) =2 — x* — x? = —x* —x? + 2. El 4rea limitada
por ambas funciones es el area del recinto limitado por f(x) y el eje OX.

4

-2 = ist
2:11M:113_< foexiste x

-x2+2=0 = x =
-2 -2

Puntos de corte de f(x) con OX: —x

1l = x=-1,x=1

1
1 5 3
Por tanto: A:I (—x4—x2+2)dx: X x :(—l—l+2j—(l+l—2j:2+2:ﬁu2
-1 5 3 X 5 5 3 15 15 15

5

[1,5 puntos]. Hallar la ecuacion de la otra tangente a esta circunferencia que pasa por el origen de coordenadas |1
punto].

8 6
4. Hallar la ecuacion de la circunferencia que es tangente al eje OX en el punto (4,0) y pasa por el punto (g , —]

SOLUCION.

Si la circunferencia es tangente a OX en (4, 0), su centro es el punto C (4, b) y debe ocurrir:
2 2
144 12 12, 1
d| C, 5 . Sleb o ([a=3) <[6-8) cp & W 212 30 o 12, 180 g
55 5 5 25 5 25 5 25

Se trata entonces de la circunferencia de centro C (4, 3) y radio 3, es decir:

(x—4 +(y-3V=9 & x> -8x+16+y° —6y+9=9 < x> +y> —8x-6y+16=0

y =mx

2

Porque pasa por el origen de coordenadas, la recta tiene por ecuacion y = mx y el sistema 5
X“+y —-8x-6y+16=0

tiene una unica solucion: x?+m’x? - 8x —6mx +16=0 = (lerz)x2 —(8+6m)x+16:0 y para que la

ecuacion tenga una sola solucion: (8 + 6m)2 -4 (1 + mz)- 16=0 = 64+96m+36m* —64—64m> =0 =

-28m? +96m=0 = m- (— 28m + 96) =0 > m=0, m= % = % = hay dos tangentes a la circunferencia



que pasan por el origen de coordenadas: el propio eje de abscisas (como ya sabiamos) y la recta

24
y:7x < 24x-Ty=0





