Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad.
Matemadticas I1.
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OPCION A

(@’ -Dx+@-1)y=0
1. a) Discute el sistema { a’*y +z=0 segun el valor del parametro a. [1,3 puntos]
(a2 -Dx+ay+z=1

b) Halla, si existe, la solucion cuando a = 4. [1,2 puntos]

SOLUCION.

a?-1 a-1 00

a) Comparemos los rangos de las matrices de los coeficientes A y ampliada B: 0 a’> 110
2

a -1 a 1|1

En la matriz de los coeficientes, el maximo rango posible es 3:

a’-1 a-1 0
0 a’? 1 |=a*-a’+a’-a

a?-1 a 1

2+/4-4

2 _a+l-at+a=a*-2a+1=0 = a?=""" "1 > a=-1,a=1

X Para a#—-1y1l: rg A=rgB=n°deincognitas = el sistema es compatible determinado.

0 -2 010
X Para a=-1,las matricesson: |0 1 1|0|. Setiene: rg A=2, rgB=3 = el sistema es incompatible
0 -1 1|1
0 0 010
X Para a=1,lasmatricesson: | 0 1 1 |[0]|. Setiene: rgA=1 , rgB=2 = elsistema es incompatible.
0 1 1|1
15x+3y=0
b) Para a =4, el sistema es compatible determinado: l6y+z=0 . Aplicamos la regla de Cramer:
15x+4y+z=1
0 3 0 15 0 0 15 3 0
0 16 1 0 0 1 0 16 0
4 1 3 3 1 15y -5 1 154 1] 240 16
*TIi5 3 0] 240445-60 225 75 225 225 15 225 225 15
0 16 1
15 4 1

2. Se sabe que la funcion f(x) =x’ + ax + b corta a su funcion derivada en x = 1 y que, ademds, en dicho punto f tiene
un extremo.

a) Determina los valores de ay b. [1 punto]

b) Determina la naturaleza del extremo que f'tiene en x = 1. [0,5 puntos]

c) ¢Tiene falgun otro extremo? [1 punto]

SOLUCION.



f(x)=x’+ax+b = f'(x)=3x>+a
Como en x = 1 tiene un extremo relativo: f'(1)=0 => 3+a=0 = a=-3
Ademas: f()=f'(l) = 1-3+b=0 = b=2

b) f"(x)=6x ycomo f'"(I)=6>0 enx=1 la funcién tiene un minimo relativo.

¢) f'(x)=3x?-3=0 = x?=1 = x=-1, x=1 (puntos criticos)
Como f'"(-1)=-6<0 = en x=-1 lafuncion tiene un maximo relativo.

3. Sean las funciones f(x)=log x—b, g(x)= aﬁ +b. (Nota: el logaritmo es neperiano)
a) Determina a y b para que ambas funciones sean tangentes entre si al pasar por x = 1. [1 punto]
b) Determina en qué puntos se anula cada una de estas funciones. [1 punto]
¢) Determina cudl es el dominio de la funcion producto h(x)2 = f{x) g(x). [0,5 puntos]
SOLUCION.

a) Si las funciones son tangentes, tendran una tangente comtin en x = 1, es decir f'(1) =g'(1) y ademas f(1) =g(l)

a

2%

P =L . g = = 1:% = a=2. f()=gl) = -b=2+b = b=-1
X

2
b) f(x)=logx+1=0 = logx=-1 = x=e_1=l. g(x)=2x/;—l=0 = 2Wx=1 = x=(%j =%
e

¢) h(x)= (log x+1 ) (2\/; -1 ) La funcién producto tiene como dominio la interseccion de los dominios de fy de g:

Dom (f)=(0, ) y Dom(g)=[0, ©) = Dom(h)=(0, «)

X+y=
4. Larecta {k Y | corta en Py Q respectivamente a los pl2anos y =0 y x = 0.

y+2z=
a) Determina los puntos (si los hay) en el eje OZ que equidisten de Py Q. Naturalmente estos posibles puntos dependen
del valor de ). [1,3 puntos]

b) Determina A para que ademas los puntos del eje OZ formen con Py Q un triangulo equilatero. [1,2 puntos]
SOLUCION.

a) Calculemos las coordenadas de P y de Q:

x+y=1 x+y=1
dy+z=1 = P(1,0,1) dy+z=1 = Q(0,1,1-41)

Un punto del eje OZ tiene por coordenadas Z (0, 0, z ). Debe ocurrir: d(Z, P)=d(Z, Q) , es decir:

JR24(-zf =P +(-A-2f = J1+1+22 -2z =141+ 2 +22 —24-22+24z =
= 242" -22=2+ A +72"-24-22+20z = A -21+24z=0 = A-(1-2+22)=0 :>,1=o,z=¥
X Si A=0: cualquier punto de OZ equidista de P y Q.

. . 2-4
X Si A #0: los puntos de OZ que equidistan de P y Q son Z(O, 0, Tj
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b)XSi A=0: P(1,0,1), Q(0,1,1), Z(0,0, z).Setiene: d(P, Q)=~2 y d(P, Z)=41+(z—1)

1+(z-1)=2 = (z-1V =1 = {2_1:13222 luego los puntos Z, =(0, 0,2) y Z,=(0,0,0)
z-l=-1=2z=0

forman un tridngulo equilatero con P y Q.

XSiA#0: P(1,0,1), Q(0,1,1-4), [0 0, T’lj Se tiene: d(P, Q)=vI1+1+ 4% y

d(p, z)= ‘/1+ 1———1 1/1+—:> 2+/12—1+/1—:>8+4/12 4+ = 3% =-4 = A= ,/ % luego

ningun punto de OZ puede formar un tridngulo equilatero con P y Q.
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OPCION B

b
1. Sea ﬂ:{(a j;a,be‘ﬁ}.
b a

a) Prueba que si A, B 0 A también A+B y AB estan en AZ. [1 punto]
b) Determina las matrices C 0 S que verifican que C*=2C. [1,5 puntos]

SOLUCION.

b "b
a) Sean A = (: ] y B= (a 'j dos matrices de Jit.
a

a b'
a+a b+b aa'+bb' ab'+ba'
X A+B= eM X A-B= eM
b+b' a+a ba'+ab' bb'+aa’
b b b 2 4+ b? 2a 2b
by SeaC=|® O = c2o|® || Plofaitbn b o, (s S
b a b a)l\b a 2ab  a’ +b? 2b 2a
al+b=
c’=2¢ = oS 2ab=2b = a=1 y sustituyendo en la primera ecuacion:
ap =

1+b2=2 = b’>=1= b=+1

11 1 -1
Por lo tanto, hay dos matrices que satisfacen la igualdad: [1 J y ( j

2. Sea la integral J.ezx sene” dx

a) Intégrala mediante el cambio t = ¢". [1,5 puntos]
b) Calcula la constante de integracion para que la funcion integral pase por el origen de coordenadas. [1 punto]

SOLUCION.

dt
= dt=e*dx = dx:T coeXX =22

a) t=e*



Se tiene: J-ezx sene™ dx =.[t2 -sent-%z'[t-sent-dt=(1) 2

) ] ) . u=t = du=dt
Aplicando el método de integracion por partes:
dv=sent-dt = v=—cost

(1):—t~cost+‘|.cost-dt:—t~cost+sent+C=—ex -cose” +sene* +C

b) —e%-cose’ +sene’ +C=0 = —cosl+senl+C=0 = C=cosl—senl

3. Sea f(x) :x|x —1|2.
a) Halla los extremos y puntos de inflexion de la funcion f. [2 puntos]
b) Calcula el limite de f en +4y 4 [0,5 puntos]

SOLUCION.
—(x-1))*=x?-2x+1 <1
Como |x—1|2= [ (X 2)] X X parax la funciones:  f(x)=x> —2x% +x Vx
(x-1F =x?-2x+1 parax>1
+ 416 — +
a) Los extremos relativos cumplen f'(x)=0: f'(x)=3x>—-4x+1=0 = x:4_ 166 12 :4;2 = x:%,x:l

. . . . 1
Los posibles extremos relativos de la funcion son los puntos de abscisas x = 3 y x=1:

f'"(xX)=6x—-4: f"(%]:2—4:—2<0 = En x:é la funcidn tiene un méaximo relativo: (%,2;47]

f”(l)z 6-4=2>0 = Enx=1 lafuncion tiene un minimo relativo: (1 , O)

Los puntos de inflexion verifican f''(x)=0: f"(x)=6x-4=0 = x:§ ycomo f'"'(x)=6#0 = Ila funcién

. . ., 2 2 28
tiene un punto de inflexibonen x=—: |—, —
3 327

b) lim fx)= lim (x*—2x% +x)=+c lim fx)= lim (x*-2x% +x)=—
X—>+0 X—>+0 X—>—0 X—>—0

4. Sabemos que en el plano el lugar geométrico de todos los puntos equidistantes de dos dados es una recta. Pues
bien, ocurre que si en lugar de pedir que el cociente de las distancias sea 1, elegimos otro valor fijo, el lugar
geométrico pasa a ser una circunferencia.

a) Comprueba esta afirmacion tomando como puntos (/1,0)y (1,0) y un parametro A como cociente de las distancias.
[1 punto]

b) Da una expresion del centro y del radio de la circunferencia del apartado a) en funcion de A. [l punto]

¢) Representa la figura para =2 . [0,5 puntos]

SOLUCION.

a) Sea P (x, y) un punto cualquiera y sean A (— 1, 0) y B (l, 0) los dos puntos dados. Se tiene:

d(A, P)—ﬂ - (X+1)2+y2_ (X+1)2+y2=

d(B’ P)_ ()(—1)2+y2 (x—1)2+y2
2a2x 41y’ = 2P m2x+14yY) = (-2 (=22 4 422 )x+1-2=0 =

2= (x+l)2+y2=/12'[(x—1)2+y2] =
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2-\1+ 22 g : : ) .
x? + y2 + J—z) x +1=0 que es, en efecto, la ecuacion de una circunferencia (cuyo centro esta en el eje OX).
A

. . . A B .
b) Para una circunferencia de ecuacién x? +y* + Ax + By + C=0 el centro es el punto C [— 5 _Ej y el radio

2 2
r= é + E —C .Enestecaso: C|—
2 2 1
¢) Para A =2, la circunferencia tiene su centro en C (% , Oj ysuradioes r = 1/ 2795 -1= 1/ % :% .

La circunferencia es:






