Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad.

Matemdticas I1.
Septiembre 2007.
OPCION A
3 1 1 0
1. Dadas las matrices A = , I=
-8 -3 0 1
a) Comprobar que det(A2 ) = (det(A))2 [0,5 puntos]
b
b) Estudiar si para cualquier matriz M = [a d] de orden 2 se cumple que det(Mz) = (det(M))2 [1 punto]
c

¢) Encontrar la relacion entre los elementos de las matrices M cuadradas de orden 2 que satisfacen:
det(M+I):det(M)+det(I) [1 punto]

SOLUCION.

, (3 1)(3 1Y) (10 A 1o
-8 -3)|-8 =3) lo 1 01

3 1
Por otra parte: det(A):‘ . 3‘:—9—1-8:—1 = (det(A))zz(—l)zzl

Luego, en efecto: det(A2 ) = (det(A))2

b b z
b) M = a (a _[a +bc ab+bd N det(Mz):
¢ d)\c d) lac+dc bc+d?

=(a” +bc)-(be+d*)~(ab+bd)-(ac+dc) =a’be+a’d” +b’c’ +bed” —a’be —abed —abed — bed” =

a’+bc ab+bd
ac+dc be+d?

=a’d’ +b’c* ~2abed = (ad - be)’

det(M) = a b =ad-bc = (det(M))Z:(ad—bc)2 luego en efecto: det(Mz):(det(M))2 v M
c
a+l b
c) M+I:[ d+1] = det(M+I)=(a+1)-(d+1)-bc=ad+a+d+1-bc (¥)
c
det(M)=ad=be | o (M)+det(T)=ad—be+1 (%)
det(I)=1

Como las igualdades (*) han de ser iguales: ad+a+d+1-bc=ad-bc+1 = a+d=0 = d=-a

luego las matrices M que satisfacen la relacion fijada son de la forma: M = [2 ba]
3x+2 six<0
2. Sea f(x)=4 x*+2acos(x) si0<x<rm
ax’+b  six>~x
a) Estudiar los valores de a y b para los que la funcion f(x) es continua para todo valor de x. ~ [1 punto]
b) Determinar la derivada de f(x) en el intervalo (0 R 7r) [0,5 puntos]

¢) Caleular [f (x) dx [1 punto]
SOLUCION.

a) La funcion debe ser continnaen x =0 yen x = y para ello, deben ser:
lim f(x)=lim f(x) y lim f(x)= lim f(x)
x—0 x—0" X7 x—rt



X lim f(x) = lim f(x) < lirr(} (3X+2)=lin3 (x2 +2&cos(x)) & 2=2a = a=l1
x>0~ x—0" x—> X—>

X lim f(x)= lim f(x) < lim(x*+2acos(x))=lim(ax’ +b) < 7°-2=7"+b = b=-2

b) En (0,7[): f(x)=x>+2cos(x) = f'(x)=2x-2sen(x)

z 2z
©) J‘OZ” f(x)dx:'[: (X2 +2cosx)dx+.[:” (X2—2)dx:{§+2senx} +[X?3—2x} =

0

3 3 3 3 3 3 3
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3. Calcular un polinomio de tercer grado p(x)=ax’ +bx*+cx+d que satisface:

) p0)=1

ii) Tiene un maximo relativo en x =1 y un punto de inflexion en x =0

— 9

iii) J.O p(x) dx = 2 [2,5 puntos]
SOLUCION.

XSip0)=1 = d=1
X p'(x) =3ax’ +2bx +c p"(x)=6ax+2b
Como en x =1 hay un méaximo relativo: p'(l)=0 = 3a+2b+c=0 (*)
Como en x =0 hay un punto de inflexiéon: p"(0)=0 = 2b=0 = b=0 ysustituyendoen (*): c=-3a

4 2 1
X J‘l(ax3—3ax+l)dx=ai—3ax 23_3_3_”:2 = a-6a+4=9 = a=-1 = c=3
0 4 2 s 4 2 4

Por tanto: p(x)=—x"+3x+1

Xx+y+z=0

4. Dadas las rectas rz{ , s=x=y+4=2z-8

x-z+4=0
a) Comprobar que se cortan. [1,5 puntos]
b) Hallar el angulo que forman. [l punto]

SOLUCION.

a) Obtendremos un vector u direccional de r y un vector v direccional de s que deben ser linealmente independientes
-

(sus coordenadas no deben ser proporcionales). Asimismo, un vector AB cuyo origen sea un punto de r y cuyo extremo
sea un punto de s que debera ser linealmente dependientede u y Vv.

z=4: x=0,y=-4 = A(0,-4,4)

KP:—48—4 ~ u=(1,-2,1
z=0: X:—4’ y:4 = P(—4,4’O) = ( 5O ) u ( 5 > )

X Dos puntos de r son: {

x-0 y+4 z-

X La ecuacion de s viene dada en forma continua: " 1 /2

por lo que un punto es B(0,-4,4) y un

vector direccional v=(2,2,1)

Puesto que las coordenadas de U y V no son proporcionales, los vectores no tienen la misma direcciéon = las rectas
se cortan o se cruzan. Como ademas tienen un punto comtin: A =B, las rectas se cortan.

b) El angulo que forman las rectas es el d&ngulo agudo que forman sus vectores direccionales. Se tiene:

2
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u-v - - 6 6
cosa = _u V_ = 24+l = ! = ! :£ = a:arccos£; 82°10'44"
[al|9]] |J1+4+1-Ja+4+1| | J6:3] 36 18 18
OPCION B
0 a p 1 k t
1. Sean A= 0 0 | yB=]0 1 k
0 0 O 0 0 1
a) Estudiar para qué valores de o y [ la matriz A tiene inversa. [0,5 puntos]
b) Calcular A°. [1 punto]
¢) Hallar la matriz inversa de B. [1 punto]
SOLUCION.

a) Puesto que | A | =0 Va,f portenerunacolumnanula = A no tiene inversa

0 a p 0 a p 00 o 0 0 « 0 o p 0 00
b) A’=[0 0 « 0 0 a|=[0 0 O ;s A=A>A={0 0 0 0 0 a|=/0 00
00 O 0 0 O 00 O 00 O 0 0 O 0 00
y, por lo tanto, A’ es la matriz nula.
I k t
© |B|=[0 1 k|=1 = 3B
0 0 1
1 0 0 ' 1 k k™ —t I Adj (Bt) 1 k k™—t
B'=|k 1 0| —> Adj(B')=|0 1 -k — Bl=—— =0 1 k
t k 1 0 0 1 | | 0 0 1
2. Obtener las dimensiones de tres campos cuadrados de modo que:
i) El perimetro del primero de ellos es el triple del perimetro del tercero.
ii) Se necesitan exactamente 1664 metros de valla para vallar los tres campos.
iii) La suma de las areas de los tres campos sea la minima posible. [2,5 puntos]
SOLUCION.
Sean X, y, z los lados de los tres campos.
Pori): 4x=12z = x=3z
Porii): 4x+4y+4z=1664 = x+y+z=416 =
= y+4z=416 = y=416-4z
. v , Poriii): f(x,y,z)=x>+y’+z" debe ser minima <

f (2)=97" +(416—4z)2 +7° =972" +416” +162° —3328z+ 7" = 262" —33282+416° —— minima

f'(z)=52z-3328=0 = z= % =64 ycomo f"(z)=52>0,elvalor z=64 hace minima la funcion.

Por tanto, las dimensiones de los tres campos son: x=192m, y=160m, z=64 m



e dx

3. a) Utilizando el cambio de variable t =Inx calcular I [1,5 puntos]

¢ x(4-Inx)
b) Calcular limw [1 punto]
x>0 (X—Xz)
SOLUCION.
a) t=hx = dt=d—x. Ademss: si x=¢ = t=Ine=1 ysi x=¢° = t=he’ =2
X
. ¢ dx 2 dt 2 3
Se tiene: = = -In(4-t =—In2+In3=In -
L x (4-Inx) L 4-t [ -0 ] 2

sen (4x) sen (5x) _ 0

b) lim > = aplicando la regla de L’Hopital:
x—0 (X _ XZ ) 0
= lim deos (4x)-sen (5x) + Ssen (4x) - cos (5x) = 9 = yaplicando de nuevo la regla de L’Hopital:
x>0 2(x—x2)(1—2x) 0
. —16sen(4x)-sen (5x)+20 cos(4x)-cos(5x)+ 20 cos (4x)-cos(5x) — 25 sen (4x)-sen(5x) 20+20
=lim 3 = =20
0 2(1-2x)" -4 (x-x) 2

x+2y=7

4. Se consideran la recta t = { yel punto P (1 ,2, 3).

y+2z=4
a) Calcular la ecuacion del plano © que es perpendicular a la recta r y contiene al punto P.  [1,5 puntos]
b) Estudiar para qué valores de k los vectores { (1 ,—2,— 1/2) , (0 ko, 0) , (0 ,0, 2k) }son linealmente independientes

[1 punto]
SOLUCION.

a) Un vector direccional de r sera perpendicular al plano y sus coordenadas seran los coeficientes A, B y C de la
ecuacion general del plano. Obtengamos entonces dos puntos de la recta y con ellos un vector direccional de la misma:

= =4 = = u
rs{x”y 7o, pmays2ix=3.zelo= AG) LW )

=
y+2z=4 paray=0: x=7,z=2 = B(7,0,2)

La ecuacion del plano 7 es entonces: 4x—-2y+z+D =0 ycomo contiene al puntoP: 4-4+3+D=0 = D=-3
y por tanto: 7 =4x-2y+z-3=0

1 =2 -1/2
b) Para que los vectores sean linealmente independientes: 0 k 0 [#0 & 2k°#0 = k=0 es decir,
0 0 2k

los vectores son linealmente independientes V k # 0 .





