Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad. JUNIO 2008.

Matemdticas I1.
1. ALGEBRA
Opciéon A
01 1 6 -3 -4 1 00
a) (1,5 puntos) Sean A, B, I las matrices: A=|1 1 0|, B=|{-3 2 1|, I=/0 1 0.
1 00 -4 1 5 0 0 1
Estudiar si existe algin valor de A €| para el cual se satisfaga (A—M)2 =B.
Xy z x 1/4 4
b) (I punto) Teniendoencuentaque |1 0 2 |=1, determinarel valorde |y 0 4
1 1 3 z 1/2 12
SOLUCION.
01 1 A0 0 - 1 1
a) A-A=|1 1 0|]-|0 A O|=|1 1-A O
1 00 0 0 A 1 0 A
- 1 1 - 1 1 A +2 =21 +1 =2 6 -3 -4
(A—M)2: I 1-» 0 1 1-1 0 |=|-=20+1 A°—2%+2 1 |=|-3 2 1 =
1 0 -A 1 0 -A =2 1 1+A° -4 1 5
Igualando, por ejemplo, los elementos a;3: —2A=—-4 = |[A=2].

Ahora basta comprobar que para A =2 los restantes valores de ambas matrices son iguales.

x 1/4 4 X y z y z
™) (2) 3)
by |y 0 4|=|1/4 0 1/2|=4-{1/4 0 2/4|=4-.
z 1/2 12 4 4 12 1 1 3
Propiedades aplicadas: (€8] | A |=| A |
Opcién B

x+3y—az=4

—ax+y+az=0

(2,5 puntos) Dado el sistema Y
-Xx+2ay =a+2

2x—y—-2z=0

- [1]

X
L
4

1

— O <

z
2
3

2 3) Extraer el factor comun Y4 de la 2° fila y 4 de la 3? fila
y y

Discutirlo segtn los valores de a, y resolverlo cuando sea compatible.

SOLUCION.
1 3
. . . -a 1
Las matrices de los coeficientes y ampliada son: L
- a
2 -1

—a 4
a 0
0 |a+2]
-2 0

La matriz de los coeficientes A tiene un rango maximo de 3 mientras que la matriz ampliada B puede tener rango 4.
Empecemos estudiando para qué valores del parametro a la matriz ampliada tiene rango 4:



1 3 -a 4 1 3 —-a

s 1+3a a-a’ 4a F, +aF,
-a 1 a 0 |®0 I+3a a-a 4a )
= =|2a+3 -a a+6|= DH:  E+F
-1 2a 0 a+2 0 2a+3 -a a+6 E —2F
-7 2a-2 -8 oo
2 -1 =2 0 0o -7 -2+2a -8

= 8a(l1+3a)+4a(2a+3)(2a—2)-7(a—a")(a+6)—28a" +8(2a+3)(a-a’)-(1+3a)(2a-2)(a+6) =

—8a+ 2447 + 164" — 1647 +24a> — 244 —7Ta’ —42a+7a’ +42a% —28a% + 16a7 — 1647 + 244 — 2437 —2a> —10a+12—

—6a’—3a’+36a=a’-a’+8a+12=0 = a=2, a=-3

1 1 18 12
5 5 5 5 ra6—0 — a:—li«/l+24:—1152/ 2
2 2 -3
1 1 16 0

X Por tanto, para a=2 y a#-3: rgB=4 y rg A<3 = elsistema es incompatible.

1 3 2|4
) . i -2 1 210

X Para a=2: las matrices de los coeficientes y ampliada son: N | 4]
2 -1 210

Se observa que F, =—F, por lo que la cuarta ecuacion puede desecharse.

El menor i ? ‘ =7#0 = elrangode A yde B es como minimo 2. Orlamos el menor:
1 3 2
-2 1 2[=16-6-2-8=0 = rgA=2
-1 4 0
= rgA=rgB=2<n° incognitas = Ll sistema es compati-
1 3 4 ble indeterminado
-2 1 0|=4-32+4+24=0 = rgB=2
-1 4 4

Para resolverlo consideremos solo las dos primeras ecuaciones (son linealmente independientes) y la incdgnita
como un parametro:

+3y=4+2) 2x+ 6y =8+4A
R o = Ty=8+2 = |y="th| o gy 2O _ A48
-2x+y=-2A -2x+y=-2A 7 7

1 3 3 |4

. . . 1 310

X Para a =-3: las matrices de los coeficientes y ampliada son: 1 -6 o© |

2 -1 =210

1 3 3
Puesto que | 3 1 -3[=9-54+3-18=-60#0 = rgA=rgB=3=n° incognitas = Sistema compatible
-1 -6 0

determinado.

2
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4 3 3
o 1 -3
x+3y+3z=4 1 6 o 9137
— — + p—
Resolvamos el sistema 3x+y-3z=0 or la regla de Cramer: x= = =|1
Y P & -60 -60
-x—-6y =-1
1 4 3 1 3
3 0 3 3 1 0
-1 =1 0 —9+12-3 -1 -6 -1| -1-72+4+9 -60
= = = ’ 7= = = —_— 1
Y -60 -60 @ -60 -60 -60

2. GEOMETRIA

Opcion A
x=1 y+5 z+3
-5

Considerar larecta r=

yelplano m=2x+4y+4z=5.

a) (I punto) Estudiar la posicion relativade r y =.

b) (1,5 puntos) Calcular la ecuacion implicita de un plano m, que es perpendicular a © y contiene ar.
SOLUCION.

a) Vector direccional de larectar : 1r1 = (2 ,—5, 4) . Vector normal al plano 7 : rrl = (2 ,4, 4)
Como u-n=4-20+16=0 = larectaes paralela al plano o est4 contenida en él.
Un punto de la recta es P (1 ,—5,— 3) . Veamos si estd también en el plano: 2-20-12#5 = el punto no

pertenece al plano y, por tanto, la recta y el plano son paralelos

b) El plano w, estd determinado por un punto de r, por ejemplo P (1 ,—5,— 3) , un vector direccional de r, por ejemplo

U= (2,-5,4), y un vector normal a , por ejemplo h= (2,4,4)~(1,2,2). Suecuacion es:

x—1 y+5 z+3
2 -5 4 |=0 & -18(x-1)+9(z+3)=0 < -—18x+18+9z+27=0 < -18x+9z+45=0 <

2 2
o

Opciéon B

a) (1,25 puntos) Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano t=x+y+z=3.
Obtener el punto de corte de la recta con el plano w.

X=X
b) (1,25 puntos) Hallar el punto de larecta r=1 y=3-A cuya distancia al punto P (l ,0, 2) sea \/g .
z=1+2\

SOLUCION.

. . T . .
a) Larecta esta determinada por el origen y por un vector normal al plano n = (l , 1, l) . Su ecuacion continua es:

X z
T:—:— < X=y=2



El punto de corte de larectayel planoes: x+x+x=3 = x=1 = x=y=z=1 esdecir: Q(l,l,l) .

b) Un punto de larectaes X (A,3-1,1+21).

d(P,X)=y5 & (=10 +(3-2) +(1420-2) =[5 & A —2+1+9-6h+17 +1-41+41" =5 <

& 6 -124+6=0 < A -24+1=0 & (A-1)"=0 = A=1 = elpuntoes: |X(1,2,3)

3. ANALISIS
Opciéon A
1. Sea f:j - i
I+x
x — log «x/
1-x
(a) (0,75 puntos) Calcular el dominio de f(x).

(b) (0,75 puntos) Estudiar si f(Xx) esuna funcidn par.
(¢) (1 punto) Calcular las asintotas de f(x).

SOLUCION.

/ log (1+x)—log (1—
Modifiquemos el aspecto de la funcion: f(x) =log x 1+ X _ & ( X) o2 ( X)
-X

X

(a) Las condiciones que deben verificarse para que f (x) sea calculable son:

x#0 x=0
1+x>0 & o x>-1 = D(f):(—l,l)—{0}:(—1,0)U(0,1)
1-x>0 x <1

(b) La funcion es par si se verifica: f(—x) =1 (x)

F(ox) = log (1-x)—log (1+x) —log(1-x)+log(1+x) _log (1+x)—log (1-x)

=f(x) = lafuncion es par
-X X X
(c) El dominio de la funcién imposibilita que pueda tener asintotas horizontales ni oblicuas.

Las posibles asintotas verticales estaran en x =0, x =—1, x =1. Comprobemos si lo son:

1 1 1 1
1 1+x)-1 1-— L'Hopital ’ + ’
X x0: i 08(Hx)=log(I-x) 0w j o 0 1-x 10 _y [ L (1, 1
x>0 X x50 1 x>0 | In10\1+x 1-x

[

= m ; 0,87 = x =0 no es asintota vertical de la funcién.
n

. , . . log(1+x)—log(1-x)
X x=-1 (caso de ser asintota vertical lo seria solo por la derecha):  lim
x—>-1' X

_log 0" —log2

T +o0 => x=-1 esuna asintota vertical de la funcién

. ) . o ~ log (1+x)—log (1—x)
X x =1 (caso de ser asintota vertical lo seria solo por la izquierda):  lim
x—1" X

log 2—1log 0* ) .
= g1—7g =+00 = x =1 esuna asintota vertical de la funcidn.
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2. (a) (1,25 puntos) Dada F(x)= on tsen(t)dt, estudiar si x = 7w es unaraiz de F'(x).

on” +1

2 _ n2o
(b) (1,25 puntos) Calcular el valorde ace| paraelcual lim (n2—2n+21] = 1
X—>+00 n J’_ n-—

SOLUCION.

u=t = du=dt
dv=sen(t)dt = v=-—cost

:[—t-cost+j costdt}
0

(a) F(x)= jox t sen (t) dt =

=[-t-cost+sent] =-x-cosx+senx = F(x)=-x-cosx+senx =

F’(x):;eos/x+x-senx+ X =x-senXx = F'(m)=mn-sennt=0 = x=m esunaraizde F'(x).
(b) Si =0 el limite sera 1° =1 lo que cumple la condicion.

Si o #0 se trata de una indeterminacion 1” .Veamos si algin o # 0 también cumple la condicion:

3

+1 2 3 2 3
5 OLT; lim n‘72n+17l Con”+1 im n?—2n+1-n’—n+2 con’+1 . 3n+3 .fxn3+l
n"—2n+1 )" g 2 nio 2 2 i\ Tnz) o2
Hm — 1oc —e n“+n-2 n° -1 —e n“+n-2 n° -1 —e N+ n’-1 _

n’+n-2

n?+n-2

n—+0w

— 3an*+3an’+3n+3
lim ————————

=e "'’ ni2 ypara que el limite sea igual a 1 el exponente debe tender a 0 y paraello o =0.

Por lo tanto la tinica solucién es .

Opciéon B

1. Sean las funciones f:iy - i, g7 = i h:j — i
X = x X - |x| x — sen(x)

(a) (0,75 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los puntos de inflexion de f(x)

(b) (0,75 puntos) Calcular la derivada de (f oh)(x).
(c) (I punto) Obtener el area del recinto limitado por fy gentre x=0 y x=1.

SOLUCION.
(@) fx)=x = f'(x)=3x> = f"x)=6x

X Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dependen del signo de f'(x) y como f'(x)>0 Vx = |la

funcidn es creciente Vx.

X f"(x)=6x=0 = x=0 (posible punto de inflexiéon). Como f"(x)=6=#0 = En x=0 la funcion tiene

un punto de inflexion: (0, 0).
(b) (foh)(x)=f[h(x)]=f[senx]=sen’x = (foh)'(x)=3sen’x cosx

(¢) Enelintervalo [O , 1] X)) =x"y g(x)=x.



6-x/2, x<2

5 es continua. Estudiar
X" +kx, x2

2. (2,5 puntos) Encontrar el valor de k para el cual la funciéon f(x) = {
si su derivada es una funcion continua.

SOLUCION.

X Puesto que las funciones definidas en los intervalos (—0,2) y (2,+0) son continuas por ser polindmicas, el tnico

punto de posible discontinuidad seria x =2 . Para que la funcion sea continua también en x =2 debe ocurrir:

lim f(x) = lim f(x) < lim[6—%szlim(x2+kx) o 5=4+2k o |k=d
x—2" x—>2" x—27

x—2" 2

| 6—lx, X <2 —l six<2
XParak=—: ()= 21 = f'(x)=
x+—x, x22 2X+— six>2
2 2

f'(x) escontinuaen (—0,2) y (2,+). Veamossiloesen x =2

NI
) IN@Q)=44o=
b)

lim £'(x) = lim (—% -1
x—2" x—2 2 2

lim f'(x) =lim 2x-i—l =2
Xx—>2 2 2

x—2"

N |

= lim f'(x) # lim f'(x) = ,Zf lin%f’(x) = | f'(x) es discontinua en x = 2
x—2" X—>

x—2"






