Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad. JUNIO 2009.
Matematicas II.

1. ALGEBRA
Opcién A

Xx+y+z=1
a) [1,5 puntog] Discutir y resolver en funcion de los valores del paranmebsistema lineal { mx+m’y+ nm’z=1
mx+my+nfz=1

011 0 a &
b) [1punto] Teniendo en cuentaqid O 1|= 2, determinar el valor del determinanta 0 a|.
110 a’ a* o
SOLUCION.
1 1 1|1
a) Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, B, som m* m* | 1
m m nf |1

Estudiemos los valores del parametro para los que el rango de A es el maximo posible:

1 1 1
m m? n|=mt+ P+ nf- ni- ni- mi= - 2nk+ M= 0= ﬁ( fr- 2m): 0=
m m nt

= m*(m-°=0 = m=0,nF 1
CParam#0y m#1. rgA=rgB=3=n° deincignitas= el sistema es compatible determinado.

Para resolverlo, utilizamos la regla de Cramer:

11 1
1 m
LolLom nf | mem’+m-nf-nf- o nf- - nf+ m m(m-mf-m+) (m+)(m-1° m+1
Sm(m-yt o m(m-y wf(me) wf(med ()
1 -1-1 1
1 1 0 -1 = m3—m2—m+1=(m—:)(rﬁ—).=(n+).( m )t
1 0 -1 o
11 1
m 1 nv
m 1 nf 0 _ : ,
y=— > = > =0 (en el determinante del numerador la segunda y tercera filas son iguales)
m* (m-3°  nf (m-3
1 11
m m 1
m m 1 m+m’+m-m-m-m_-n+ 2m- m_m(—m2+2m—:|)__(m_1)2

1
Z= = = = ——
m

) m* (m-1 m* (m-1 nt(m-3" m(m ¥

3’\)
E)
[



11 1|1
rgA=1
C Param=0: 0001 = rgB—Z = rgA# rgB = el sistema es incompatible
00 0|1 9=
1111
C Param=1: 111{1| = rgA=rgB=1 = elsistema es compatible indeterminado
1111
Resolucion: utilizando las incognitas “y” y “z” como pardmetrosx =1-A-Q ; y=A ; z=H
0 a & 0 1 0o 1 0 1 1 011
by |a* 0 al= La 0 a= /1a01=2§11 1 0 |1 @d 1 0/=1
a aa
a? a' o0 18 Aa yad Ja Ja Ja 1

La propiedad utilizada ha sido la de sacar factor comun en alguna de las lineas del determinante.

Opcion B
100

a) [1,25 puntos] Dada la matrizA =|{1 1 0], calcular la inversa de la matrix" .
0 01

b) [1,25 puntos] Estudiar para qué valores del paranefid , existe un Gnico polinomid (x)= a+ bx+ cX que
satisfaceP (0)=a , P (1= 0, P{ 1F «

SOLUCION.

a) CalculemosA™:

1 0 01 0O 10 1 0 0)(1 0O 10
A’=ARA=|1 1 0|1 1 O|=]2 1 0 ; A®=A?A=|2 1 0|1 1 0|=[3 1 0
0 0 1)l0 01 00 0 0 1){0 0 1 00
1 00
Se observaque:A"=|n 1 0
0 01
1 0O
Calculemos la matriz inversa d¥" : |An =ln 1 0|=1#20 = D( A”)_1
0 0 1
1 -n O 1 0O (Aden)t 1 00
(AdiAa®)={o 1 o| OO (AdA")=|-n 1 0o OB (A") = "—L=/-n 10
0O 0 1 0 01 |A 0 01

b) P0)=a = a=a
PDH=0 = a brc 0
PEFD=0 = a bt & (

Para que haya un Gnico polinomio, el sistema tiene que ser compatible determinado y no ser homogéneo (pues en
este caso se tendeé= b= c= Q)

Las matrices de los coeficientes y ampliada son:
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o} 1 00

O|. Puestoquel 1 1|=1+1=22 0= rgA= 3 = rgB 3= elsistemaes compatible
1 -11|0 1 -11

determinado a .

1 0 O
1 11

Y para que el sistema no sea homogéneo, debe seb .

Es decir, existe un unico polinom® (x), Da #0.

2. GEOMETRIA
Opcién A
Sean los vectoreg =(1,-1,3, v=(-2,2,1), w=(3,-2,5; calcular:

a) [05puntos] TL{V+W).

b) [0,5puntos] Tx(V—W).

c¢) [0,75 puntos] La ecuacion del plano que pasa por el pll?l(tﬁ) , 0 1) y es perpendicular al vectar.
d) [0,75 puntos] El angulo que formami y V.

SOLUCION.
a) v+w=(1,0,6) = U{w W=1 Or 1& 1

i] ok
b) v-w=(-5,4,-4 = w(wW=| 1 -1 3|= 4 15} 4k 5k 4} 12F(- 8 1k )
5 4 -4

c) Siel vectorl es normal al plano, la ecuacion de éstexesy +3z+ D= 0 y como contiene al punto P:
0-0+3+D=0 = D=-3 = laecuaciondel planoes:x-y+3z-3=0

d) De la definicion del producto escalar de dos vectores, se obtiene¥ =| u|| V| comx = cos =| —U”D‘/— | =
ul| v

iy 11
2-2+3 1 1 __\/_ = 0=95° 46' 5.45

T jTiron 441 J99 a3/ 11 33

Opcion B

a) [1punto] Estudiar la posicion relativa de los plamgss x -2y+z=0 y T, =x—-2y-z=3.

x-y-3z=1
Y . Analizar si el puntoP(6 2, 2) se halla o no sobre la recta

Xx—-3y+z=5

paralela a la anterior que pasa por el origen.

b) [1,5 puntos] Considerar la rectar E{

SOLUCION.

. . 1 -2_1 .
a) Puesto que los coeficientes no son propormonaleﬁ::—#—l = los planos son secantes (tienen por

interseccion una recta)



b) Obtengamos dos puntos de r:

X-y=1+3z Xx—y=1+ 3z
= 2y=-4+4z7 = y=-2+27 =

x-3y=5-z -X+3y=-5+ 2z
= X=1+3z+y=1+ 32 2+ 2z2- % 5

Paraz= 0: y=-2 , x- 1= (- 15 2,)0:> oR=(5.2.3
Paraz=1: =0 , ¥ 4= R 4,0)1

Puesto queQR=(5,2,3 y OP=(6,2,3 no tienen la misma direccién (sus coordenadas no son proporcionales),
el punto P no esta en una recta paralela a r que pase por O.

3.ANALISIS
Opcién A
2 [z _
1. a)[1,25puntos] Calcular los siguientes limites: lim [mf\/ﬂj \ Iirr(l)(cosx+ sen ))]/X.
Xt 9x° +5x =

b)[1,25 puntos] Obtener.[\j‘/;; x cos(¥ ) dx
2
SOLUCION.

a) C lim [W—m]:f:nm [12X \/7]:” (12%’):4
\ 9x° +5x o

X — +oo X — +oo

. . cosx+senx 1
lim (cos x+ senx
0 X

C lim (cosx+ sen >)J/X =1= e =er x  =(1)
X-0
., cosx+tsenx 1 0" - senk cosx .
lim——=—"=lim———=1 vy, portanto: (1) m(cosx+ sen)(]/x =
x-0 X 0 x-0 1 X -0

b) I xcos(xz)dx:%j 2x cos (X )dx:% se(n 2>)

r( )g) I sens  senx sef 2 cgs)ﬁ sén

X se

J.C xcos (X )dx= =Senx_ 2. 2 = 2 2:cos3—X[BeH)£
e 2 | 2 2 2 2 2 2

2

2. Seaf (x) =2x +sen(2x)

a)[0,75 puntos] Determinar si tiene asintotas de algun tipo.
b) [1,25 puntos] Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y la existencia de extremos relativos.

c) [0,5puntog ¢ Son los puntog :g+ krt con kOO , puntos de inflexion dé(x) ?

SOLUCION.

a) C La funcién es continua por ser suma de dos funciones contingas No tiene asintotas verticales
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sen 2%

2+

2x+sen 2

C Asintotas horizontales u oblicuas:m = Iim ) =lim r( )§ =2- Iim + =2

Xo0o X X -0 X 00 X-o

e sen(29 _
NOTA: lim . =0 pues sef Y= 10 K[

n=1[@[f(x)—mx]:lim[2x+ ser( 2)- 2>}=Xl|’or°1{ seft 2{ que no existe.

Por lo tanto, la funcién no tiene asintotas.

b) f'(x)=2+2cof 2Y= 0 = cof 2k=- 1= 2xTm+ 2K = xg+ Tk (puntos criticos)

f'>0 ‘ f'>0 ‘ f'>0 ‘ f'>0 ‘ f'>0 Entre cada dos puntos criticos, la derivada es
\ \ \ \ siempre positiva por lo que la funcién es siempre
1B/2 B/2 3B/2 5B/2 creciente y no tiene maximos ni minimos.

c) f"(x)=-4sen( 2% = f(g+ h‘[j =-4se(m+ 2k)= (anulan ala segunda derivada)

f"(x)=-8coq 2§ = f"(’—z-[+ Iﬂj =-glcofri+ 2k)= & 0= X =g+ krt son puntos de inflexion

Opcién B

1. Seaf (x) =

X = x2

a) [0,5 puntos] Determinar su dominio.
b) [0,75 puntos] Estudiar sif (x) es una funcién simétrica respecto al origen de coordenadas.

c) [1,25 puntos] Obtener el area encerrada p¢x) y el eje OX entrex =% y X =%

SOLUCION.
a) x-x*=0 = x(1-x)=0 = x=0,x=1= [Qf)=0-{ 0,3

b) f(-x)= d ~#~f(x) = no es simétrica respecto al origen de coordenadas
X

¢) La funcion no se anula por lo que no corta al eje OX. Por tant&= J‘j: 1 > dx=(1)
X =X

1 _A, B _A-Ax+Bx _(-A+B)x+A _ [-A+B=0 = B=1
x=-x% x 1-x x(1-x) X —x? A=1

jx_xde—Ide+Jl_de Inx- In( 1~ ) lnl—x

1

x 1* . 4 1
@ =|In =n—4 -In—4 =In3-In==In3-In1+ In3= 2In3= N9 2,197%
1-x 3 -1 3
4



2. a) [1,25 puntos] Queremos vallar un campo rectangular que esta junto a un camino. La valla del lado del
camino cuesta 5 euros/m y la de los otros tres lados, 0,625 euros/m. Hallar el area del campo de mayor
superficie que podemos cercar con 1800 euros.

X+1 x<-1
b) [1,25 puntog] Calcular para qué valores @g b la funcion { a+ x> -1< x<1 es continua.

(b- x)2 x=1
SOLUCION.
a) Setiene: 0,625x+ § x+ 2y = 1800 = 5,625x 10y 1800=> :y%x: 180- 0,5625»

La funcion que debe ser maxima e$(x) =x [y =180x- 0,5625 X

y f'(x)=180-1125% 0 = x= 16( (valor critico)

ycomof"(x)=-1125< 0 = f(x) es maxima.

Portanto: x=160m , y= 90 = & 14400%

b) Como las funciones que estan definidas en cada uno de los trozos son polinémicas, son continuas. Habra que exigir
la continuidad ex =-1 yenx =1:

C Para que la funcion sea continuaxer -1:  lim f(x)=lim f (x) = lim (x +1)= Iiml(a+ x2) -

X -1 Xo-1" X--1 X

= 0O=at+l => a=-1

C Para que la funcion sea continuaxer1:  lim f (x)=Iimf (x) - lim (—1 +x2) =lim (b-x)* =

X -1 X1

= 0=(b-)* = b-1=0= b=





