Prueba de Acceso a la Universidad. JUNIO 2010.
Matematicas Il.

Instrucciones: Se proponen dos opciones A y B. Hay que elegir una de las dos opciones y contestar a sus cuestiones. La
puntuacion esta detallada en cada una de las cuestiones o en sus distintas partes. Se permite el uso de calculadoras, pe
los resultados, tanto analiticos como graficos, deberan estar debidamente justificados.

OPCION A
a 0 2a
Al. a) Estudiar para qué valores deel determinante de la matria=| 0 a-1 0 | es no nulo. Para=3,
-a 0 -a
obtener el determinante de la mat#éa. (1,5 puntos)
t 12 -1
b) Sean las matriceA=|{2 0|y B:[O 3 1]. Calcular el rango déAB)' . (1 punto)
0 3
SOLUCION.
a) Veamos para qué valores @el determinante es nulo:
a 0 2a a0
|A|=| 0 a-1 0|=-a’@-D+2d(a-3=4& (a 1F o<: '1 luego| A|#0 Daz 0y 1.
a=
-a 0 -a

Paraa=3: |2A|(22E2[12[]]A|= 80912= 14:

(1) Si multiplicamos por un nimero todos los elementos de una linea de una matriz cuadrada, su determinante queda
multiplicado por ese nimero. Al calcular la mat2i& , los elementos de las tres lineas (filas o columnas) se multiplican
por 2. De ahi que el determinante quede multiplicado tres veces por 2.

b) rg(ADEs)T = rg(AEB) pues la traspuesta de una matriz se obtiene intercambiando las filas por las columnas y el

rango de filas y de columnas de una matriz es el mismo.
1 -1 1 -1 0

CalculemosAB=|2 O E(; 2 : ]: 2 4 -2| yobtengamos su rango:
0 3 0 9 -3
1 -1 0
El Unico menor de ordentreses: (2 4 -2|=-12-6+18 0= rg A X .
0 9 -3

1 T
ycomoelmenof2 4‘=4+2=6:er0 = rg(AB) =rg(AB)=2

X2 +2X -0 < Xx<0
A2. Sealafunciénf (x) =1 sen( ax O<x<m
(x-m)?+1 wEX<+ow

a) Calcular los valores depara los cualed (x) es una funcion continua. (1 punto)
b) Estudiar la derivabilidad dé (x) para cada uno de esos valores(1l punto)

c) Obtener j_ol f (x) dx. (0,5 puntos)



SOLUCION.
a) Para quef (x) sea continudlx debe serloex=0yenx=m.

Para que lo sea ex=0 debe ser:lim f(x) = lim f(® < Il'm(>€+2>)= lin{ sed gk = 0=0 = la
X-0" x- 0 x-0 x-0

funcién es continua er =0 [a porque ademas (0)=0.

Para que lo sea en=n debe ser: lim f(x) = lim f(x < lim[ se a)} = Iirﬁ( Xn)2+1J o
- senrd=1 = na=g+2kn = a=%+2k k=0,1,2,..
X2 +2X -0 < Xx<0

b) Para los valores deencontrados, la funcion e$ (x) = ser(g+ 2 k% 0< x=n ylafuncion derivada:

(x-m)?+1 w< X<+

2X+2 Si —0<x<0
, X 1 .
f'(x) = cos(§+ lxj[é5+ 2<j Si K x<m .
2(X—TE) SiT< X<+
f(0)=2 L
Derivabilidad enx=0: 1 = 2#z=+2k par&kO0J = (X no esderivable ew=0.
(0 )=Z+2k 2
2
f (n')=0

= f(X) esderivable ex=n

A3. Encontrar el polinomio de grado dog(x) = aX + bx+ ¢ sabiendo que satisface: & 0 el polinomio vale 2,

su primera derivada vale 4 paxa=1 y su segunda derivada vale 2er 0.
Estudiar si el polinomio obtenido es una funcion par. ¢ Tiene=@ un punto de inflexion? (2,5 puntos)

SOLUCION.

C p(0)=2 = c=2
p"(0)=2 = 22a=2 = a=1

'(X)=2ax+ b (3J=2a
P = POIS2a= | =4 = 2+b=4 > b=2

Por tanto: p(x) = ¥ +2x+2
C p(-X=(-X*+2(-X+2=X-2x 2% p(® = no es una funcion par

C No, puesp"(X)=2 [Ox = notiene puntos de inflexidn (por otra parte, setde una pardbola que no los tiene)
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z+1
2

X+2y=7
y+2z=4

y s=x-1=

w <

A4. Dadas lasrectas: r E{

a) Justificar si son o0 no perpendiculares.(1 punto)
b) Calcular la distancia del punte (16 , 0 () alarecta. (1,5 puntos)

SOLUCION.
a) Obtengamos un vector direccional de cada una de las rectas:
Der: dos puntos de la recta son, por ejendd8,2,) y B(7,0,9 = u=AB=(4,-2,)

Des: v=(1,3,2
i¥=4-6+2=0 = 40OV = r0Os

P7 ok
13 -2 -1
| APxu| |4 2 1| |-d-4-26+8-13- 2| |(-4,-17,-1§

b) d(P,r)= =
) d(P.1) |G| 16+ 4+ 1 J21 J21

16+ 289+ 324: N 629= @D 5,47 u
i Ja V=

OPCION B

j coincide con su opuesta. (1,5 puntos)

X
B1l. a) Estudiar para qué valoresxjda matriz inversa d€5

b) Dos hermanos de tercero y cuarto de primaria iban camino del colegio con sus mochilas cargadas de libros
todos del mismo peso. Uno de ellos se lamentaba del peso que transportaba y el otfg Redijoé te quejas?
Si yo te cogiera un libro, mi carga seria el doble que la tuya. En cambio si te diera un libro, tu carga igualaria a

la mia”
¢, Cuantos libros llevaba cada hermano®l punto)

SOLUCION.
X -2 . -X 2
a) SeaA= 5 la matriz dada. Su opuesta es:A= . .
- -5 x
X
Calculemos su matriz inversa. El determinante de la matriz|e%:| =‘ 5 =-x*+10
-X
_ -X 2
X =2 - -x =5 y -X 2 (e A7 2410 -X+10
A= nlage N nluguink odtho, at=| X +10 —x+1
5 -x 2 X -5 X -5 X
-x*+10 -x+10
-X 2
2 - -X 2
Para queA'=-A = X ;10 X2x+10 =[ c x] = -X+10=1 = xX*=9 = x=%3

-x*+10 -¥+10

b) Seax el nimero de libros que lleva el primero de ellgdas que lleva el segundo. Se tiene:



y=5; x=7

x+1=2(y-1) x-2y=-3 -x+2y=3 N
x-1=y+1 X—y=2 X—-y=2

luego el primero lleva 7 libros y el segundo 5.

2% — X
B2. Seaf(X)=——
9 X=X

a) Calcular el dominio def (x) . (0,5 puntos)
b) Estudiar el crecimiento y decrecimiento ééx). (1 punto)
¢) Analizar las asintotas dé(x) y calcular las que existan. (1 punto)

SOLUCION.

a) Por tratarse de una funcién racional:
D(f)=0 -{ x00 /¥ -x=0}=0-{ x00 /¥ (@-%=0}=0-{ 0,1}

b) El crecimiento y decrecimiento de una funcién depende del sigrfd (@@ :

(4x—1)(x2— x3)—(2x2— >§(2x—3>%) X[ (4x=1)(1- %) - (2x= (2 ¥] _

f'(x)= =
(x2 =) x* (1-%)*
CAX—AX =1+ x— Ax+ BX + 2= 3x_ 2% — 2%
x2 (1- x)° X2 (1- x)°
. " . . ) 2+,/4-8
El denominador es positivdl x . Estudiemos el signo del numerad@x” -2x+1=0 = X :T .

Observamos que el numerador no cambia de signo 2xfue 2x+ 1> 0
Por tanto, la funcion es creciente.

C) C Asintotas verticales: puedenseke0 y x=1.

2 x(2x-1 -
x=0: lim f(x)= |I’m22( ?zQ:IImM:Iim 2x1 =0 = x=0 es una asintota vertical de la funcion.
X0 x-0 X% = X 0 x-o0 xz(l— X) XﬂOX(l— X)

Estudiemos la posicion de la grafica respecto a la asintota:

] 22X =x . 2x-1 o 22X =X 2x-1

lim f(x)= lim———= lim =40 ;  lim f(X) = lim—; = lim =—0co0
Xo 0 o0 X2 =X x-0 x(l— x) X 0" xo0 X2 =8 x-0 x(1— x)

. I G ] . L
x=1: lim f (x) = lim— =o = X=1 es una asintota vertical de la funcién
X-1 X-1 X — X3

Estudiemos la posicion relativa de la gréafica respecto a la asintota: A

lim 0= lim2 v lim £ (9= lim2 %= e ]l )
x-1 x-1 X2—X3 ' x-1" x-1" X2—X3

C Asintotas horizontales u oblicuas:

2x% = X 2% - x . — -

f(x)= =0+ = y=0 es una asintota horizontal. < » y=0

W= 7Y —
Posicién de la curva respecto a la asintota:

2 _ 2 _
lim 2" X20 ; im X X0 [
x=mm X=X x—tm X7 =X Y
x=0 x=1
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B3. a) Hallar el area encerrada entre la cugva X’ -3x y larectay = x. (1,25 puntos)

Inn
b) Calcular lim Lnr; . (1,25 puntos)
x-« | In(7n%)

SOLUCION.

a) Construimos la funcién diferencia de ambas funcioné$x) = x> —4x y calculamos el area limitada por esta
funcién y el eje OX:

XX-4x=0 = x( x"—4)= 0 = x=0,x=-2,x= 2z (puntos de corte dé¢ (x) y el eje de abscisas). Se tiene:

RPN IV o

Inn Inn . 2Inn " 2Inn-In7-2Inn . =In70nn

_( 2Inn , 2Inn o i (A (2R (0T

b) ||m : — ||m :1 —e In7+2Inn =" In7+2Inn e In7+2Inn -
n-« { In(7n%) n-o {In7+2Inn

:|0—4+8|+| 4—- 8- q: 8&

-In70nn -
lim [ ] 7 1 1 7
— en‘w 2Inn —e 2 = e Inﬁ - = =

B4. a) Calcular la ecuacion del plano que pasa por los pufitos,), (3,-2,2 'y es perpendicular al plano
n=2x-y-z=0. (1,75 puntos)
b) Estudiar si los vectoreg=(1,-1,-1), b=(0,1,9), ¢=(0, 0,3 son linealmente independientes.
) (0,75 puntos)
SOLUCION.

a) El plano esta definido por el punfb, 1,1 y los vectoresi =(2,-3,1) y v=(2,-1,- 1) normal al planon::
x-1 y-1 z-1

La ecuacién del planoes: | 2 -3 1|=0 = X-3F2+22- 22 & 6 2 2x % 0=
2 -1 -1

= A4AXx+4y+4z-12=0 - x+y+2z-3=0

1 -1 -1
b) 0 1 1|=1#£0 = los vectores son linealmente independientes.
0 0 1





