Prueba de Acceso a la Universidad. SEPTIEMBRE 2013.
Matematicas I1.

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se sefiala la puntuacién
maxima.

»

OPCION A

A. 1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

Ax+4y+12z=0
2x +y+ 42z= 1
AXx+y+6z=0

a) (1 punto) Determine los valores de A para los que el sistema de ecuaciones tiene solucidn tnica.

b) (1,5 puntos) Resuelva el sistema, si es posible, cuando A = 4y cuando A = 0.

SOLUCION.
A4 1210
a) Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, B, son: 2 1 4 | A
A1 6|0

El sistema tiene solucién Unica cuando rgA=rgB=3. Estudiemos el rango de A para los distintos valores del
parametro:

[any
N

A
2
A

I

4 |=BAL+160+24—-12).—41—-48=61-24=0 = A=4 = el sistema tiene solucién Unica v A=4.
6

b) - Para x=4: rgA=2 pues el menor

12 P . .
4= 420 . Orlemos este menor con los términos independientes para ver

cudl es el rango de la matriz ampliada:

4 12 0
1 4 4|=48-96=0 = rgB=3 = rgA=rgB = el sistema es incompatible, no tiene solucion
1 6 0

- Para A =0, el sistema es compatible determinado. Puesto que se trata ahora de un sistema homogéneo, la Unica
solucidn es latrivial: x=y=z=0

A. 2. a) (1,25 puntos) Estudie la posicion relativa de los planos:
m2x+3y—z=1
x=A+u
nly=1—yp
z=—-14+21+pu
b) (1,25 puntos) Encuentre la recta que pasa por el punto P = (0,1, 1) y es perpendicular al plano

7’. Escriba la ecuacion de la recta como interseccion de dos planos.

SOLUCION.
1 1 X

a) Escribamos el plano ' en forma general: 0 -1 y-1|=-z-142y-2+2X-y+1=2x+y-z-2=0
2 1 z+1



. . 2x+3y—-z=1 .
En el sistema formado por las ecuaciones de ambos planos { y se tiene:

rgA=rgB=2 = los planos
2X+y—-2=2 g g P

se cortan en una recta.
b) Larecta queda determinada por el punto P(0,1,1) y un vector normal al plano =': ni=(2,1,-1).

., . X y-1 z-1 X=2y-2 X—-2y+2=0
Su ecuacion continua es: —_—=—=— = =1
2 1 -1 -X=2z-2 X+22-2=0

A. 3. Sea la funcion:

(x + 2)?
=
x“+4x+3
a) (0,5 puntos) Determine su dominio de definicion.

b) (1 punto) Encuentre las asintotas que tenga esa funcion.

c) (1 punto) Considere ahora la funcion:

_{x+2)f
=53

Encuentre sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos relativos, si
existen.

SOLUCION.

Pk

a) f(x) esuna funciénracional: f(x)= %) Su dominioes D(f)=R—-{xeR/Q(x)=0}.

—4J_r~f16—12 -4+ X =-3
Tenemos: x?+4x+3=0 = x= = 4—2=<: = D(f)=R-{-3,-1)
2 2 x=-1
s . 22 22
b) - Asintotas verticales: x=-3 y x=-1 pues lim EX+7):OO lim £x+7):oo
x>3 X°+4x+3 x> X +4X+3
) 2)? 2V
Ademss: fim D y lim (xr2y

x>-3" X% +4X+3 x>-3" X +4X+3

jl\
(x+2)2 A\

2
) (x+2) .
x>-1" X" +4X+3 x>-1" X°+4X+3

AL
W

2
- Asintota horizontal:  y=1 pues lim wzl
x>0 XT 44X +3
2 2
Ademas:  lim wzl* ; lim wzl+ f \
x> X% +4X +3 ot X% 44X +3 \ \

0 g,(X):2(x+2)(x+3)—(x+2)2 (x+2)[2x+6-x-2] (x+2)(x+4)

(x+3)2 (x+3)2 (x+3)2

=0 => x=-2,x=-4

‘< 0 ‘
Se tiene: | 8 O &0
-4 -3 -2
Es decir: la funcion es creciente en (—«,—4)U(-2,+) y decreciente en (—4,-3)U(-3,-2)

- Los posibles puntos de maximo o de minimo relativos son los de abscisas x=-4 y x=-2.En x=-4 la funcion

tiene un méaximo relativo puesto que es creciente a su izquierda y decreciente a su derecha y en x=-2 un minimo
relativo porque es decreciente a su izquierda y creciente a su derecha.
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A. 4. a) (1,25 puntos) Calcule:

e 1
]
fz 2T —dx+2

b) (1,25 puntos) Determine el limite:

" 1+ 2In(x) + [ln(x)]2
vt x[1 + In(x)]

SOLUCION.

a) 2x*—4x+2=2(x-1).

-1
Obtengamos una primitiva de la funcion: j%dx:j ! . dx:lj' (x-1)" dx:l(x_l) 1
22 —4x+2 2(x-1) 2 2 A 2(x-1)
3
Se tiene entonces: j3 . 1 k= ! :(_Ej_[_l]:_l 2_1
2 2x% —4x+2 2(x-1) , 4 2 4 4 4
2
b) lim L+2In(9+[In (x) ==, Apliquemos la regla de L’Hopital:
e X [+ In(x)] ©
2 1 2[1+In(x)] 1
L+ 260 +[InGOJ L PRl m — X _ jim 2L+INO] o A
X+ X[1+|n(x)] X+ [1+|n(X)]+X1 X+ 2+|n(x) xa+wx[2+|n(x)] © X+ [2+In(x)]+x1
X X

2

) » ) 2
= lim =Ilim —— =
x>+ 34In(x) o= x[3+In(x)]

2_
o0

OPCION B

B. 1. Sean Ay B las dos matrices siguientes:
-2 1
_(a 1 0 _
4=(g 1 1) B‘(O 1)
3 a
a) (1 punto) ¢Para qué valores de a existe la inversa de AB? ¢Y la de BA?

b) (1,5 puntos) Encuentre la inversa de la matriz:

2 3 3
C= (2 4 3)
2 3 4

Compruebe que cuando la matriz encontrada se multiplica por la izquierda por C, se obtiene la

identidad.
SOLUCION.
-2 1 -2 1 -2a -1 1
aloao —2a a-1 alo
a) AB:( ) 0 -1 :( J ; BA=| 0 —1-( j: 0 -1 -1
011 3 a-1 011
3 a 3a a+3 a



3
—2a a-1 1+,1+24 =—=
: ——2a’+2a-3a+3=-2a’-a+3=0 = a=7+=E<I 4773
3 a-1 -4 4
a=1
Por tanto, 3(AB)" Va= —g yl
-2a -1 1
0 -1 -1|=2a"+3a+3a-2a>-6a=0 va = Noexiste lamatriz inversade BA para ningin valor de a.
3a a+3 a
2 3 3
b) [C|=|2 4 3|=32+18+18-24-24-18=2
2 3 4
2 33 7 -2 2 7 -3 -3 > .
adjunta H traspuesta H t inversa -1 (AdJ C)
C=|2 4 3| 2, (AdjC)=|-3 2 0| —=&=t, (AdjC)'=|-2 2 0 Cr ==
2 3 4 -3 0 2 -2 0 2 ‘ ‘
7/2 -3/2 -3/2 2 3 3) (7/2 =32 =32 (1 00
=l -1 1 0 c-C'={2 4 3|-|-1 1 0 |=|0 1 0] luego, en efecto, se cumple.
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 0 01
B. 2. Dadas las rectas:
2

L Xx=1  y-=2 z
e === = = O k+0
{x —y—z=0
&5
2x—y=1
a) (2 puntos) Estudie las posiciones relativas de las rectas segtin los diferentes valores de k .
b) (0,5 puntos) éExisten valores de k para los que las rectas son perpendiculares?

SOLUCION.

a) u=(k,2,-1) esun vector direccional dery P(1,2,0) un punto de la misma.

Busquemos un vector direccional de s:

—y—-7=0 =X— =X—-2X+1=-x+1 A(0,-1,1
X=y-z o = \Y ZEXmaX X = dos puntos de s: ( )
2x-y=1 y=2x-1

V=AB=(1,2,-1
y=2x-1 B@1,1,0) ( )

- Si k=1: U|lv = rysson coincidentes o paralelas. Como P¢gs pues sus coordenadas no verifican las ecuacio-
nes de s, las dos rectas son paralelas.

- Si k=1: las rectas se cruzan o se cortan. Consideremos un vector de origen en r y extremo en s: PTS=(0 ,—1,0) y

veamos si los vectores @, v y PB son linealmente dependientes (las rectas se cortan) o independientes (las rectas se
cruzan):

k 2 -1

1 2 -1|=1-k=0 vk=l = los vectores son independientes y por tanto las rectas se cruzan.
0 -1 0

b) Las rectas son perpendicularessi i-v=0 < k+4+1=0 = k=-5
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B. 3. a) Considere las funciones:
fO=x*+1 y gx)=3-=x
(0,5 puntos) Determine los puntos de corte de esas dos funciones.
(1 punto) Determine el area encerrada entre esas dos funciones.

b) (1 punto) Determine, si existen, los maximos y minimos relativos, y los puntos de inflexion de
la funcion:

h(x) = x6 + 2.

SOLUCION.
a) - Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones de ambas funciones:

=x? -1+ -1+ X=-2 -2,5
y=x"+1 = 3-x=x*+1 = X’+x-2=0 = x= 1y1+8 1_3:<: = )
2 2

y=3-X x=1 = (1,2)
- Consideremos la funcién diferencia:  d(x)=g(x) —f(x) =3-x—-x?-1=—x?—x+2
: X x? ' 11 8 1,9
Tenemos: A=[ (X’ —x+2)dx=|-"-—"-+2x =(—7—7+2)—(7—2—4J=—3—7+8=7u2
-2 3 2 » 3 2 3 2 2
b) - Maximos y minimos relativos:  h'(x)=6x>=0 = x=0 (posible punto de maximo o de minimo)
h"(x)=30x*: h"(0)=0 ; h"(x)=120x°: h"(0)=0 ; h"(x)=360x*: h"(0)=0
hY(x)=720x: hY(0)=0 ; h"(x)=720>0

Como la primera derivada que no se anula es de orden par y es positiva, en x=0 h(x) tiene un minimo relativo.

La funcidn no tiene puntos de inflexion pues en x=0 que anula la segunda derivada, ya sabemos que hay un
minimo relativo.

B. 4. a) (1,25 puntos) Usando el cambio de variable t = e*, calcule:

ex
f—l gy dx

b) (1,25 puntos) Calcule:

x — 1
lim ( )
x>+ \x¥ + 1
SOLUCION.

a) t=¢* = dt=e*dx

e -1|+K

[ ax=[ % idt:j[1+ijdt=t+ln\tfl\+K=ex+In
1-e 1) t-1

x+1 -2
F e
-2 x+1

NG NG I \F
b) lim (X—lj _17 = lim (1+X—1—1) :Il’m(l+LXlJ _ lim (1+—le — Iim 1+i1 -





