Universidad PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE DE 2015

Za ragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS II
TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se sefala la puntuaciéon
maxima.

OPCION A

1. (3 puntos)

a) (2 puntos) Sea A un parametro real cualquiera. Determine para qué valores de A el sistema de
ecuaciones que aparece a continuacion es compatible determinado, compatible indeterminado o
incompatible:

2Ax =2y — Az =2
Ax—y+z=5
3BMx+4y+A—-1)z=21-5

b) (1 punto) Determine la inversa de la matriz:
1 2 3
M=|1 1 0
1 2 0

a) Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, B, son:

SOLUCION.

20 -2 A
A -1 1
3 4 A-1|A-5

Veamos para qué valores del parametro el rango es el maximo:

2 -2 A

A -1 1 [=-2N+2A—4K —6A—3N +2N -2A-8A=-7X'-14A=0 = -7A(A+2)=0 = {;‘_:_02
3 4 A-1
"Para A0 y A=—2: rgA=rgB=3=n2 deincégnitas = sistema compatible determinado.
0 -2 0|2
* Para A=0: 0 -1 1 5
0 4 -1|-5
> 0 -2 0 2
Como el menor B 1‘:—27&0 = rgA=2 ycomo|-1 1 5 |=10+2-8-10=—6#0 = rgB=3
4 -1 -5
Puesto que rgA#rgB = el sistema es incompatible.
-4 -2 2 2
* Para A=-2: -2 -1 1 5
-6 4 -3 |-7
-2 2 2
Como el menor 1 _13 =3-4=-1#¥0 = rgA=2 ycomo|-1 1 5 |=14+6+40-8-14-30=35=0
4 -3 -7

= rgB=3. Puestoque rgA=rgB = el sistema es incompatible.



1 2 3
b) Como |[M|=1 1 0|=6-3=3%0 = 3IM. Calculemos entonces M™":
1 2 0
1 2 3 0 0 1 0 6 -3
M=|1 1 O M)_) (AdJM): 6 -3 0 Ma_) (AdJM)t: 0 -3 3 Inversa
1 2 0 -3 3 -1 1 0 -1
2 -1
L (Adjm)
—S> M == -1 1
[M]
/3 0 -1/3
(*) Matriz adjunta:
10‘ 10‘ 11 ‘23‘ 13‘ 12‘
M, = = ’ 2 = = ’ 13 = =1, M,=- = , b, = =3, M,=- =
20 10 12 20 10 12
M—23—3 |v|—13—3 M—lz—l
31*1 0*_ ’ 32*_1 0* ’ 33*1 1*_

-1 ..
Comprobemos que, en efecto, M~ es la matriz inversa de M:

12 3)(0 2 -1 100
M-M'=[1 1 0|-/0 -1 1 |=|0 1 0=l
120)(13 0o -1/3) (0 0 1

2. (2 puntos)

a) (1 punto) Sean il y ¥ dos vectores que satisfacen que |i| =5, |¥| =2y u.v = 10. Determine
UX 7.

b) (1 punto) Considere las rectas siguientes:

TM{Zx—y:O '{x+by=3
"lax—2z=0 ) y+Z=3

1) (0,5 puntos) Determine los valores de a # 0 y b # 0 para que las rectas sean paralelas.

2) (0,5 puntos) éExisten valores de a # 0 y b # 0 para que las rectas sean coincidentes?

SOLUCION.

a) u-v=|u|-|V|-cosa = cosa=£=£=l = a=0° = U |V = uixv=0
[Gf-|v] 52

b)

1) Obtengamos un vector direccional de cada recta. Para ello, obtengamos dos puntos de cada una de ellas:

{2x—y=0 {y=2x Parax=0:y=0,z=0 = 0(0,0,0)
r: = =

= u=0B=(1,2,a)
ax—z=0 z=ax Parax=1:y=2,z=a = B(1,2,a)
.. Xx+by=3 - x=3-by - Paray=0: x=3,z=3 = P(3,0,3) - V:@:(—b,l,—l)
y+z=3 z=3-y Paray=1: x=3-b,z=2 = Q(3-b,1,2)
(s o 0|V e —=2=2 = a=2,b=-2
b 1

2) No. Para que asi fuera, todos sus puntos deberian ser comunesy, por ejemplo, el punto O(O ,0, 0) que
pertenece ar es evidente que no pertenece a s pues no verifica su ecuacion.



3. (5 puntos)

a) (2 puntos) Usando el cambio de variable t = e”*, calcule:

J

b) (1,5 puntos) Determine el limite siguiente:

e3x

—_d
e2* 4+ 3eX + 2 x

cos(x)

1 )W(x)

i (e
x-m/2\1 — sen(x)
c) (1,5 puntos) Determine la ecuacién de la curva f(x) sabiendo que la recta tangente en x = 3 es

y = 9x — 13 y la derivada segunda verifica que f"(x) = 4, para cualquier valor de x.

SOLUCION.
dt dt
a) €=t = e'dx=dt = dx=—=—
e
3x 3 3
. e t dt t
Se tiene: j = - :_[ 5 ~—:I S 5 dt=
e’ +3e* +2 T +3t+2 t T +3t°+2t
t 4+ 3t%+ 2t . ,
3t +2t 3t° +2t
£-3t-2t 1 :J‘ 1-————— dt:t—ja—zdt:(l)
- 5 t+3t° +2t t° +3t° +2t
—-3t" -2t
Resolvamos la ultima integral:
—3+49-8 -3%1 t=-1
£+3% +2t=t (" +3t+2)=t(t+1)(t+2 ?+3t+2=0 = t= = =
( )=t(t+1)(1+2)  / 2 — << .,
3+2t A B C CA(t+1)(t4+2)+Bt (t+2)+Ct(t+1) AL +2At+At+2A+Bt* +2Bt+Ct" +Ct
4+30°+2t t t+1 t+2 t(t+1)(t+2) £ +3t° +2t
) A+B+C=3 A=0 A=0
(A+B+C)t? +(3A+2B+C)t+2A 342t -1 4
= 3 5 3A+2B+C=2 = -B-C=-3 = B=-1 = - d _ 4
T +3t7+2t 43t +2t t+1 t+2
2A=0 2B+C=2 C=4
4
3t° +2t dt dt t+2
[ dt=—] =44 - =—In|t+1|+4In| t+2|=In (t+2).
t°+3t% +2t t+1 t+2 t+1
4 X 4
(t+2)' | [(e+2)
Por tanto: (1)=t=In =e'—In | ——— |+C
t+1 e +1
cosx 0
1 senx 1 1
b) L=lim | —— =| —— | = que esunaindeterminacién.
X%‘ 1-senx 1-1
Cos X COSX
. . X ; 1 senx ; 1 senx
Apliquemos logaritmos neperianos: InL=In|lim | —— =lim |In =
x_% 1-senx X—% 1-senx
; COSX 1 , | cosx , | —cosx-In(1—senx .| —In(1-senx
=lim In| ———— ||=lim -(Inl—ln(l—senx)) =lim ( ) =lim ¥
x-T | senx 1—senx x-T | senx - senx o tagx
COSX
L .| 1—senx cos’x 0
Aplicamos la regla de L’'Hopital: =lim| —— |= —=—=
s

X—>—

cos’ x




: A _ 3cos’x(-senx)
Aplicamos de nuevo la regla de L’'Hépital: =lim ——————~=Iim (3cosx-senx):0 = InL=0 = L=1
ol —CosXx o>l
2 2

c) f'X)=4 = f'(x):I4dx:4x+C = f(x):f(4x+C)dx:2x2+Cx+D

La pendiente de latangente m=9 esiguala f'(3): 12+C=9 = C=-3 = f(x)=2x"-3x+D
El punto de tangencia es comun a la curva y a la tangente:
x=3,y=27-13=14 = (3,14)ef(x) = f(3)=18-9+D=14 = D=5

La ecuacién de la curva es entonces: f(x)=2x —3x+5

OPCION B

1. (3 puntos)

a) (2 puntos) Sea A un pardmetro real cualquiera y considere la matriz y vector siguientes:

3 0 A X
A 0 3 z
1) (1 punto) éPara qué valores de A existe la matriz inversa (A — 2I)~!, siendo I la matriz
identidad de orden 3?

2) (1 punto) Si A = 0, encuentre los valores de x,y, y z que satisfacen la ecuacion

1
donde b = <y>
1

b) (1 punto) Sean F;,F,y F;la primera, segunda y tercera filas, respectivamente, de una matriz M
de orden 3 X 3 cuyo determinante es —2.

AX=2X+b

Calcule el determinante de wuna matriz cuyas filas primera, segunda y tercera son,
respectivamente: 5F; — F3,3F; y F,.

SOLUCION.
3.0 A)(200) (1 o0 A
a) 1) A-21=|-5 -A -5|-|0 2 0|=|-5 -A-2 -5
Ao 3)loo2){(r 0o 1
1 0 A
|A-21|=|-5 -A-2 —5|=-A-2-N(-A-2)=N+2K¥-A-2=0 = A=-2,A=-1,A=1
A0 1
1 2 1 Portanto, 3(A-2)" VA%-2,-1,1.
1 1.3 2

|132|L

N+3A+2=0 = A=

3+J9-8 —3+1 J A=
2 T2 A=-2




3 0 O X X 1 3x 2x+1 3x=2x+1

2) AX=2X+b < |-5 0 -5 |y|=2y|+|y| & |-5x—5z|=| 3y = < 5x+3y+5z2=0 =
0O 0 3 z z 1 3z 2z+1 3z=2z+1
10
= x=1,z=1,y=——
3
F o | o |5 R
b) Se tiene: Fl=-2 = |R|=2 = [3R|=30 = 3F, |=30
F3 FZ FZ FZ

Propiedades aplicadas:

(1) Si se permutan dos lineas, el determinante cambia de signo. En nuestro caso, se permutan las filas segunda y tercera.

(2) Si los elementos de una linea se multiplican por un nimero, el determinante queda multiplicado por dicho nimero. En nuestro
caso, la primera fila se multiplica por 5 y la segunda por 3 por lo que el determinante queda multiplicado por 15..

(3) Si a una linea se le suma una combinacidn lineal de las paralelas, el determinante no varia. En nuestro caso, a la primera fila se
le suma la segunda multiplicada por —1/3.

2. (2 puntos)

a) (0,75 puntos) Sea a un parametro real cualquiera. Dados los planos:

m:3x+ay+2z—10=0, y mix=y+az—5=0
¢Existen valores de a para los que los planos sean paralelos?
b) (1,25 puntos) Encuentre la ecuacion de la recta paralela a la recta interseccién de los planos:
m:3x+2y+z=10, vy m:4x—-2y—8z=10
que pasa por el punto (1,1,0).
SOLUCION.
a) Los planos son paralelos si sus vectores normales tienen la misma direccién.

n=(3,a,2) esunvector normal al plano t y i'=(1,—-1,a) loesal plano r'.

. = 3 a 2 s N - .
i1 || n' < n || n' < I:—lz— y no existe ningun valor de a para el que se verifiquen las igualdades. Por
a

tanto, los planos no son paralelos.

b) Obtengamos un vector direccional de la recta dada como interseccién de planos. El vector u=nxn' producto
vectorial de los vectores normales a my ' tiene la direccidn de la recta interseccién y de cualquier paralela a ella:

n=(3,2,1) , n'=(4,-2,-8)

i j k
U=nxA'=[3 2 1 |=-16i+4j-6k-8k+24j+2i=-141+28]j-14k=(-14,28,-14) || (-1,2,-1)
4 -2 -8
L. . x-1 y-1 1z
La ecuacion (en forma continua) de la recta buscada es entonces: —1272—1



3. (5 puntos)
a) (3 puntos) Sea

f(x) = x2et/**
1) (0,5 puntos) Determine el dominio de f(x).

2) (1,5 puntos) Determine, si existen, las asintotas de f(x).

3) (1 punto) Determine, si existen, los méximos y minimos relativos de f(x).

f ((x \_/;1)2 N lnx(;c)) dx

1) Dom(f)=R—{0}. Se trata de una funcién par, simétrica respecto al eje OY.

b) (2 puntos) Calcule:

SOLUCION.

a)

2) = Asintota vertical: x=0

/ o ,(_2)

1/x 3

pues limf(x)=lim (xz-el/x ):O~oo:I|'m € _%_ (reglade L'Hbpital) lim —— %/
1 o0 x—0 2

=lim e¥*
x—0 x—0 x—0 x—0
X’ X3
= Asintota oblicua: y=mx+n
) e e , . .
m=Ilim —=Iim =lim (x-e ):oo = no tiene asintotas horizontales.
X—0 X X—>0 X X—>00
2 2 2 2 1 1
3) f'x)=2x-e¥" +x*-e -(——sjzzel/ [x——jzo = x--=0 = x*-1=0 = x=-1, x=1
X X X

X X3

2 2 o 2 —x"+1 o =2+%°
f.-(x,zz{evx .(__s}el/x .u}ﬂem 24X 4x
X

f"(—l)zZe-ﬂ

=8e>0 = x=-1 minimorelativo: (-1,e)

Por la simetria respecto a OY, en x=1 la funcién tiene también un minimo relativo: (1 , e)

b) |=J. [(X:/;)z +|:_2X] dx:J. (X\};)z dX+I I)r:—ZXdX=|1+|Z =(1)

2 2 2
'FJ(X:;) dx = |x=t2 = dx:2tdt| zjQltdtzzj‘(t4—2t2+1)dt:§_£+2t+clz
X
2
5

Inx Inx 1 Inx 1
- D
X dx X X X X
C|V=—2 = V=——

X X
2 4 | 1
Por tanto: I:I1+I2:gxzx/;—gx\/;+2\/;—ﬁ——+c
X X





