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X=3-2\
. 2Xx—-3y+2-2=0
Considera las rectas r= y Ss=qy=—1+A .
—3X+2y+2z+1=0
Z=—-2+2\
a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P=(1,0,-5).
b) Calcula el seno del angulo que forma la recta r con el plano n=-2x+y+2z=0.

MATEMATICAS Il. 2021. JUNIO. EJERCICIO 7

RESOLUCION

a) El plano tiene como vector normal el vector director de la recta (—2,1,2), luego, su ecuacion
seré:
—-2X+y+2z+D=0

y, como debe pasar por el punto P=(1,0,-5), se debe cumplir:
~2.140+2-(-5)+D=0=D=12
Por lo tanto, el plano pedido tendra de ecuacion: —2x+y+2z+12=0
b) Calculamos el vector director de la recta r
P
2 -3
-3 2

= —6i—-3]+4k—9k—4j—2i =—8i—7j -5k

N X

Aplicamos la férmula del angulo de recta y plano.

|u, - A+u,-B+u,-C] |-8-(-2)-7-1-5-2| 1

seno = = =
\/ulz +u+u7 VA2 +B2+C? \/(—8)2+(—7)2+(—5)2 -\/(—2)2 +1%+22 (1242

=0'0283
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X+3 y+4 z-
===

cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

MATEMATICAS II. 2021. JUNIO. EJERCICIO 8

Larecta r= 3 y la recta s, que pasa por los puntos P(1,0,2) y Q(a,1,0), se

RESOLUCION

Xx=1+(a-1t
Calculamos la recta s en paramétricas: PQ = (a-11-2)=>s=:y=t
71=2-2t

Si las rectas se cortan, cualquier punto (1+(a-21)t,t,2—2t) de la recta s tiene que verificar la
ecuacion de la recta r, luego:

=a=2;t=-2

1+(a—1)t+3_t+4_2—2t—?>:> 1+(@a-Dt+3=t+4
2 2 3 3t+12=4-—4t—6

Luego para a=2, las rectas se cortan.

El punto de corte sera: (1+(a—1)t,t,2—2t) =(-1,-2,6)
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Considera el punto P =(1,2,6) yel plano t=2x—-y+z=0
a) Halla las ecuaciones de los planos paralelos a © cuya distancia a éste sea \/E unidades.

b) Halla el simétrico del punto P respecto al plano =« .
MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 1. EJERCICIO 7

RESOLUCION
a) Los planos paralelos a = tienen de ecuacion: 2x—y+z+D=0

Aplicamos la formula de la distancia de un punto a un plano, eligiendo un punto del plano =, por
ejemplo, A(0,1,1)

2.0-11+1.1+D| |D| D=6
Ol /§=pj=6>
\/22+(_1)2+12 '6 —D:6:>D:_6

Luego, los planos son: 2x—y+z+6=0 y 2x-y+z-6=0

b) P

P’

Calculamos la ecuacion de la recta que pasando por el punto P es perpendicular al plano. Como la recta
es perpendicular al plano, el vector director de dicha recta y el vector normal del plano son paralelos,
luego: Vector normal del plano = vector director de la recta = (2,-1,1).

X=1+2t
La ecuacion paramétrica de la recta sera: ¢y =2—t

=6+t
Calculamos las coordenadas del punto de interseccion de la recta con el plano (M); para ello
sustituimos la ecuacion de la recta en la del plano: 2-(1+2t)—(2-t)+(6+t)=0=>t=-1
Luego, las coordenadas del punto Mson: x=-1;y=3;z=5

Como el punto M es el punto medio del segmento P P’, si llamamos (a,b,c) a las coordenadas del punto
P, se debe verificar que:

a;lz_kba:_g;E%£:&3b:4;£§§:5:m:4

Luego, el punto simétrico es el P'(—3,4,4)
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X==A
Considera los puntos B(-1,0,—1) , C(0,1,—3) ylarectardadapor r=<y=1+2A.
z==-1+A

a) Calcula un punto que esté en r y equidiste de By C.
b) Siendo D(1,—-1,—-2), calcula el &rea del triangulo con vértices en los puntos B,Cy D.

MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 1. EJERCICIO 8

RESOLUCION

a) Un punto genérico de larectaes A(—A,1+2%,—1+1)

Calculamos los vectores: KB =(-1+A,-1-2%,-0); A%C =\, -2\, —2-1)

Como la distancia es la misma, entonces:

—

B

—

AC

= (F1+0) 2+ (-1-20) 2+ (1) = A2+ (-20) 2+ (-2-2)2 =

SA+ A2 =20 +1+ A0+ AN+ AP = AP+ AN + 4+ A+ = 20 +2=0=> A =1

Luego, el punto Aes: A=(—A,1+2A,—-1+A)=(@,-1,-2)

b) Calculamos los vectores: DB = (-2,1,1) ; DC =(-1,2,-1)

Aplicamos la formula que nos da el area del triangulo:

SZ%|D—>B/\D_)C|=

—

K
J27
:%médulo 2 1 =%médulo(—3,—3,—3)=%\/(—3)2+(—3)2+(—3)2 T

-1

N P o
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Considera el punto P(1,0,1) yelplano n=x—y+z+1=0
a) Halla el simétrico del punto P respecto al plano =« .

b) Halla la distancia del punto P al plano = .
MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 2. EJERCICIO 7

RESOLUCION

P(1.0.1)

Con el vector normal del plano n= (4,—1,2) y el punto P, calculamos la recta que pasa por P y es
perpendicular al plano.
Xx=1+t
r=qy=-t
z=1+t

Calculamos el punto M, punto de corte de la recta con el plano
1-1+t)-1-(-t)+1-1+t)+1=0=3t+3=0=t=-1

Luego, el punto M es: M =(1-1,—(-1),1-1)=(0,1,0)
Calculamos las coordenadas del simétrico

0 o O=l+a=a=-1
:(0,1,0)=(1’ ,1)+2(a, 'C):> 2=0+b=b=2

O=1+c=>c=-1

f - PQR”

Luego, el punto simétrico es P'(-1,2,-1)

b) La distancia es el médulo del vector PM = (-11,-1)

d(P,m) :‘PK/I ‘ = (1) +(2) +(-1)° =J3=1'73u
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Considera las rectas r =

X—2 z {x+2y=3

=y-l=—Ys=
-2 y —2y 2y+z2=2

a) Estudia la posicion relativadery s.
b) Calcula, si es posible, el plano que contienearys.
MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 2. EJERCICIO 8

RESOLUCION

a) Pasamos las dos rectas a paramétricas

) X=2-2t
r=rSoy-l=Soiy=let = ARLO) §U=(-21-2)
- - z=-2t
ov=3 X=3-2\
X+2y= -
s=1 YT o 0yon =B=(302); v=(-21-2)
2y+z2=2
z2=2-2\

Las rectas son paralelas, ya que tienen el mismo vector director. VVamos a ver si son coincidentes

Vemos que el punto A(2,1,0) de la recta r no pertenece a la recta s ya que:

X+2y=3 2+2#3
s= =
2y+z2=2 2+0=2
Luego, las rectas son paralelas

b) El plano viene determinado por el punto A y los vectores u =(-2,1,—-2) y AB = (1,-1,2) , luego:

x-2 -2 1
y-1 1 -1|=0=>2y+z-2=0
z -2 2
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— X—y+z=2
Considera las rectas r E§=i2=2_1 y SE{ y+
3IX—y—-z=-4

2 1

Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estén en las rectas r y s, calcula su area.
MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 3. EJERCICIO 7

RESOLUCION

Las rectas r y s, seran paralelas, luego si calculamos la distancia de un punto de la recta r a la recta s
tendremos el lado del cuadrado.

r= X Y*2 271 0-21)u=(12])
1 2 1
5 X=-3+t
X—y+z= “
s=1 Y —Jy=—542t=B=(-3-50):v=(121)
X—-y—z=-4 Lt

Calculamos el vector que va desde el punto A a un punto genérico B = (-3+t,—5+2t,t) de larectas:

AB = (—3+t ,—3+2t,t —1) . Este vector tiene que ser perpendicular al vector V =(12,1), luego:

KB-V:O:-3+t—6+4t+t—1=0:>t=g

El lado del cuadrado sera el modulo del vector AB

KB=(—3+t,—3+2t,t—1):[—%,%,%):

T

2
Luego, el area del cuadrado sera: Area=12= [\/ZJ I u®=2'33u’
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x=1+A 9723
_ X—y+2z=
Consideralasrectas r=<y=1+A ySE{ y
X+2=2
Z=2+mA

a) Estudia la posicion relativa de r y s segun los valores de m.
b) Para m=1, calcula el coseno del &ngulo que forman las rectas ry s
MATEMATICAS I1. 2021. RESERVA 3. EJERCICIO 8

RESOLUCION

a) Calculamos un punto y vector director de cada recta.

X=1+A
r={y=1+12 =A=(112); u=(11Lm)
Z=2+mA
X=2-t
E{x—y+22=3:> y=-1+t=B=(2,-10) ; v=(-111)
X+2=2 M

Calculamos el rango de la matriz formada por los vectores G:(l,],m) ; \7=(—1,L1)
AB = (1,—2,-2) segun los valores de m

1 1 m
-1 1 1{=—2+1+2m-m-24+2=m-1=0=>m=1
1 -2 -2

Si m#1= Rango = 3= Rectas que se cruzan

1
Si m=1= Rango =2, ya que s 2 # 0= Rectas secantes

b) Los vectores directores de las rectas son: u=(111) y v= (-1,12) , luego:

cosq= IV Il 1 giagg

NI INERNERE

y
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X=2+3A % 920
Consideralas rectas r={y=-1+2A y s= yme=
y+2z-4=0
z=3+A

a) Halla el plano que contiene ar y es paralelo a s.
b) Deduce razonadamente que ningun plano perpendicular a s contiene ar.
MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 4. EJERCICIO 7

RESOLUCION

a) Calculamos un punto y vector director de cada recta

X=2+3L
r={y=-1+2A= A=(2,-13) ; u=(3,21)
Z2=3+A
X=1+—t
2x—y—2=0 »
s= Y =qy= =B=(10,2) ; v:(l,l,—lj:(l,z,—l)
y+27-4=0 . 2 2
z2=2——t
2

El plano que nos piden viene definido por: A=(2,-1,3) ; u= (3,21 y V= (L2,-1), luego:

x-2 3 1
y+l 2 2|=-2X+4+62-18+y+1-22+6+3y+3-2X+4=—-4x+4y+47=0=>x-y-2=0
z-3 1 -1

b) Si el plano es perpendicular a s, su vector normal tiene que ser proporcional a
Qz(%,l,—%}z(l,z,—l) y si ese plano contiene a r, los vectores u=(3,2,1) y \7:(12, -1)

tendrian que ser perpendiculares, pero:
(32D (12,-1)=3+4-1=6=0

Luego, no hay ningun plano perpendicular a s y que contenga a r
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Considera los puntos A(1,2,3) ; B(-2,4,-3) ; C(-10,1,0).
a) Halla el area del triangulo de vértices A, By C.

b) Halla el plano que equidista de Ay B.
MATEMATICAS Il. 2021. RESERVA 4. EJERCICIO 8

RESOLUCION

a) Calculamos los vectores: KB =(-3,2,-6) ; A%C =(-11,-1,-3)

Aplicamos la formula que nos da el area del triangulo:

- -

s:%y BAAC|=

i j kK
=% médulo | -3 2 -6 =%médu|o (—12,57,25)=%\/(—12)2+572+252=31'69 02
11 -1 -3

b) El plano que equidista de A y B es un plano perpendicular al segmento AB y que pasa por su
punto medio.

Calculamos el punto medio M =

(1,2,3)+(2—2,4,—3) :(_1,3,oj

El vector normal del plano es el vector AB =(-3,2,-6)

Luego el plano perpendicular es: —3x+2y—-6z+D =0 y como tiene que pasar por el punto

M =(—1,3,0j,3eré:
2

—3~[—%)+2-3—6-0+D=0:> D=—%:>—3x+2y—62—%=0:>—6x+4y—122—15=0
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La recta perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano = corta a éste en el punto

a) Calcula la ecuacion del plano =« .
b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a =« .
MATEMATICAS I11. 2021. JULIO. EJERCICIO 7

RESOLUCION

y A(1,1,0)

/ e8|,

b2 | —

b | —
- -

El vector normal del plano es el vector ﬁéz(o,—%éj y tiene que pasar por el punto

B= (131) luego:
2 2

—1y+lz+D=O:>—
27 2

+

+D=O:D=O:—%y+%z=0:—y+z=0

N |~
N |~
N |-
N~

b) La distancia que nos piden es:

TR S

www.emestrad a.org




~EMESTRADA
W EXAMENES DE
- SELECTIVIDAD

Considera las rectas

{x+y=1
r=qy=1 y s=
z=0
z=—3-A
a) Estudia la posicion relativadery s.
b) Halla la recta que corta perpendicularmentearyas.
MATEMATICAS I1. 2021. JULIO. EJERCICIO 8
RESOLUCION
a) Calculamos un punto y vector director de cada recta.
X=3+A
r={y=1  =A=(31-3);u=(10,-1)
Z2=-3-L
1 x=1-t
X+y= N
SE{ _y =qy=t =B=(00);v=(-110)
B z2=0

Calculamos el vector AB = (—2,—1,3) y averiguamos el rango de la matriz formada por los vectores
u,vy AB

1 0 -1
-1 1 0|=3-1-2=0 = Rango(u,v, AB) =2 = Las rectas son secantes.
-2 -1 3
b) Calculamos el punto de corte de las dos rectas
X=3+A Xx=1-t
r=qy=1 s=qy=t
z=-3-1 z=0
Igualando tenemos que:
3+A=1-t
1=t =t=1; A=-3= Punto de corte: (0,1,0)
-3-A=0

Calculamos el vector director de la recta que es perpendicular a uyv

i K
1 0 -1|=i+j+k=@112)
11 0

Luego, la recta es: = = y-1_z
1 1 1

www.emestrad a.org





