IES Fco Ayala de Granada Primer reserva de 2017 (Modelo 5) Solucién German-Jesus Rubio Luna

Opcién A
Ejercicio 1 opcion A, Primer Reserva 2017 (modelo 5)
[2'5 puntos] Se necesita construir un depésito cilindrico, con tapas inferior y superior, con capacidad de 201
m3. El material para las tapas cuesta 10 euros cada m2y el material para el resto del cilindro 8 euros cada m2.
Calcula, si existe, el radio de las tapas y la altura del cilindro que hace que el coste total sea minimo.

Solucién

El material para las tapas cuesta 10 euros cada m2y el material para el resto del cilindro 8 euros cada m?2.
Area circula: 1r?; longitud circunferencia = 27.

Funcion a maximizar: Coste = C = (21r)-(h)-(8 €) + 2-(r?)- (10 €) = 1617-h + 20112

L . . 201 _ 20
Relacion entre las variables Volumen =V = (area base).altura = (1r2).h = 20T, de donde h = o :r—z.

Funcién a maximizar: C(r) = 161r-h + 2012 = 1671T" (2—9j + 20mr2 = (wj + 20712
r r

SiC'(b)=0 y C”(b) >0, x=b es un minimo de C(r)

3207
r.2

cr) = ( 32207Tj + 401T. De C'(r) = 0, tenemos 401r =
r

, es decir r3 = 8, de donde r:\/§:2m.

La altura del depésito es: h= ?z 5m.

Veamos que r = 2 es un minimo, viendo que C”(2) >0

c() = ( 32;’”] + 4017, = - 3207 2 + 40T
r

64071

r3

V'(r) = -2-(-32071T 21) + 40Tt = 640711 3 + 40TT = ( j + 4010

Sustituyendo “2" por “r” en C”(r) obtenemos C"”(2) = (64:71

j + 401t = 801 + 4011= 12011> O, luego es un
minimo.
Las dimensiones pedidas sonradio=r=2m,yaltu ra=h=5m.

Ejercicio 2 opcion A, Primer Reserva 2017 (modelo 5)

e 1
Sea | = IOZ_F—de'

a) [1'25 puntos] Expresa | aplicando el cambio de variable t=2 + +J/x+ 1
b) [1'25 puntos] Calcula el valor de I.

Solucion
(@ y (b)
Cambio t=2++/x+ 1 ,dedonde t-2=+x+1,esdecir (t-2)2=x+ 1.
Diferenciando tenemos: dx = 2(t - 2)-dt

Six=0tenemos t=2++0+1=3. Six=8tenemos t=2++/8+1=05.
La integral es | = IS;dx = js 2(t-2) dt = jsﬂdt = _[5 Cociente + r.e.sto dt
02+ x+1 3t 3t 3 divisor

Vemos que es una integral racional, calcularemos primero la division entera:
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2t-4 t (divisor)
-2t 2 (cociente)
-4 (Resto)
(b)
52t-4 5 . resto 5 4 ]
=| =——dt= Cociente + dt= 12+ 2% |dt = [2t - 4l = (10 — 4-In(5) ) - (6 — 4-In(3) ) =
Pt 'L( divisorj -[3( tj [ It],=( (5))-( 3))

=4-4-In(5) +4:-In(3) =4 + 4:In(3) - 4:In(5) = 4+ 4-(In(3) - In(5) ) =4 + 4:In(3/5) 01’9567

Ejercicio 3 opcion A, Primer Reserva 2017 (modelo 5)
2 -
Considera la matriz A = .
2o

a) [0'5 puntos] Comprueba que AA!- 2A = | (Atdenota la traspuesta de A e | la matriz identidad).
b) [0'75 puntos] Calcula AL,
c) [1'25 puntos] Determina, si existe, la matriz X que verifica XA + | = 3A.

Soluciéon
. . 2 -
Considera la matriz A = .
-1 0

a)
Comprueba que AA!- 2A = | (Atdenota la traspuesta de A e | la matriz identidad).

A-A -2A = . -2 = - = =1
-1 0){-1 0 -1 0 201 2 0 0 1

b)

Calcula AL,

2
Como det(A) = |A| = ‘ 1 ]‘ =0-(1) =-1#0, existe la matriz inversa Al = |7:}| -Adj(AY.

0

__.t:2'1. 't:O]'- -:i-":--oj-zo-l
Al =-1; A [_1 Oj,AdJ(A) (1 2],Iuego A= D AdA) = (W (1 2) (-1 -2]'
c)

Determina, si existe, la matriz X que verifica XA + | = 3A.

De AX + 1 = 3A, tenemos AX = 3A - |. Multiplicando por la izquierda, la expresiéon anterior, por A1, tenemos:
ALAX=ALBA-I) » - X=ALBA-Il) - X=AL(3A-I) .

0 -1 2 -1 10 0 -1 6 -3 10
Luego X=A1(3A-1)= | 3 - = : - =

-1 -2 -1 0 0 1 -1 -2 30 01
(0 -1)(5 -3) (3 1

-1 -2)-3 -1 15
Ejercicio 4 opcion A, Primer Reserva 2017 (modelo 5)

Considera los puntos A(-1,-2,-1) y B(1,0,1).

a) [1'25 puntos] Determina la ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son simétricos.

b) [1'25 puntos] Calcula la distancia de P(-1,0,1) a la recta que pasa por los puntos A y B.
Solucion

Considera los puntos A(-1,-2,-1) y B(1,0,1).

a)

Determina la ecuacion del plano ttrespecto del cual los puntos A y B son simétricos.

El plano rtque nos piden pasa por el punto medio del segmento AB y tiene vector normal el AB, es decir nos
piden el plano mediador del segmento AB.
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n=AB

—— =
A M B
.- L — —— - e

A(-1,-2,-1) y B(1,0,1).
AB =b —a =(2,2,2). Otro vector normal serian = (1,1,1).
El punto medio del segmento AB es M( (-1+1)/2,(-2+0)/2,(-1+1)/2 ) = M(0,-1,0).

Un plano paraleloames x+y+z+K=0,comoMOmT - 0-1+0+K=0, de donde K=1Yy el plano
pedidoes m=x+y+z+1=0.

b)

Calcula la distancia de P(-1,0,1) a la recta que pasa por los puntos Ay B.

Sabemos que la distancia del punto P a recta r, determinada por A y B [Tomamos como punto el B(1,0,1) y
como vector director el u =(1,1,1) ], es la minima distancia del punto P a la recta, es decir d(P,M) = ||PM||,
siendo M la proyeccion ortogonal de P sobre r

P

—_———— -

nru B u ]

Tomamos punto genérico M de la recta (en vectorial), formamos el vector PM y le imponemos la condicion de
perpendicularidad a dos vectores, uno el PM y otro el director u de la recta “r".

La recta “r" en la forma vectorial (punto B(1,0,1) y vector u = (1,1,1) ) es “r" = (1+A, A, 1+A)

Tomamos un punto genérico de la recta M(1+A, A, 1+A), formamos el vector PM = (1+A-(-1), A-0, 1+A-1) =
= (2+A, A, A) y le imponemos la condicién de que sea perpendicular a la recta “r", es decir a su vector de
direccion u = (1,1,1), por tanto su producto escalar (¢) tiene que ser cero.

PMeu=0 - (2+A, A, A)*(1,1,1) =0=3A+2 =0, de donde A =-2/3 y el vector PM es:
PM = (2+(-2/3), (-2/3), (-2/3)) = (4/3,-2/3,-2/3), luego d(P;r) = d(P;M) = ||PM|| = V( (4/3)?+(2/3)?+(2/3)? ) u =
=V(8/3) ul.

Opcién B
Ejercicio 1 opcion B, Primer Reserva 2017 (modelo 5)

[2'5 puntos] Considera la funcién f: R - R dada por f(x) = ax3+ bx2+ cx + d. Calcula a, b, ¢ y d sabiendo que
f tiene un extremo relativo en (0,1) y su grafica un punto de inflexién en (1,-1).

Solucion
Considera la funcion f : R » R dada por f(x) = ax®+ bx2+ cx + d. Calcula a, b, c y d sabiendo que f tiene un
extremo relativo en (0,1) y su grafica un punto de inflexién en (1,-1).

Sabemos que las funciones polinémicas, f(x) = ax® + bx2 + cx + d, son continuas y derivables las veces que
sean necesarias, en R.

Como tiene un extremo relativo en el punto (0,1), sabemos que f '(0) = 0.
Como pasa por él punto (0,1) tenemos que f(0) = 1.

Como tiene un punto de inflexion en el punto (1,-1), sabemos que f (1) = 0.
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Como pasa por él punto (1,-1) tenemos que (1) = -1.
Tenemos f(x) = ax3+ bx2 + cx +d; f‘(x) = 3ax2+ 2bx +¢; f“(x) = 6ax+ 2b.

De f‘(0) =0, tenemos f(0) =0+ 0 +c =0, por tanto ¢ = 0.

Def*“(1) =0, tenemos f “(1) =6a(l)+2b =0, portanto 3a+b =0 - b=-3a.
De f(0) =1, tenemos f(0) =0+ 0+ 0+d=1,dedonded =1.

De f(1) = -1, tenemos f(1) = a(1)3+ b(1)? + 0+ 1 =-1, portantoa + b = -2.
Dea+b=-2=a-3a=-2a,tenemosa=1, conlocualb=-3(1) =-3

Los nimeros encontrados sona=1,b=-3,c=0y d=1.
La funcién pedida es f(x) =x 3-3x2+ 1.

Ejercicio 2 opcion B, Primer Reserva 2017 (modelo 5)
Considera la regién limitada por la gréfica de la funcién dada por f(x) =v2x -2 parax=1,larectay=x-5

y el eje de abscisas.
a) [0'75 puntos] Esboza la grafica de la regién dada, hallando los puntos de corte entre la gréfica de fy las
rectas.
b) [0'75 puntos] Expresa mediante integrales el area del recinto anterior.
¢) [1 punto] Calcula el area.
Solucién

Considera la regién limitada por la gréafica de la funcién dada por f(x) =v2x-2 parax21,larectay=x-5

y el eje de abscisas.
a)
Esboza la gréafica de la regién dada, hallando los puntos de corte entre la grafica de f y las rectas.

Con dos puntos, podemos dibujar una recta.

El eje de abscisa tiene de ecuacion y = 0, resolvemos la ecuacién 0 = x — 5, de donde x = 5; es decir la recta
y =x -5y el eje de abscisa se cortan en el punto (5,0).

La gréfica de f(x) = J2x-2es parecida a la de Jx (también es una parabola, pero horizontal en este caso).
Vemos que f(1) = J2-2=0, f(3) = V4 =2 etc..

Veamos el corte de f(x) = J2x - 2 con larecta y=x-5.

De V/2x-2 =x-5 - 2x—2=(x—-52=x2-10x+25 - 0= x2-12x+27 -

. 12+144-108 _12++/36 _12+6
2

2 2
Comprobamos las soluciones:

Parax=3 - /2(3)-2 =3-5 - 2=-2,locual es falso, x =3 NO VALE.
Parax=9 - /2(9)-2 =9-5 - 4=4,locual escierto, x =9 Sl VALE.

,dedondex=3y x=09.

Un esbozo de sus graficas y del recinto que delimitan es:

4
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b)
Expresa mediante integrales el area del recinto anterior.

Area = Lg\/ZX - 2dx - Lg (x - 5)dx

c)
Calcula el area.

Calculamos cada integral por separado:

La primera integral es por cambio, 2x - 2 = 2,
2x-2=t*six=1,t=0 - , 6
L= [[V2x-2-dx = {2dx = 2tdt; six =9, t=4 = ["ttdt= [ ()dt = {%} -4 -4
dx = t-dt °

9
9 X2 9?2 52
L= x-5dx=|— -5x| =|—-59)|-|— -505)|=8
, = [ (x-5) {2 } [2 ()] [2 ()]
El rea pedida es | 1 — I = (64/3 — 8) u? = 40/3 u? 013'333333 u?

Ejercicio 3 opcion B, Primer Reserva 2017 (modelo 5)
Sea A una matriz 3x3 tal que det(2A) = 8.
a) [0'5 puntos] ¢, Cuanto vale det(A)?
b) [0'75 puntos] Siendo B la matriz que se obtiene de A multiplicando por 3 la primera fila y por -1 la tercera,
¢cuanto vale det(B)?
¢) [1'25 puntos] Determina los valores de x para los que la siguiente matriz A verifica que det(2A) = 8,

X 1 1
A= x+1 2 2.

X xt2 1

Solucién

Sea A una matriz 3x3 tal que det(2A) = 8.
a)
¢,Cuanto vale det(A)?

Sabemos que si Ay B son cuadradas entonces, det(A) = |A|, |AB| = |A||B], |Al| = 1/]A| (de A.B =1,y [l|=1),
|k.An| = k".]A| siendo “n” el orden de la matriz A.

Tenemos det(2A) = 8 = 23-det(A) = 8-det(A), de donde det(A) = 1.

b)

Siendo B la matriz que se obtiene de A multiplicando por 3 la primera fila y por -1 la tercera, ¢, cuanto vale
det(B)?

Sabemos que si una fila (columna de un determinante esta multiplicada por un namero, dicho namero
sale fuera multiplicando al determinante de la matriz.

Tenemos A = ( F1, F2, F3), donde F1, F2 y Fs indican la primera, segunda y tercera fila respectivamente de la
matriz A. Me dicen que B = ( 3-F1, Fz2, (-1)-Fs) = ( 3:-Fy, F2, (-1)-F3).

Tenemos det(B) = det(( 3-F1, F2, (-1)-F3) = (3)-(-1)-det(F, F2, F3) =-3-det(A) =-3-1=-3
c)

X 1 1
Determina los valores de x para los que la siguiente matriz A verifica que det(2A) =8, A=| x+1 2 2/|.
X x+t2 1

Hemos visto en el apartado (a) que det(A) = |[A] = 1.
X 1 1 X 1 1| Adjuntos

Tenemos 1=|A|= [x+t1 2 2|F, -2-F=|xt1 0 0segunda = (-1)-(-x+1)-(0-(-x+1)) =
X x+2 1 FK-K 0 -x+1 0 fila

= (x-1)-(x-1) =x2 —2x + 1.
Dex?2—-2x+1=1,tenemos x2—-2x=0=x-(x—2),dedondex=0 y x=2 .
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Ejercicio 4 opcion B, Primer Reserva 2017 (modelo 5)
Considera los puntos A(1,1,1) , B(0,-2,2) , C(-1,0,2) y D(2,-1,-2) .
a) [1 punto] Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D.
b) [1'5 puntos] Determina la ecuacién de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano determinado por
los puntos A, ByC.

Solucion

Considera los puntos A(1,1,1) , B(0,-2,2) , C(-1,0,2) y D(2,-1,-2) .
a)
Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

Sabemos que el volumen del tetraedro es (1/6) del volumen del paralelepipedo que determinan los
vectores AB, AC y AD, que es el valor absoluto (lo notaremos | | ) del producto mixto (lo notaremos con
corchetes [ ]) de los tres vectores AB, AC y AD. El producto mixto de tres vectores era su determinante.
AB=b-a=(1-31);AC=c—-a (-2,-1,1) yAD=d-a =(1,-2,-3)

Tenemos, volumen = (1/6)-| [AB, AC y AD] | = (1/6)|det(AB, AC, AD)| =

-1 -3 1 -1 -3 1|Adjuntos

= (16)-2 -1 1|F, -2FK|=(1/6){0 5 -1 primera|= (1/6)-| (-1)-(-10 - 5) | u® = (1/6)-| (-1)-(-15) | ¥ =
1 -2 3K +F 0 -5 -2/columna

= (15/6) u®*=2'5 u3.

b)
Determina la ecuacion de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano determinado por los puntos A,
ByC.

Si la recta “r” es perpendicular al plano Tec, el vector normal del plano n = ABXAC, se puede tomar como el
vector director u de la recta “r’

i ] Kk
n=ABXAC =|-1 -3 1 =i(-3+1)-j(-1+2)+k(1-6)=(-2,-1,-5)
2 -1 1
La recta “r’ pasa por el punto D(2,-1,-2) y tiene vector director u = u = (-2,-1,-5).
X=2-2A\
Sus ecuaciones paramétricas son:;"r* =<y=-1-A ,conAOR
z=-2-5\



