RANGO DE UNA MATRIZ

6 9 15 Una combinacion linealde F, F, y F, es
1 2 3 1 2 3
. . F-F+F=(-7 7-18)
Dada la matriz A=| -12 18 -30 |, se tiene SN
4 -6 10 Una combinacion lineal de F, y F, es
_7 28 _15 2F, +3F, =(15 -12 39)
Las filas F; y F, son linealmente independientes por no ser proporcionales (F; no depende linealmente de F,):
%i_?gi% = F#k-F,,vkeR = F yF, son li.
Las filas F; y F3 son linealmente dependientes por ser proporcionales (F; depende linealmente de F,):
-12 18 -30
T:_—ngz—Z = F3 =-2- Fl = Fl y F3 son Id
Las filas F; y F4 son linealmente dependientes por ser proporcionales (F, depende linealmente de F,):
4 -6 10 2 2
—=—=—=—= F,=—-F = K yF, son lLd.
6 -9 15 3 3t 1Y 5

Las filas F, F, y Fs son linealmente dependientes por ser F5 combinacion lineal de Fy y Fy:
F,=-2-F +5-F, = F, depende linealmentede F, y F,

Una combinacién lineal de las filas F, F», ... , F, de una matriz es una expresion de la forma
o-F+a,-F,+..+a,-F con o, a5, ..., 0, €eR.

Una fila F de una matriz depende linealmente de las filas F3, F», ... , F; de dicha matriz si F es combinacién lineal
de dichas filas, es decir, F =, -F +a,-F,+...+¢«, -F, con o, ,, ..., ¢, €R.

Las filas Fy, F,, ..., F; de una matriz son linealmente independientes si ninguna de ellas se puede expresar como
combinacion lineal de las restantes, es decir , ninguna de ellas depende linealmente de las demas.

Estos mismos conceptos se pueden aplicar a las columnas.

El nimero de filas linealmente independientes de una matriz se llama rango de la matriz

R(A) = ne filas linealmente independientes de A

Teorema

En una matriz, el nimero de filas linealmente independiente coincide con el nimero de columnas linealmente
independientes.

Segun esto, el rango de una matriz es el nimero de filas o columnas linealmente independientes.

Rango de matrices triangulares y escalonadas
1-1 2
Lamatriz A=|0 2 3| esuna matriz triangular de orden 3.
0 0-1
Las filas F, y F3 son linealmente independientes, puesto que todos los maltiplos de F; tienen el segundo elemento 0,

lo que no sucede en F,. Ademas, cualquier combinacion lineal de F, y F3 tendria el primer elemento 0. Como el
primer elemento de F; es distinto de cero, F; no puede ser combinacion lineal de F, y F3. Asi pues, las tres filas de A

son linealmente independientesy R(A)=3.

Igualmente se demostraria la siguiente proposicion:

Si T es una matriz triangular de orden n sin ceros en la diagonal, R(T) =n
Esta demostracion se puede generalizar para el rango de una matriz escalonada:

E matriz escalonada = R(E) = nuamero de filas no nulas de E

Ejemplos:
12 0-1 2-51 0-4 é‘é (2)_1
A=l0 3 2 1 R(A)=3 | C=|0 00-1-2| R(C)=3 | E= R(E)=3
00 1-2 0000 2 0 0-43
0000
5-2 0-3 3-1 2-3 g_,ol, g_i
B=/0 3-4 1 R(B)=2 | D={0 0 0 O R(D)=1 | F= R(F)=4
0000 0000 0 0-50
000 3
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Transformaciones que conservan el rango de una matriz

Cualquier operacion con las filas o las columnas de una matriz que no cambie el nimero de ellas que son
linealmente independientes conserva el rango de la matriz.

Por tanto:

)| FReF

Si se cambia el orden de las filas o columnas el rango no cambia

2) | k-F (k=0)

Si se multiplica una fila o columna por una constante distinta de cero el rango no cambia

3) | F+k-F, (k=0)

Si se suma a una fila o columna un maltiplo de otra, el rango no cambia

4| p-F+q-F, (p=0yq=0)

Si se multiplica una fila o columna por una constante distinta de cero y se le suma un maltiplo de otra fila o
columna, respectivamente, el rango no cambia

5) | El rango no cambia si se suprime:

« Unafila o columna nula

« Una fila o columna igual o proporcional a otra

« Una fila o columna que sea combinacion lineal de otras

6) | Si se traspone una matriz el rango no cambia

Célculo del rango por el método de Gauss

Para calcular el rango de una matriz se puede convertir, mediante transformaciones que conserven el rango, en una
matriz escalonada. El rango de la matriz dada sera el nimero de filas no nulas de la matriz escalonada obtenida.

Ejemplos

2 0-1
Estudia el rango de la matriz A=| -3 1 2].
-1 11

Apliquemos el método de Gauss para transformar la matriz A en una matriz escalonada.

2 0-1\ReoFR -111 -1 11 -1 11
-3 12 -3 1 2| F-3F 0-2-1 0-2-1
-1 11 2 0-1) F+2F 0 2 1) R+F, 0 00O
Por lo tanto, como la matriz escalonada obtenida tiene dos filas no nulas, R(A)=2.
11 3-=2
Determina el rango de lamatriz B=|-2 2 6 0.
3-1-4 2
11 3-=2 11 3-2 11 3-2
-2 2 6 0| F+2F 0 4 124 0 412 4
3-1-4 2) F-3F 0-4-13 8) F+F, 0 0-1 4
La matriz escalonada tiene tres filas no nulas y nos permite afirmar que R(B) =3.
Ejercicios
1. Calcula el rango de las siguientes matrices:
396 32 i—i_gg 4 3-2
a) A=l 1 3-2 by B=|54 c) C= d) D=
412 -8 59 -2 0 3 3 110
3120
2. Estudia el rango de las matrices:
12 3 12 3
a) G ij b) (_21 _ij c) (_g _g _g) d) |2 0-2| e) (_g _2 _é] f) |2 1-2
321 321
3. Determina el rango de las siguientes matrices:
3-2 1 1 2 3 4 12 34
32 12
1 11 -4 3-2 1 -4 3-2 1
D120 3 b) éj_i_?l 911010 V135 15
2 141 1-2 1-2 5-1 53
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Soluciones

1. a1l by2 ¢4 d)2
2. a)2 byl ¢)1 d2 e2 3
3. a3 by2 ¢4 d)2
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