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I) DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO (ver pag. 256 del libro de texto)

En este tema vamos a repasar y, naturalmente, ampliar, un operador matematico muy Util ya visto en el
curso pasado, llamado derivada de una funcién , que operaba sobre una funcién y daba como resultado otra
funcién (normalmente mas simple). Su utilidad radica en que, como ya vimos someramente el curso pasado,
el signo de la derivada de una funcién en un punto nos decia si la funcién era creciente o decreciente en dicho
punto; ello nos permitia deducir, por tanto, los maximos y minimos de la funcion, algo muy importante en
infinidad de funciones extraidas de situaciones reales, y que veremos en este tema: pensemos en una funcion
gue represente los beneficios de una empresa, o el coste de fabricacién de un determinado producto, etc.

Concepto previo: pendiente de una recta

Para entender qué es la derivada necesitamos repasar previamente en qué consistia la pendiente de
una recta:

La pendiente de una recta, que suele llamarse m, mide la o
. . .« s ~ . . . !
inclinacion de ésta, y se define como el cociente incremental T By
siguiente: |

=tga D)

i
Z |z

Derivada de una funcién en un punto f(a):

Consideremos una funcién f(x) y un punto P de su grafica
(ver figura), de abscisa x=a. Supongamos que damos a la
variable independiente x un pequefio incremento h (en el dibujo
lo hemos exagerado, para que se pueda ver la situacion...); por
lo tanto, nos desplazaremos a un nuevo punto Q préximo.
Consideremos la tangente del angulo que forma el segmento
% con la horizontal:

f(a+h)
f(a)

_farh)-f@)

tga
g h

)

Si h-0, el segmento PQ tendera a confundirse con la recta r tangente a la curva f(x) en x=a, es decir, los
angulos a y ap tenderan a ser iguales:

tga, = r!irI]O tga 3 lim w =f'(a) (3)

h-0 h f
/

por (2) por definicién

Debido a (1), la formula anterior, que en el fondo es un cociente incremental, nos da por tanto la pendiente de
la recta tangente a la curva en x=a. Esta férmula se conoce como derivada de la funcion f(x) en el punto x=a,
y se designa como f '(a); por lo tanto:

|<<La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente a la funcién en dicho |

, y se calcula mediante el limite dado por (3)l

! Por lo tanto, veremos en el apdo. V que la derivada nos permitira hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcién en
un punto dado.
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Observaciones:

1°) La derivada de una funcién en un punto puede resultar un nimero positivo, negativo o cero”. Como
veremos en el proximo tema, su signo indicara el crecimiento de la funcién.

2°) Veamos una expresion alternativa para calcular la derivada:

Supongamos que hacemos el cambio de variable a+h=x = si h- 0, entonces x - a, con lo cual (3) queda
como:

f'(a): lim M (4)
x~a X—a

Esta formula es, sin duda, més comoda que (3), y es la que més usaremos.
39 «Una funcién es derivable en un punto x=asi  Of ‘(a)»
4% «Una funcién es derivable en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo»

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 1,2y 3

Ejercicio libro: pag. 276: 31

1) FUNCION DERIVADA f“(X) (ver pag. 258 del libro de texto)

Supongamos que nos piden la derivada de una funcién en, por ejemplo, diez puntos distintos.
¢Haremos diez limites? Es evidente que no; para evitar tanto trabajo, vamos a definir la funcién derivada, que
se designa como f ’(x), y es la derivada en un punto genérico x (y sustituiriamos a continuacion en ella cada
uno de los diez puntos); por lo tanto, se obtendra reemplazando en (3) a por x:

f'(X) = h|i_|"'n0 wg_f(x) (5)

Observaciones:

1°) La funcién derivada, es decir, el limite anterior, da como resultado una funcién. Habitualmente
abreviaremos diciendo simplemente derivada en vez de funcién derivada.

Ay _ds

2°) En Fisica se utiliza la siguiente notacién incremental: f'(X):A!("PO IO bien, p. ej. V—a

3°) La notacién que nosotros seguiremos serd la siguiente:

= Sila funcion a derivar se llama f(x), entonces su derivada la denotaremos como f '(x)

y

“ “ “ “ “ “ “ “ “ “ “ “ “ 1

ya

Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 4,5y 6

Ejercicio libro: pag. 276: 32 (Se recomienda ver el ejercicio resuelto 1 de la pag. 271)

2 Como veremos en el préximo tema, los puntos en que la derivada se anule resultaran muy interesantes, ya que seran los
maximos o minimos de la funcion.
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[11) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

(pag. 259 libro de texto)

[11.1) Funcién constante:

y=K_~y'=0

Es decir, «La derivada de una constante es siempre cero»

NOTA: Esta derivada, y todas las de este apartado, pueden ser demostradas, para lo cual nos remitimos al
libro de texto. Todas estas reglas de derivacion estan recogidas en la tabla del final del tema.

Ejercicio 1: Hallar la derivada de las siguientes funciones constantes:

ay=2

y:x_,y‘:]_

111.2) Funcién identidad:

111.3) Funcién de proporcionalidad directa:

&) y=—
fy y=m
g) y=0,5
y:K.X_,y':k

Ejercicio 2: Hallar la derivada de las siguientes funciones de proporcionalidad directa:

a)y=2x
b) y = -5x
c) y=0,01x

X
dy=—
2

e)y=x

2
f) y=—x
3

g)y=-x

5x
hyy=-—
3

i) y=7x

I11.4) Derivada de una potencia:

y=x"Ly=nx""1

(donde n U IR)

Esta férmula la demostraremos mas adelante, en el apartado 1ll.14, por derivacién logaritmica (ver

demostracion en el libro, pag. 267)

Ejercicio 3: Hallar la derivada de las siguientes potencias:

a) y=x
b) y=x’

C) y:x4

d) y=x5

e) y:XIOO

Este caso nos permite, dado que el exponente puede ser cualquier nimero real, abordar otros tipos de

derivadas:

Ejercicio 4: Demostrar la formula de la derivada de: a) y =l
X

b) y=vx
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b)

Ejercicio 5: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones, pasandolas previamente a forma de
potencia:

a) y=¥x

by y = ix?
C) y=§/x>2
d) y = x%/x

1
e)y=_—

x

f)y:£:
X

Generalizacion de la férmula anterior a una funcion compuesta:

y=u"' - y=n-0"u| (donde n J IR)

(Esta formula la aplicaremos més adelante, en el ejercicio 8)

11.5) |y =K-u- y'=k-u" dondeuesfuncion| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden

(Ver demostracion en pag. 266 del libro de texto) salir de la derivada»

NOTA: Este es un caso particular de lo que se conoce como "Derivada de la funciébn compuesta” o "Regla de
la cadena" (ver pag. 265 del libro de texto), segun la cual la derivada de una funcién compuesta a su
vez de u(x) es como la derivada de la funcién simple, pero multiplicada por u'. Este hecho se da en
casi todos los casos de la columna derecha de la tabla de derivadas.

Ejercicio 6: Hallar la derivada de las siguientes funciones compuestas:
a)y= 3x° c)y= -2x*

b)y= 4x°
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2 4
_X ) 3x
Dy=— D y=-—
2
e)y:_xs k) y:_2x7
6 3
) y=—x X
)y ) y=—
3
9)y=-Xx
m)y:2x§/;
h)y=33\lx4
|) y—ﬁ
2
111.6) Derivada de la suma (resta): y=utv-y'=u'tv' dondeuy v sonfunciones

Es decir: «La derivada de la suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas»

(Ver demostracion en pag. 265 del libro de texto)

Obviamente, esta regla se puede generalizar a més de dos sumandos; de hecho, combinada con las reglas
anteriores, es muy Util para derivar polinomios, como puede verse en el siguiente ejemplo:

Ejercicio 7: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

2 3
a)y=x"+Xx 4 3
ny y=x> -2 +X 32X
b)y:x4+5 3 6 3
c)y:x2—2
2
dy=x-2 x* +x
0) y:T
e)f(t)=3t-5
fy=3¢ —x p) y=0,05x°-0,001x* + 0,1x — 0,02
g) y=2x>-3x*
h) y=2x*"-x*+3 3x® -x3 +6x -5
q y=——"""—
. 5 3 3
i) y=-3x"+4x" —x+2
) y=x>-3x°+5x-8
K y=x'+x3+xX +x+1 )y =¥x -¥x
4
) y=—+5x
2
3 x2 x 1
e
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111.7) Derivada del producto: y=u-v-y'=u'v+uv

Esta formula la demostraremos mas adelante, en el apartado 1ll.14, por derivacién logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 266).

Esta regla se puede generalizar a tres o0 mas funciones: y=u-v-W-Yy'=uvw+uv'w+uv w'

NOTA: Para derivar un producto, una alternativa, a veces, es operar previamente hasta transformar en un
polinomio, y luego derivar.

Ejercicio 8: Hallar, utilizando la férmula més adecuada en cada caso, la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

a) y = (2x+3)(3x-2) [de 2 formas]

b) y = (x-2)(x+3)

¢) y = (2x+3)(x-5)

d) y = (x*-5)(3x-1)+7

e) y = (2x-3)? [de 2 formas]

f) y=(x+2)*

g) y = (1,2-0,001x%)x

h) y = (2x-3)?

i) f(t) = 300t(1-1)

1)y = (3x-2)(2x-3)(x+5)

k) y = (-x+2)°
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[11.8) Derivada del cociente: y:V -y

Esta férmula la podremos demostrar mas adelante, en el apartado Ill.14, por derivacion logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 267).

Ejercicio 9: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a)y_2x—3
3x+2
x2+1
b =
)y x? -4
C)y-X+3
x-3
X2
d) v=
)y x%+1
xZ+x+1
e) y=
X
2 _
) _X 1
X+1
x?-1
=3
9y 2

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 7 a 12

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 1 a 28

[11.9) Derivada del logaritmo:

lo e GENERALIZACION '
9, u'log a® o

g [m— '
= =log_u - y'= =
X x-Lha Y= y u u-Lna

La mas utilizada es la
base e

y:Iogax S y'=

(DEM: pag. 267 libro)

1 GENERALIZACION u'
y=Lnx - y'== [ > y=lnu - y'=—
X u

(DEM: p&g. 266 libro)
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Observaciones:

1°) Recordar del tema de logaritmos del curso pasado que, debido a la llamada "Férmula del cambio de base",
logae-Ln a=1

2°) En algunos casos se recomienda, antes de derivar, desarrollar —siempre que se pueda- aplicando
las propiedades de los logaritmos (por ejemplo, en el ejercicio 33)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucion): 29a34

[11.10) Derivada de la funcién exponencial:

GENERALIZACION
1— A X ' il
Ly=atina | T———> [y-a - yzvatina

(DEM: pag. 267 libro),

X

y=a

Caso particular: a=e

X

y=e

GENERALIZACION
11— X [l
-~ y'=e | > y=e' - y'=u-¢e

(DEM: padg. 267 libro)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién):

35a40
[11.11) Derivada de las funciones trigonométricas:
ly=senx - y'=cosx | ly=senu - y'=u-cosu |
(DEM: paa. 267 libro) GENERALIZACION

Iy:cosx - y'=-senx I ::> Iy:COSU - y'=-u"senu I

(DEM: péag. 268 libro)

y=tgx - y'=s 1 =1+1tg%x; (: sec? xj |::> y=tgu - y'= d :(1+ tof u)-u';(:u‘.sec"uj
cos?x cos?u
(DEM: péag. 268 libro, o ejercicio 10 a)
y=ctgx - y'=- 1 . —(1+ctg2x); (= —coseczx) |:“> y=ctgu - y'=— :{1+ ctef u)-u';(: —u'-coseczu)
sen? x

serfu

(DEM: Ejercicio 10 b)

Ejercicio 10: Demostrar la formula de la derivada de: a) y=tg x

b) y=ctg x
a)
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Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 41 a 49

[11.12) Derivacion implicita:  (ver pag. 264 del libro de texto)

Hasta ahora hemos derivado funciones en las que la y o la f(x) vienen expresadas explicitamente, es decir,
directamente. Pero, ¢qué ocurre si la y esta expresada implicitamente, es decir, no estd despejada
directamente, y, en el peor de los casos, ademas es imposible despejarla. Por ejemplo, en la expresion:

y-4x*+3y*x=15
no podemos despejar y; ahora bien, es relativamente sencillo obtener y', utilizando la técnica llamada de

derivacion implicita , que consiste en derivar ambos miembros, teniendo en cuenta, cuando proceda, la
derivada de una funcién compuesta. Veamoslo con el ejemplo anterior:

3y%y'-8x+3(2yy'x+y?)=0
3y2y'—8x+6yy'x+3y2=0

Despejamos V' y'(3y*+6yx)-8x+3y*=0
y'(3y*+6yx)=8x-3y”

.\ 8x -3y’

y= 3y? +6yx

Por ejemplo, podemos evaluar y' en el punto P(1,2):  y(1,2) = 8-3:22 _-4__1

322+62 24 6
Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 121 a 127

Ejercicios libro: pag. 275y ss.: 22y 40  (Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 9 de la pag. 274)

[11.13) Derivada de las funciones trigonomeétricas inversas: (ver pag. 268 del libro de texto)

1

V1-x2

(DEM: pag. 268 libro)

y=arcsenx - y's y=arcsenu - y'=

v
c
N

GENERALIZACION

_ =
y =arccosx - y'= 1 ::> y Zarccosu  y'=-
2 2
\/; REGLA DE LA 1-u
(DEM: pag. 268 libro) CADENA
= = ! = t '= u
y=arctgx - y'= y=arctgu -y .
1+ X2 1+u
(DEM: pég. 268 libro)
= T —arcotgu — y'=-—Y
y=arcctgx - y'=- y g y 2
1+x2 1+u
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Vamos a demostrar, por ejemplo, la férmula de la derivada del arc sen x:

Derivamos 1 1
y =arcsenx = X =seny 1=y'cosy = y'= =—— (CQD)
implicitamente cosy 1-x2
2 2y = = 1-sen?y =+1-x2 J
sen‘y+cos‘y=1= cosy—\/l sen‘y =+v1-x
Ejercicio 11: Demostrar la férmula de la derivada de: a) y=arc cos x  b) y=arc tg x
a)

b)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién):

97y ss.
Ejercicios libro: pag. 261: 1; pags. 275yss.:1a 21

(Hallar derivadas); pag. 279: 70 y 71 (de aplicacion real)
(Se recomienda ver también los ejercicios resueltos de las pags. 260 y 273 del libro)

111.14) Derivacion logaritmica:

(ver pag. 264 del libro de texto)
Esta (til técnica sirve para derivar PRODUCTOS, COCIENTES, POTENCIAS, RAICES y EXPONENCIALES

~—

ya vistos fundamentalmente

Consta de tres pasos, como veremos en los siguientes

Ejemplos:

a) y=x"

I) Tomamos Ln en ambos miembros y desarrollamos, aplicando las propiedades de los logaritmos:

Iny =Inx" =nlInx

II) Derivamos ambos miembros, teniendo en cuenta que la derivada del miembro izquierdo siempre va a
ser, por derivacion implicita, y'ly:

y

1
=(ninx)=n-=
y (nInx)=n <
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[1l) Finalmente, reemplazamos y por su equivalente y despejamos y'"

y'= n-y-1 =n-x"-==nx"?| (c.QD)
7 x X

b) y=a* > Iny =Ina* =xIna
y' —_— (J—
—=(xInaf=Ina
y ( )

y'=y:na=a*-lna] (CQD.)

c) y=x' > Iny =Inx* =x Inx
y

:(x Inx)': Inx+ x-% =lnx+1

y'= y-(1+Inx) = x*-(1+Inx)
d) y=u-v

e)y:\/;

f) y=(3x+6)"

et 58]

NOTA: En la préctica, la derivacion logaritmica la utilizaremos solamente para derivar el caso u’, como en los
ejemplos c y f anteriores.

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién):

128 a 137
Ejercicios libro: pag. 264: 2; pag. 275: 23

(Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 6d de la pag. 273 del libro)

IV) DERIVADAS LATERALES. CONTINUIDAD y DERIVABILIDAD

(pags. 257 y 262 del libro)
Recordemos que la derivada de una funcion f(x) en un punto a es la pendiente de la recta tangente a
dicha funcién en ese punto, y se calcula mediante un cierto limite. Puesto que la derivada f'(a) es un limite,

cabe considerarla por la izquierda y por la derecha. Ello es util particularmente en el caso de funciones
definidas a trozos:
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. . f(x) —f(a)
f@)= lim ——= ;
@) «.at x-a « es la pendiente de la recta tangente r

a la rama derecha en P

fa)= lim Q1@

« es la pendiente de la recta tangente s
x-a~ X-a

a la rama izquierda en P

Si ambas derivadas laterales coinciden, se dice que f(x) es derivable ena

Observaciones:

1°) Graficamente, una f(x) es derivable en un punto si no presenta ningun trazo anguloso en dicho punto, es
decir, si ambas tangentes r y s coinciden. En el caso de una funcion definida a trozos, significa que ambas
ramas engancharan "suavemente"”, es decir, sin presentar esquinas o trazos angulosos. En el gréfico
anterior la funcién no es derivable en x=a, mientras que en el siguiente si lo es:

2°) Para que una funcién sea derivable, previamente hay que cerciorarse de que es continua; ello es debido al
siguiente

Teorema: f(x) derivable en x=a = f(x) continua en x=a (ver otra dem. en pag. 264 del libro)

=0

_ _ v
Dem: Consideremos la expresion Iima[f(x) - f(a)] = Iimaw-(x -a)=lim M lim(x-a)=0

-a X.—a X o8

El limite del producto es p
el producto de los limites =f'(a)
[por ser f(x) derivable]

Porlo tanto:  im [f(x) - f(a)] = 0 = lim f(x) = f(a) = f(x) continua ena (C.Q.D.)

NOTA: El reciproco no tiene por qué ser siempre cierto: una funcién (ejemplo A) puede ser continua en un
punto y no ser derivable en dicho punto. Ahora bien, lo que si es cierto es que si la funcién
(ejemplo C) es derivable en un punto, necesariamente sera continua. Légicamente, también se
cumple la negacion del reciproco®: no continua = no derivable (ejemplo B). Graficamente, todo
esto es obvio:

% Recordar que, segun vimos en el apartado |, derivable significa que existe derivada.

* Piénsese en el siguiente ejemplo I6gico: espafiol = europeo; por lo tanto, no europeo = no espafiol.
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Ejemplo A Ejemplo B Ejemplo C

/

/ x=a / xI:a / x=a

CONTINUA NO CONTINUA CONTINUA
(pero NO DERIVABLE) (y. por tanto, NO DERIVABLE) y DERIVABLE

En resumen: - Si la funcién es continua en un punto, entonces ambas ramas "enganchan” en dicho punto
(ejemplos Ay C).

- Si la funcién ademas es derivable, entonces ambas ramas enganchan "suavemente”, es
decir, sin presentar esquinas o trazos angulosos (ejemplo C solamente).

3°) En el caso de una funcién definida a trozos, a la hora de estudiar su derivabilidad en un punto tendremos
que derivar cada rama; para ello, caben dos opciones:

- Derivar ambas ramas mediante la definicion de derivada, es decir, mediante un limite, o bien:

- Derivar la expresion de cada rama directamente, mediante las reglas de derivacion, y sustituir el
punto en cuestion.

Puede demostrarse que ambas opciones son, en la mayoria de los casos, equivalentes. ¢Pros y contras
de ambas?: obviamente, es mas comoda la segunda®, pero hay contadas excepciones en que no
funciona®. La primera opcion, por su parte, aunque resulte frecuentemente mas trabajosa, siempre es
vélida. Ademas, utilizar la segunda forma puede ser peligroso en ciertos casos en que la funcién no es
continua:

f()():{3x s?xiz
4 six=2

+1 six=0 —
f(x)={X \
X six<0

iy

1
1
T-7@®
1
1
1
1
1
i

En ambos ejemplos puede comprobarse que, si derivamos directamente las dos ramas a ambos lados,
coincidira el resultado y, sin embargo, la funcién no puede ser derivable, ya que no es continua. Por tanto:

CONSEJO: En general, hacer las derivadas laterales directamente mediante las reglas de derivacion,
pero cerciorarnos previamente de que la funcién es continua.

® De hecho, en las reuniones de coordinacion de la PAEG se ha indicado expresamente que se permite al alumno derivar
directamente las ramas.
® Por ejemplo, con
1 .
x*sen= six 20
f(x) = X
0 six=0

que es claramente continua en x=0, no funciona el 2° método, pero si el 1°, para ver que f'(0)=0
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Ejercicio 12: Estudiar la derivabilidad de  f(x) :{ X“+3 s! x<1
2/x six=1

de dos formas: a) Utilizando la definicién de derivada, es decir, mediante un limite. b) Derivando directamente

cada rama. Comprobar que en ambos casos se obtiene idéntico resultado. Representar graficamente la
situacion.

a)

b)

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 1a19

Ejercicios PAEG: 4A sept 2003, 3A sept 2000, 3A jun 99, 4B jun 97 (sin parametro)
1A sept 2010, 3A jun 2001, 1A sept 2004, 2A sept 2001, 3A jun 2000, 1A sept 98, 3A jun
98, 2A sept 97 (con pardmetro)

Ejercicios libro: pag. 262: 1; pag. 276 y ss.: 27, 28, 29, 30, 47, 49 y 64 (estudiar derivabilidad); pag. 262: 2; pag. 276: 35,
36, 39 y 48 (con parametro); pag. 276 y ss.: 33 y 50 (con valor absoluto); pag. 276: 38 (estudiar
derivabilidad a partir de la grafica) (Se recomienda ver también los ejercicios resueltos 4 pag. 272 y 8
pag. 274 del libro)

RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO  (pag. 282 del libro)

Recordatorio previo: recta en forma punto-pendiente

Conviene previamente recordar que la ecuacién punto-
pendiente de la recta que pasa por el punto (a,b) y tiene pendiente

m es [ver figura]: (a'bL.,-;-‘a"""
b o
-b=m(x-a 6
y (x-a)  (6) o g ety
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Ecuacion de la recta tangente y normal:

Hay que recordar también que, como se vio en el apartado |,
la derivada de la funcion f(x) en el punto de abscisa x=a, la cual se
designaba como f ‘(a), es la pendiente de la recta tangente en
dicho punto (a,f(a)); por lo tanto, la ecuacidon de dicha recta
tangente [ver figura] en ese punto se obtendra sustituyendo
convenientemente en (6):

f(x) ."tgte.

f(a) T ¥ pafa)

i yt@=-rf@x-a] @
a

Por otra parte, hay que recordar también que la recta normal, es decir, perpendicular, tiene pendiente
inversa y cambiada de signo; por lo tanto, su ecuacion seré:

1
y —f(a) =—%(x—a) 8)

Ejercicio 13: Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal en x=3 a la curva f(x)=x*-5x+8. Dibujar la
situacion, e interpretar el resultado. (Sol: tangente y=x-1; normal y=-x+5)

'
'
v
'
-
'
1
P L R S R
1 1
L .
1 1
' ' ' ' !
i sl et el Ul Bl Telialiel el Bt
' ' ' ' ' ' '
mmbccdeacalcccbcclacda e a1l o
' ' ' ' | ' '

1 1 1 1 1 1 1
--r=-=-qd---—--r--7--9---F--71--
' ' ' ' ' ' '
T
' i ' | ' ' |
' ' ' ' ' ' '
--r=-=-qd---—--r--7--9---F--71--
' ' ' ' ' ' '

f f f f f ' f
T T T T T T T
' ' ' ' ' ' '
B o e i T S
' ' ' ' ' ' '

1 1 1 1 1 1 1
il it ettt Bl Tl il i
1 1 1 1 1 1 1
A S S

Ejercicio 14: Hallar la ecuacion de la recta tangente y normal a las siguientes funciones en los puntos que se

indican:
a) f(X)=X3—5 en x=1 (Soluc : y =3x-7; x +3y +11=0)
1 _
b) f(x)== en x=-2 (Soluc : x +4y +4=0; 8 -2y +15 = 0)

X
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c) f(x)=vx?+1 en x=0 (Soluc : y =1, x =0)
d) Hipérbola xy=2 enx=1 [SO/UC, y=_2X+4,-y=£+ij
2 2
€) f(x)=— en x=1 (Soluc : y =1/ 2; x =1)
x2 +1
f) f(x)= _3 en x=0
X2

g) Hallar las rectas tangentes a la circunferencia x2+y2—2x+4y—24=0 en los puntos de abscisa x=3 (Puede ser
interesante representar graficamente la situacion) 2 41 2 21
Soluc : y = EX_?’ y= —gx +?

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 20 a 31
Ejercicios PAEG: 2 B jun 2004
Ejercicios libro: pag. 282: 1; pag. 304: 1 (f en explicita); pags. 304 y ss.: 2, 3, 5,

23, 24, 30 y 31; pag. 278: 63 y 68 (mas elaborados) (Se
recomienda ver también el ejercicio resuelto 1 de la pag. 282)
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VI) TEOREMA DE ROLLE " (Ver pag. 292 del libro)

f continua en [a,b]
f derivable en (a,b); = Oc O(a,b) tal que f'(c) =0
f(a) =f(b)

Con palabras: «Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, derivable en el abierto, y toma el mismo
valor en ambos extremos de dicho intervalo, existira entonces al menos un punto intermedio
de tal intervalo en el que la derivada se anule»

(Ver demostracion en pag. 294 del libro; se impone el intervalo cerrado para la continuidad pero el abierto
para la derivabilidad con el fin de evitar inconsistencias, como se explica en la pag. 295 del libro).

Interpretacion grafica: Es obvia: Si la funcion tiene que evolucionar de forma
continua y “suave” (i.e. derivable) desde A hasta B, puntos ambos a la misma
altura, tendra que haber al menos un punto en el que la tangente sea
horizontal, es decir, la derivada se anule (NOTA: Puede existir mas de un valor
intermedio ¢ que verifique el teorema):

TANGENTE

[Nl -

(=]

Aplicaciones: En combinacion con el de Bolzano, permite demostrar la existencia y el nimero maximo de
raices de una ecuacion en un intervalo, asi como su acotacion.

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 32 a 38

Ejercicios PAEG: 1 B jun 2006 (sencillo); 1 A a, ¢ sept 2012; 1 B a, ¢ sept 2011 (n° exacto de soluciones)
Ejercicios libro: pag. 293: 1; pag. 307 y ss.: 56, 60, 62, 64 y 67 (f explicita); 58 y 66 (f definida por ramas)

VIl) TEOREMA DEL VALOR MEDIO (DE LAGRANGE ®)  (Ver pag. 292 del libro)

Es una generalizacién del teorema anterior, para el caso en que f(a)#f(b):

= [Oc O(a,b) tal que f'(c) :%

f continua en [a,b]
f derivable en (a,b)

" Michel Rolle (1652-1719), matematico francés descubridor del teorema homonimo. Como dato curioso, también fue el
introductor de la notacién W para la raiz enésima.

8 Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), matematico y fisico italiano naturalizado francés, a quien se debe el teorema
homaénimo.
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Con palabras: «Si una funcion es continua en un intervalo cerrado y derivable en el abierto, existird entonces
al menos un punto intermedio de tal intervalo en el que la tangente sea paralela a la cuerda
que une ambos extremos del intervalo»

(Ver demostracion en pag. 294 del libro)

Interpretacion grafica: Si la funcién tiene que evolucionar de forma
continua y derivable desde A hasta B, tendra que existir al menos un
punto intermedio en el que la tangente sea paralela a la cuerda AB que
une ambos puntos de la funcién correspondientes a los extremos del
intervalo. Ahora bien, dicha cuerda tiene como pendiente:

f(b) - f(a)
b-a

Por lo tanto la tangente, por ser paralela, tendra la misma pendiente, y recordemos que la pendiente de la
recta tangente es la derivada. (NOTA: De nuevo, puede existir mas de un valor intermedio ¢ que verifique el
teorema):

Aplicaciones: Este teorema no tiene aplicacién practica en si mismo, pero es muy util para demostrar otros
teoremas.

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 39y 40
Ejercicios libro: pag. 293: 3y 4; pag. 307: 59 (f explicita); pag. 293: 2; pag. 307: 57 y 63 (f definida por ramas)

VII)REGLA DE L'HOPITAL °  (Ver pag. 290 del libro)

Se trata en realidad de un teorema, cuyo enunciado es:

f(x) y g(x) derivables en x = a} im f(x) OLO lim f'(x)

f(a)=g(a)=0 x-ag(x) x-ag(x)
Dem:
f(x) - f(a)
. f(x) . f(x)-f(a) _ .. X —a _ . f(x)
| = = = | QD.
TRGOON R g - g@) e g0 -0@) preg () o)
X—a
fl@)=g(a)=0 VA

Observaciones:

1°) Puede probarse facilmente que la regla también es valida si x — o, y también para el caso oo/

° Guillaume Francois Antoine, marqués de I'Hbpital (1661-1704), matematico francés coautor, junto con su profesor, el
suizo Johann Bernouilli, de la regla que lleva su nombre.
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2°)Esta regla sirve para deshacer, en la mayoria de los casos, la indeterminacion 0/0 (0 «/»); se trata de
derivar por separado numerador y denominador, y volver a tomar limites™®.

39 Si volviéramos a obtener otra vez indeterminacién, volveriamos a aplicar de nuevo L'Hépital, y asi las
veces que sean necesarias (normalmente, no mas de tres), hasta deshacer la indeterminacion. Pero

también puede ocurrir que, al aplicar L'Hopital, se complique cada vez mas la expresion resultante; en
ese caso, este método no funciona, y habra que recurrir a otros.

4% Una vez aplicado L'Hdpital, podemos obtener un limite finito, pero también o, 0 -co.

59 En la PAEG, y en el caso de que caiga un limite por L'Hépital, suelen pedir al alumno que enuncie

previamente la regla, y lo mismo en el caso de los teoremas de Bolzano, Rolle o Lagrange; en estos tres
Ultimos, piden, ademas, la interpretacion grafica.

2 -_—
—3x12 de dos formas: a) Por Ruffini. b) Por L'Hopital. Comprobar que en
ambos casos se obtiene idéntico resultado.

Ejercicio 15: Calcular lenl

a) Por Ruffini:

b) Por L'Hopital:

2 _
Ejercicio 16: Calcular lim .

de dos formas, y comprobar que se obtiene idéntico resultado.
X-o X —3X+2

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 41 a51

Ejercicios libro: pag. 290: 1y 2 (indeterminacion 0/0 0 co/c)

1% Esta regla no debe llevarnos a confusién: hay que derivar por separado numerador y denominador; jen ningln caso se

esta diciendo que la derivada del cociente sea el cociente de las derivadas! (Error en el que suelen incurrir bastantes
alumnos...)
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m Recordemos de nuevo, del tema anterior, los 7 tipos de indeterminaciones:

0, 22 0(4w), -0, 1*¥°, (0)°, 0°
0 + o0

Los dos primeros, aplicando la regla de L'Hépital, se suelen deshacer en la mayor parte de los casos. En
cuanto a los cinco restantes, se pueden reducir a los dos primeros, es decir, a un cociente, aplicando
alguno de los siguientes procedimientos:
1°) Indeterminacion A - B =0 - ( o)

En este caso suele funcionar transformar el producto en cociente, haciendo:

A
AB=—— o] A-B:i

1/B 1/A

(lo que funcione y/o que resulte mas cémodo de derivar después por L'Hépital).

Ejemplo: lim X(51/X —1): (Soluc: In 5)
X — 00

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 52,53y54
Ejercicio libro: pag. 291: 4 (indeterminacion 0-)

2°) Indeterminacion A -B = co—-c0

En la mayoria de los casos, operando la expresion A-B, la expresion se transforma en un cociente; cuando
ello no resulte, alternativamente podemos probar a transformar la expresion en otra que responda al caso
anterior, sacando factor comun:

A—B:A[l—Bj 0 A—B=B(A— j
A B

(lo que funcione y/o que resulte mas comodo de derivar después por L'Hbpital).

Ejemplo: lim _t 1) (Soluc: 1/2)
x-0|In(x+1) x

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 56, 69 y 86

Ejercicio libro: pag. 306: 45 (indeterminacion co-oo)
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‘Socublamos (Cdod Reol)

39) Indeterminaciones A ® =1+, 0°, (1)’

Suele funcionar aplicar la expresion AB =e®"™ (la cual se justifica faciimente tomando neperianos en
ambos miembros); tomando limites en ambos miembros, se obtiene la siguiente regla practica:

imAB = g'm (B-InA)

con lo cual se convierte en una indeterminacion del tipo 0-c

NOTA: Esta regla es mucho mas practica y general que la vista en el apdo. VII 5° del tema anterior

Ejemplo:  im (cos 2x)** (Soluc: 1/e°)

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 60y ss.

Ejercicios PAEG: 2 B sept 99, 2A sept 2000, 4A jun 2001, 3A sept 2001, 2B jun 2005 — repetido con 2A sept
2000, 1A jun 2008 (L'Hopital)

1A jun 2007, 1A sept 2006 (L'Hopital+continuidad)
1A jun 2002 (L'Hopital+derivabilidad)

Ejercicios libro: pag. 305 y ss.: 16 (indeterminacion 0/0), 44 (indeterminacion exponencial y 0-), 70 (indeterminacion
exponencial) y 71 (indeterminacion 0/0)
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TABLA de DERIVADAS ELEMENTALES

FUNCIONES SIMPLES FUNCIONES COMPUESTAS (Regla de la cadena)
1 y=k y'=0
2 y=X y'=1
3 y=k-x y'=k y=k-u y'=k-u'
4 y=x" (nO0) y'=n-x"" y=u" (nO0O) y=n-u"".u'
5 y=uzv y'=u'rv'
6 y=u-v y'=u'-v+u-Vv'
7 y= % _u Dlvzu v
8 y=2 y'=-i2 y=1 y——u—zl
X X u u

9 y =% y=—* y=+u y=-1

2Jx 2u
10 y =9x derivarla como y=x"" y=%u derivarla como y=u""
11 y=a“ y'=a“Ina y=a" y=u-a“Ina
12 y=¢e" y'=e* y=e" y'=e"-u'
13 y=u" aplicar derivacion logaritmica
14 y=log, x :Io%e x;ha y=log, u ,:u'ljlb% :u%l}lm
15 y=In x y =§ y=Inu y :%
16 y=sen X y'=Cc0s X y=sen u y'=u'-cos u
17 y=COS X y'=-sen x y=Ccos u y'=-u-senu
18 y=tg X y =1+tg°x = 12 y=tgu y = (1+tgu) = UIZ

COS™X Cos"u

19 y=ctg x y =-(1+ctg’x) = Se_nlzx y=ctg u y =-(1+ag’u)m = se_rlezu
20 y=arc sen x y'= L > y=arc sen u y'= el >

1-x 1-u
21 y=arc cos X y'= L > y=arc cos u y'= i >

1-x 1-u
22 y=arc tg x y'= % y=arc tg u y'= u_2

1+x 1+u
23 y=arc ctg x y'= _12 y=arc ctg u y'= _ulz

1+Xx 1+u

En esta tabla, k y n son nimeros reales, a es un nimero real positivo, y u y v son funciones.
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DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO [f ’(a)]:

1) f(a) = im L= f@ 5
x»a X-a

Férmulas: f’(a):rtinbw

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, hallar el valor de su derivada en el punto
indicado, utilizando la formula que se sefiala:

a) f(x)=x* en x=2 mediante (1) d) f(x)=+/x en x=4 mediante (2)
b) f(x)=2x-5 en x=1 mediante (2) e) f(x)=1/x en x=-1 mediante (1)
c) f(x)=x" en x=2 mediante (1) f) f(x)=x*+x+1 en x=0 mediante (2)

2. Volver a hacer el ejercicio anterior por la férmula alternativa en cada caso, y comprobar que se obtiene
idéntico resultado.

3. Hallar la derivada de f(x)=x’-x en x=1. Dibujar la funcién y trazar la recta tangente en dicho punto. Hallar
el angulo que dicha tangente forma con OX" e interpretar el resultado.

FUNCION DERIVADA f’(x):

f(x+h)—f(x)

- ®3)

Formula: [f'(x)=lim
h—0

4. Hallar la derivada de las funciones del ejercicio 1 y sustituir el punto indicado en cada caso, para
comprobar que se obtiene el mismo resultado.

5. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones, y a partir de ella obtener f 4(2), f (-1) y f /(0):

a) f(x)=3x-2 b)) f(X)=x°-5x+6  c) f(x)=x+1 d) f(x)=+/x? +1 e)f(x):il
X+

6. Hallar la derivada de f(x)=x*-3x en x=1 mediante la definicién de derivada (es decir, mediante un limite)
(Sol: -1)

REGLAS DE DERIVACION. TABLA DE DERIVADAS:

7. Utilizando la derivada de la funcién potencial, [ y=x" = y'=n-x"" (¥nelR) |, hallar la derivada, simplificada,
de las siguientes funciones:

2
4 X

a) y=x" b) y=x c) y=3x" d) y=-2x° &) y= % X f)y= e



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Q) y=ux  hy=3  Dy=24  hy-L K) y =xx )y- ¥
Jx X
myy=-2  n) y:§ 0) y=vx* P) y=2Jx q) y=33x° )y
X
(Soluc: a) y'=2x; b)y'=3¢ ¢)y=12x% d)y'=10x% e)y=6x% f)y=x/2: 9) =l _:h) = i)
Yook s Y T 24
, -1 3 -3Jx . , 5 . 3 —. 7
r_ : K)y =2 ; | r— m =-12x>; n =2x': 0 —2 ; —__;
Dy ls )y 2& ) ¥ e )y )Yy ) ¥ 2& P)y Tx
9 . x
’_ : r r__ N2
o)) y 5f/x7 )% o2

8. Utilizando la formula de la derivada de la suma de funciones, hallar la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

2

a) y=x>+x+1 b) y=2x3-3x*+5x-3 C)y= X? - % +1 d)y=3x -x® +2Jx

7 3 7

- +
3Yx? 4Ux JIx

(Soluc: a) y'=2x+1; b) y=6x’-6x+5; c) =2 x_T; d) Y=
3 5

9. Utilizando diversos casos de la tabla de derivadas, hallar la derivada simplificada de las siguientes
funciones compuestas:

a)y:i2 b) y:% C)y=+x?+1 d) y=(x* -3)? e) y=(x* +x+1)3
X X°+2x-3
fly=¥2x*-3 g y-__L h)y =3(x* +1)*° ) y=23x*-1)*  y-—2 _
X% +4 (x?+1)°

(Soluc: Q) o2 by o X2 oy el X d)y=ad12x e) y=3(2xH 1))

x? & Z+2x-3)° xZ+1

Dye 2 gl X nyyeoddel hyasel D)y 12 )
PLx ’-3)7 244y & “+1)

10. Utilizando la férmula de la derivada del producto de funciones, hallar la derivada de las siguientes
funciones (en algunos casos, también se recomienda simplificar la funcién antes de derivar, y comprobar
que, una vez derivada, se obtiene idéntico resultado):

a) y=xyX b)y=(2x-3)(x* =5) ¢) y=x?3/x dy=2x-3)¥x>  €) y=(2x+1)(x* -3)
1 2
K y:&[m]

(Soluc: a) y’:%&; b) y’=6x*-6x-10; ) y'zgflx" pod) y— o4k +jXTJE; e) y '=10x"+4x°-36x*12x+18;
X

f) , &-3}(\/;
C2xpc +1)°

11. Utilizando la formula del cociente de funciones, hallar la derivada de las siguientes funciones:

2
y= Q) y=% d) y-—X &) y=—2

x? -5 b) X+ 2
+2 x2_5 X (2x? +1)? Jx+1

a)y:
X
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2 2 2 2
(Sol: a)y,:x +4X+5; b)y':_X +4x+5; cyver7r; d) - 3-18x ;e yo 3x° +4x m)
K +2)° x 2-5)7 ex 2+1)° 26 +1)?

. . u uv .
12. Hallar la férmula para la derivada de y = v e y=——, siendo u, v y w funciones.
: w
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2° BACH.

= Hallar las derivadas simplificadas de las siguientes funciones:

1.

2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

y=3

y=5x
y=-X
y=x* G +x+1
y= 4x*-x3+3x°-7

y:—}x5 SNCE S
5 6 2

y=3(x*+x+1)
y:4(3x3—2x2+5)+x2+1

2x% —3x®> +4x -5
2

y=(x*+1) (2x*-4)
y=1/x
y= 1/x°

y= 1/x°

y=3¢

y =X

y=2 3/7—3x2+%
y=(x+1)°

y=(2x*-3x+1)°

y= (X2+1)100

(y'=0)

(y=1)

(y'=5)

(y=-1)
(y'=4x>+3x*+2x+1)

(y'=16x>-3x%+6X)

-3 (y‘ Xt 16X — S x? +x]

2

(y'=3(2x+1))
(y'=36x°-14x)
(y’=3x2—3x+2)
(y'=10x"+6x°-8x)
(y'=-1/x")

(y'=-3/x")

(y'= -5/x°

(y'=5(x+1)")
(y'=3 (2x*-3x+1)? (4x-3))

(y'=200 x (x*+1)*)

23. y

24,
25.

26.
27.
28.

20.

30.
31.

32.
33.
34.

35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45,
46.

_X+1

T x-1
1
X2+l
2x? -1
x®+1

y_(ZX—SJ4

X+4

y=vx>+1

y=2 V¢ -x2+1 (2x* +3)

y

y=log x
y=In x
y=3log,x- 4Inx

y=In(3x*+4x+5)

y=Inyx? -1
y =4/In(x* 1)

y=2"
_ 2x2+x+1

y

y = er2—3x+5
y=e”

y — e]Jx
y=10"%

y=sen 2x
y=sen x°
y=sen’x

y=2 sen X
y:sen(x2-2x+1)

y =cos/X

_ 2 ]
C(x-1)°

. =2
y= (x* +1)?

3 —2x* +3x% + 4x
& ¢ +1)>?

(x+4)°

. X
y =
x? +1j

g 1ax 12 rox +2x]

|
|
|
)
|
|
|

(,7 6X+4 ]
y 3x? +4x+5

VL X
(y (@ —1)\fin( -1)]

(y'=-1/e"

(y’= sen 2x)

,__sen\/;
(y Tk j
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48.

49.

50.

51.
52.

53.

54.

55.

56.
57.
58.
59.

60.

61.

62.
63.

64.
65.

66.
67.

68.

69.

70.

71.
72.

73.
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y:sens(x2+1)

1
y=tg~

X
y = ctg(x*+1)

37 4

1
x2-=
X

_ 1
y 2

y=2/x
y=2 sen (x2+1)

y=3(x*-x+1) (X*+x-1)
y= E cos(\/; +1)
2

x? -1

X% +1

y=x/2

y—£+3+i+lnx
x x* X3

y=In*(x+1)

y=(2x%-1)(x*-2)(x*+1)

1-x°
X% +1

y =
y:Inzx

y=In X2
y=(*+1)(x+2)°

Inx

Jx
B 1
3 -x3+2
y =Lnsenx

y=senLn x

y=+x*-2x*+3

senx

y=e

y=+inx

tgx

y=2

x? +1
x? -1

y:

y=cos (e" +1)

(y’=6x senz(x2+1) cos(x2+1))

X2

> S
y= sen?(x? +1)

(y’=—3x3+x2+x+1/x2)

[y'=—1+thJ/XJ

(y'=-2/x’)
(y'=4xcos(x’ +1))

(y'=3(4x>-2x+2))

. 3In?(x+1)
[y— X+1 J

(y'=14x5-25x"+8x3+6x%-10x

]
)

(y'=2/x)

(y'=5x"*+24x>+39x%+28x+12)

5F)

y= -15x* +3x°
(3x° —x3 +2)?

[ , 2X° —2X ]
y=———
N

L1
[y zF]
yio _2xx% -1
x2 —1?% \Ix?+1

74.

75.
76.

77.

78.

79.
80.
81.

82.

83.
84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.
9. y

97.

y=3¢ +1

y =tg (1+Ln?x)
y =log (2* +5)
x* —2x% +1
4
B 5
x* —2x2 +1
y=3(x+1)° x+1
y=In(x-3)
y:4ln\/;
y =+4Inx
y =x3x

y:\,/;-lnx

y:

y=In

X+2
y=In(x+1)-log(x-1)
y=In(Inx)

3
In(x? +1)

1
X+2

y:3

3 (x-1)%(x+2)
X+1
3x? -5
In(3x? —5)

y =arc sen (x* —4)

(y'=x*-x)

20x - 20x®
(x4 —2x? +1)2
(y':lo 3(x+1)7j

rect

(y’=2/x)

i)

o

2
—

b
y T (x+2)(x-1)

_ log(x -1

X+1 x-1

)

. In(x +1) Ioge}

y'= (x +1) In? (x +1)]

|
s
[

y=3 2x3 +3x? —5]

(x+1)?
[ . 42x[-1+In(3x? —5)]]

y = 2/av?

In“(3x“ —5)
(y —eX -2x)
(y'=(x+1)-€")
,eX(x-1)
y'e (x2 )]

ye Inx — 2 )
2x In?x

, X+4
N =]

(x+3) Yx+3
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1 1 _f2 2 _a\2 5x5 —2x% —3x
98. y =arc cos — y'= 109. y=+4/x" +1 (x“ -1) [y-_ X ]
X xyx? -1 VX2 +1
99, X +72x+4 g0 110. y -2 arcge’
(6-x) 6-x)° 3
2
X“+5 ~18x
100. y= _ X 111. y = "
00. y=2(/x —arctg+/x) [y_xﬂJ 2 2 Y=o _ay
3 _ 4 2 - 2
101. y=arctg 2>; 1 [ o pdoaadaax ] 112.y = arc sen (x"+1)
X" = 4AX° + X" =47 —4x° +5 113.y=arccos\/;
102. y=(x®-4x? —6)e* V(w3 2 _ X
y=(X’-4x*+7x—-6)e (y (x° =x x+1)e) 114.y=i+3_§+5 [y‘i 1 4+3j
3 2 T 32
103. y=arc sen y1-x? [y-_ -1 ] 3X X2 X Iy X X
1-x2 115. y=arc tg X2 +i
2 2 X4 —
104. y:%arctg eX [y.: Xe:ZJ
1+e™ 116. y:%/(xs'fl)4 (y':4x2 M)
1+x 1
105. y=arctg=— ‘=
X (y 1+x2) 117,y =(x+2) In(x +2) (y'= 1+In(x+2))
Inx . 1-3Inx
106. y:xi3 (y: v j 118. y= X2+1(X2+1)2 (y‘:Sx ’(X2+1)3)
107. y—in X2 g1 119. y= (2x+1)° ¥3Bx-1
x-1 1-x2
120. y - [X+1
108. y—arc sen 2 (y‘:— ! j A x-1
\/; XX -4

Derivaciéon implicita:

Hallar, por derivacién implicita, la derivada de las siguientes funciones:

2 _ _
121. y*+2xy+5=0 [y,:y j
X+y
122. x2y+xy’=y+1 y= y? +2xy
—x% —2xy +1
123. x*+y?-xy=3 (y.: 2x - yj
X -2y

124. xy? =x* +y

Hallar, por derivacién implicita, la derivada de las siguientes funciones, en los puntos que se indican:

3 . 3_ 2
125. x>-y°=y en P(1,0) (y': 332)(+1; y'(P)=3]
126. x*+yP+x+y=16 en Q(-1,-1/2) [y‘=* > Y@= aj
y+1
N A i 2-2y?
127. xy“ + 5= x+1 enelorigen (y.: o i/l; y'(O)=0]
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m Derivacion logaritmica:

Hallar, por derivacién logaritmica, la derivada de las siguientes funciones:

poyer i tstyex (om0

129. y=x" (v = (2-Imx) x-2%%) 135, y = (x + 1L [y - l[ln(x *1)+71D
130. y=(sen x)**"* (y’=[cos x In(sen x)+cos x](sen x)*"%) .
131. y=(sen x)°** (y’=[-sen x In(sen x)+ctg x cos x](sen x)*** 136. y=(sen " [y = (sen x)" Inifn %+ Cti XB
132.y=(sen x)*  (y'=(In sen x+x ctg x) (sen x)*) 137. y =x*"* (y cosx-Inx + e:xj XSG"X)
133. y=(e")*"* (y'=(sen x+x cos x) e**"*

m Ejercicios varios:

138. (S) Dada la funcién  f(x)=Ln f1+sen X
1-senx

se pide: a) Determinar los valores de x para los que esta definida.

b) Hallar su derivada.

(Soluc: Wx=m/2+nmr con neZ; f(x)=1/cos X)

139. (S) Un observador se encuentra a 2000 metros de la torre de lanzamiento de un cohete. Cuando éste
despega verticalmente mide la variacion del angulo @(t) que forma la linea visual que le une con el cohete
y la del suelo horizontal en funcion del tiempo transcurrido. Sabiendo que ¢'(t)=1/20 radianes por segundo
cuando @=11/3, se pide:
a) ¢ Cual es la altura del cohete cuando ¢=11/3 radianes?
b) ¢ Cual es la velocidad del cohete cuando ¢=T11/3 radianes?

(Soluc: 20003 m.; 400 m/s)

140. (S) Hallar la derivada vigésimo cuarta de y=a sen bx paraayb constantes.  (Soluc: y*=ab® sen bx)



91 EJERCICIOS de DERIVABILIDAD 2° BACH.

Derivabilidad y continuidad:

2 .
1. Dada f(x) = {X sixz0 , Se pide: a) Estudiar su derivabilidad en x=0 b) Representarla.
X six<0

(Soluc: L f(0))

X2 —4x+5 six>3
2x -4 Six<3

2. Idem con f(x) = { en x=3 (Soluc: [f(3))

3. Estudiar la derivabilidad de f(x)=|x| . Representarla graficamente.  (Soluc: [ (0))

2 . S
4. idem con: a) f(x):{x t*2x+2  six>1 f()():{3; Six#2

six<1 six=2

5. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

a) f(x)=x? en 0,2 2
) f(X) 0,2) d) f(x)z{% si —1<x<0 en su Dom(f)

b) f(x)=1/x en (-1,1) Ux si-2sxs-1

C) f(x) :Xi_T;X en (0,4)

6. Dada f(x)= Ix, se pide: a) Dibujarla. b) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

7. Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x) :1—§/x_2 (Soluc: derivable [7x//[7-{0})

8. (S) Estudiar la derivabilidad en x=1 de la funcion

1 ix<1
10 = o
2 six>1

Hacer la gréfica. (Soluc: no es derivable porque no es continua)

9. (S) Dada la funcién

0 2 six<0
X:
x> six>0

¢es derivable en x=0? ¢ Es continua en x=0? (Soluc: no es derivable ni continua en x=0)
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10. En la figura izquierda aparece la gréfica de una funcién f(x)
definida a trozos. Se pide:

a) Estudiar su continuidad.
b) Estudiar su derivabilidad.

c) Hallar f'(-1), f'(0), f'(1), f'(2) y f'(3)

11. En la figura derecha se ha representado la grafica de una

funcion f(x) definida por ramas. Calcular f'(-1), f'(1), f'(2) y f'(3).

12. Dada f(x)=x|x-1|, se pide: a) Expresarla como funcién definida a
trozos. b) Estudiar su derivabilidad en x=1 c¢) Representarla.
(Soluc: f(1))

13. (S) Representar graficamente la funcion y=| x2—7x+10| e indicar en qué puntos no es derivable.

(Soluc: no es derivable en x=2 y x=5)
14. Estudiar la derivabilidad de f(x)=|x-3|+|x|. Representarla.  (Soluc: ['(0); /7'(3))

15. (S) Determinar a 'y b para que sea continua la funcion

x% +1 six<0
f(x)=<ax+b si0<x<3
X -5 six>3

¢La funcién que resulta es derivable? Representarla graficamente. (Soluc: a=-1y b=1; no derivable)

16. (S) Calcular a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo O:

2 .
ax< +3x six<?2
f0)=1 ) ,
X —-bx -4 six>2
(Soluc: a=2 y b=-7)

17. (S) Hallar a y b para que la funcién

2x +a six<-1
f(x) =4 ax+b si —1<x<0
3x%2 +2 six=0

sea continua. Para esos valores de a y b estudiar la derivabilidad. Representarla graficamente.

(Soluc: a=b=2; para esos valores es derivable en x=-1y no lo es en x=0)

18. (S) Sea

3x six<1l
f)=1 .
ax” +b(x -1) six>1
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¢,Para qué valores de a y b es continua la funcién? ¢Para qué valores de a y b es derivable?
Representarla graficamente. (Soluc: continua para a=3 y /7b; derivable para a=3 y b=-3)

19. (S) Dada la funcion

3 —ax six<l
f(x) =
2 six>1
ax
a) ¢Para qué valores del parametro a es continua? (Soluc: a=1y a=2)
b) ¢Para qué valores de a es derivable? Representarla en este caso. (Soluc: Sélo para a=1)

Recta tangente y normal:

20. Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva f(x)=x’-2x-3 en el punto de abscisa 2. Dibujar
la situacion, e interpretar el resultado. (Sol: tangente 2x-y-7=0; normal x+2y+4=0)

21. idem para f(x) = §/x72 +1enx=0 (Sol: tangente x=0; normal y=1)

22. Hallar la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

a) f(x):3x2+8 en x=1 (Soluc: 6x-y+5=0)
b) y:2x5+4 en x=-1 (Soluc: 10x-y+12=0)
C) f(x):x4—1 en x=0 (Soluc: y=-1)
d) y*+2xy=4 en P(0,2) (Soluc: y=-x+2)
e) y=Inx en x=1 (Soluc: y=x-1)
f) Xy’-4x°y+4x=0 en x=1 (Soluc: x=1)
9) (S) f(x)=3>* en x=0 (Soluc: y=3)
x3 -2
h) f(x) = en x=2 (Soluc: y=-12x+30)
x?-3
i) X*+2xy+y’-x-y=6 en x=-2 y ordenada estrictamente positiva (Soluc: y=-x+3)
D) =(x+1)**t en x=0 (Soluc: y=-x+1)
k) f(x)=(3x-2x°)e*  en x=0 (Soluc: y=3x)

23. ¢En qué punto de la grafica de la parabola f(x)=x’-6x+8 la tangente es paralela al eje de abscisas? ¢Qué
nombre recibe ese punto? ¢ Cual es la ecuacién de la tangente? Dibujar ambas curvas.

(Soluc: y=-1; vértice (3,-1) )

24. ¢En qué punto de la grafica de la funcién anterior la tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante? Dibujar la situacion. (Soluc: 7/2,-3/4)
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25. (S) Determinar los puntos de la curva y:x3+9x2—9x+15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y=12x+5 (Soluc: (1,16) y (-7,176))

26. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y=x’-5x+6 paralela a la recta y=-3x+2 ¢ Cuél es el punto
de tangencia? Hacer un dibujo de la situacion. (Sol: y=-3x+5; P(1,2))

27. Hallar las coordenadas de los puntos de f(x):3x4+8x3—6x2—24x en los que la recta tangente a la grafica de
esa funcién es horizontal. (Soluc: (1,-19), (-1,13) y (-2,8))

X3

28. Hallar los puntos en que la tangente a la funciény :3 -x?-3x+1es: a) Paralela al eje OX

b) Paralela a la recta y=5x+3

29. (S) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva y = (x +1) ¥3-x en el punto (2,3) (Sol: y=3)

30. (S) Escribir la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola xy=1 en el punto de abscisa x=3. Representar
ambas curvas. (Soluc: x+9y-6=0)

31. (S) Se da la curva de ecuacion y=1/x. Comprobar que el segmento de la tangente a dicha curva en el
punto (3,1/3), comprendido entre los ejes de coordenadas, esta dividido en dos partes iguales por el punto
de contacto. (Soluc: la tangente, x+9y-6=0, corta a los ejes en (0,2/3) y (6,0), y su punto medio es (3,1/3))

Teorema de Rolle:

32. Dadas las siguientes funciones, estudiar si se verifican las hip6tesis del teorema de Rolle en los intervalos
que se indican. En caso afirmativo, hallar el valor o los valores de dicho intervalo en que se verifica el

teorema:
a) f(x)=x* en[-2,2] (Soluc: c=0) f) y=2 +¥x? en[-1,1] (Sol: no deriv. en x=0)
2 - 30y _ )2 o
b) y=X “4X  en[04] (Sol: c=-2+23) 9) y=2+x3(x-2)> en[0,2] (Soluc: c=6/5)
X+2
h) y= 3 -1 en[-1,1] (Sol: no cont. en x=0)
c) y=[x| en[-1,1] (Sol: no deriv. en x=0) x2

d) f)=x*-4x+1 en[13] (Soluc: c=2) ) y=7+x+2)°  en[-2,0]  (Soluc: c=-2/3)

X 4 X ) f(X)= -x*+2x+5 -1,3 luc: c=
e) y:i en[-1,1] (Sol: c=0) D T60=-x+2x+s en| ] (Solue: e=1)

33. (S) Dada la funcion f(x)= |x*-4], estudiar si se verifican las hipétesis y el teorema de Rolle en [-3,3]
(Soluc: no es derivable en x=2)
8 .
—x+4 si x[[0,2]
34. Enunciar el teorema de Rolle. Estudiar si es aplicable a f(x) = 3 en [0,6]. En caso

—x2 +?x si x0(2,6]

afirmativo, hallar el valor intermedio en que se verifica. Interpretar graficamente el resultado.

35. (S) Estudiar si es aplicable el teorema de Rolle a la siguiente funcién en su dominio de definicion:



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

X+2 si 1<x<3
f(x) = .
7-X sl 3<x<5

(Soluc: no, pues no es continua en x=3)

3-x2 six<1

36. Estudiar si f(x) = 2 verifica las hipotesis del teorema de Rolle en [— \E,zj
X

si x>1

(Soluc: c=0)

37. Estudiar si es aplicable el teorema de Rolle a la siguiente funcién en su dominio de definicion:

_ | -x% +5x si 1sx<3
f(x) = .
—-6x +24 si 3<x<5

(Soluc: no, pues no es derivable en x=3)

38. Calcular a, b y ¢ para que f(x) =
[-1,5].

—_— 2 1 —_— - ’ .
{ Xt rax sl ~1=x<3 cympla las hipétesis del teorema de Rolle en

bx +c si 3<x<5

¢Dénde cumple la tesis? (Soluc: a=10/3, b=-8/3, ¢=9; en 5/3)

Teorema del valor medio de Lagrange:

39. Dadas las siguientes funciones, i) Enunciar el teorema del valor medio. ii) Estudiar si se verifican las
hip6tesis del teorema en los intervalos que se indican. En caso afirmativo, hallar el valor o los valores de
dicho intervalo en que se verifica el teorema. iii) Interpretar graficamente el resultado.

a) f(x)=3x> en [0,4] (Soluc: c=2)
b) y=x"-x+3 en [2,5] (Soluc: c=7/2)
0 f(0=(x-2)(x+1) en [0,4] [SO/UC M?]
00 x3 si x0[0,1)
X) = Vo
D 2x% = x si x0[1,2] en su Dom(f) (Soluc: c=1)
Q si —1<x<0
e) f¥=9 2 - en su Dom(f) (SO/UC c=-1/2yc= —\/3)
1/x si —2<x<-1
- 2x-3 si x<4
X = . —
f) 2 +10x-19 S x>4 en [3,5] (Soluc: c=17/4)

0) Y=(x-1)(2x+3)"+4 en[-2.1] [Soluc '”ﬂ

h) f(x)=x°-3x-2 en[-2,2] [So/uc e=4# 2\/5]
3
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) f(x)=In(x+1) en[1,2] (So,uc oo 1 "j
n3 -in2
) f(x)=x’+5 en [0,3]
k) y=x-x’ en [-2,1]
) f(x)=4x’-5x+6 en [0,2]
40. Dada f(x):{xz+aX+b si x<1
2x+1 six=1

a) Hallar a y b para que cumpla las hip6tesis del teorema del valor medio en [-1,5]. (Soluc: a=0, b=2)

b) Hallar el valor o los valores intermedios que verifican el teorema. (Soluc: x=2/3)

Regla de L’'Hobpital:

X
41. jim &.71_1. Enunciar previamente la regla. 57, lim (XZ senij =w
X -0 X X - o X
42, p Ix-1_1 58. jim (Xsengj )
x-e X-e € X — o0 X
43. |im 1- ™ =-2 59, lim (x3 - 4x% +7x —G)eX =0
x -0 X X - — 0
- 60. lim (x*)'*=1
44, jjy 1zcosx_1 Jim (<)
X -0 X2 2
X
’ 61.(S) iim [Z*3) -
45. im X -=o Jm |23
X 50 @

46. |y X-senx_1 62. (S) i _ (1+2cosx)Heosx = g2
+ lim = )

= s
X -0 x3 6 T2
47. jy XoSen2x_ 1 63. (S) lim x*=1
x -0 X+sen3x 4 x -0
senx 1)
48. im -0 64. (S) im (fj =1
x -0 x2 x -0\ x?
49. . senx: 1/senx
My 65. (S) fim (Ltgx j -1
x -0 (1+senx
50. (*) jim XZt9x __
® xhino X —senx 2 66. (S) Ilim In(x +1) - senx =-1
X - 0 X senx 2
51. (S) jim X -1
x-o [nx+2x 2 67. (S) (*) lim (elfx +eZ/x)x = g2
)
52. lim xInx=0 '
X - 0

68. (S) im X =0 (NON)

53. lim (1= cosx) ctgx =0 Xx-o e
X -
69. (S) yy [ X . 1 .3
4. lim (x2-1) th:—ﬂ am, {Inx sen(x-1)| 2
X1 2 T
ofx _ 70. (S) jim _2&rclgx-x _,
55. |im ¥x 1.1 xlino 2Xx —arcsenx
x-1 x-1 3
. - 1
71. (S) |im XZSenx_21
56. (S) im [ 1 _lj=o o T3 6
x -0 (senx x
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72.(S) |jm XZ=Senx._ 81. )I(imo (sen x)* =1
x - 0 In(cosx) -
X —_— -
82. |im & ~1=x_4
x-0 1-COSX

83. |im (cos x)l/x =1

73. (S) |im %;(Zﬂ():o

x -0 X

2
74. (S) i cos x—cosx:_l X -0
x”;no X2 2 2
84. jim X0 X -4
75 im "X g o K
o \/; 85 ||m X]/l_X:}
76. lim (x+e")1/x:e2 ot €
X~ 0 86. im (1_ 1 jzl
sen x x-0\x eX-1) 2
7. lim (ij =1
-0 2 _
X X 87. IirIIVZ ( 1251)anx
. X TT—2X)CcoS X
78. XIiEno (cos 2x)3/X =i6 .
e 88. lim (x=Inx) =
X —
79 l esenx_x_l_l
: X'E“OW‘Z 89. lim (x+2)e*

X - =00

80. |im x%"* =1

X -0

90. El curso pasado obtuvimos el nimero e a partir del siguiente limite™:

X
e= lim £1+1j 02,718281828...
X

X - ®

X
Demostrar que |im (1—5] —et=1 (Ayuda: Se recomienda aplicar la regla A®=e®'™)
X e

X —

N 2 ax?
91. Hallar el valor de a paraque iy [2*2) - iy [ 2X*1 (smuc; a=_2 j
4x +3 X - 0 4X2+T[ 1-1m

X — 00

! También se obtiene mediante la siguiente suma infinita:

e=Zi=1+1+i+i+i+...=1+1+%+%+2—14+...[I2,718281828...





