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Capitulo 1

El nimero real

Un estudio riguroso del ntimero real haria necesaria su construccién formal. Pero, mas
que su construccién, lo que interesa son sus propiedades para el posterior desarrollo
del Célculo. Asi, a lo largo del siglo XIX se perfilan tres teorias distintas: 1) La
axiomédtica (Weierstrass), 2) empleando sucesiones de Cauchy, 3) mediante cortaduras
(Dedekind). Hemos preferido, en cambio, comenzar con una visién intuitiva de IR
y presentar una lista de propiedades algebraicas (IR es un cuerpo conmutativo), a
partir de las que podremos deducir otras propiedades. A continuacién presentamos
las propiedades de “orden” (IR es un cuerpo ordenado) y, por tltimo, presentamos la
propiedad de “completitud” (IR es un cuerpo ordenado completo). Creemos que la
exposicién serd més asequible haciéndolo de este modo.

1.1 Introduccion

El conjunto de los niimeros naturales IN = {1, 2, 3, ...} resulta insuficiente, por ejemplo,
para encontrar solucién a la ecuacién x + 1 = 0, ya que —1 no es un nimero natural.
Es necesario, por tanto, ampliar el conjunto IN de los niimeros naturales e introducir
el conjunto de los nimeros enteros Z y el de los nimeros racionales Q (que permite
resolver ecuaciones de la forma 2z — 3 = 0).

Proposicién 1.1 El par (IN,+) es un semigrupo abeliano *.

Demostracion. En efecto, el par (IN,+) es un semigrupo ya que la operacion +
es interna y asociativa en IN. Ademds, por ser conmutativa, (IN,+) es semigrupo
abeliano.d

Proposicién 1.2 El par (Z, -) es semigrupo abeliano con elemento neutro.

1 Decimos que el par (A, %) es un semigrupo si se verifica:

1. La operacién * es interna en A: x xy € A, V,y € A.

2. La operacién * es asociativa en A: x % (y*z) = (x xy) * z, Vz,y,z € A.

Si la operacién * es conmutativa, el semigrupo se llama abeliano o conmutativo.
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Proposicién 1.3 El par (Z,+) es grupo abeliano 2.

Demostracion. La operacion + es interna y asociativa en Z y 0 € Z es el elemento
neutro. Ademds, Vo € Z, I(—x) € Z / x+ (—x) = (—x)+x = 0. Por ser conmutativa
la operacién + en Z, el par (Z,+) es grupo abeliano. O

Proposicién 1.4 La terna (Z,+, -) es un anillo conmutativo 3,

Demostracion. En efecto, ya que (Z,+) es grupo abeliano y la operacion - es
interna, asociativa y distributiva respecto de la operacion +. Como eziste elemento
neutro en Z para el producto (1 € Z), decimos que (Z,+, -) es un anillo con elemento
unidad. Por ser la operacion - conmutativa, el anillo es conmutativo o abeliano. O

1.2 El conjunto de los niimeros racionales

Sea el conjunto Q de los niimeros racionales. Si consideramos una recta y elegimos en
ella un origen O y una determinada unidad de medida para la medicién de segmentos,
podemos tomar para cada nimero racional x un segmento de igual longitud, que
llevado sobre la recta a partir del origen O hacia la derecha o hacia la izquierda, segin
que x sea positivo o negativo, se alcanza un punto final p que podemos considerarse
como el punto de la recta correspondiente al nimero racional x. El nimero racional
cero corresponde al origen O. De este modo, a cada niimero racional x le corresponde
un unico p de la recta.

Es de la mayor importancia el hecho de que en la recta hay infinitos puntos que no
corresponden a ninglin numero racional. La recta es infinitamente més rica en puntos
que Q en nimeros.

En efecto, si se consideran dos elementos de Q, por ejemplo, 1/3 y 1/2, al sumarlos
y dividirlos por 2, se obtiene el niimero racional correspondiente, en la recta, al punto
medio de ambos:

(1/2+1/3)/2 =5/12

El nimero racional (1/3+5/12)/2 = 9/24 corresponde a su vez al punto medio de
1/3 y 5/12. Si repetimos el proceso indefinidamente, encontramos infinitos nimeros
racionales entre 1/3 y 1/2. Podemos concluir que, dados dos nimeros racionales, por
préximos que estén, existen infinitos nimeros racionales entre ellos.

2 Se dice que el par (A, *) es un grupo si se verifica:

1. La operacién * es interna en A: x xy € A, Vz,y € A.

2. La operacién * es asociativa en A: x % (y*z) = (x xy) * z, Vr,y,z € A.
3. Existe un elemento neutro e en A: x xe =exx =x, Vo € A.

4. Existe elemento simétrico ' € A, Vo € A: xx2' =2’ xx =e.

Si la operacién * es conmutativa, el grupo se llama abeliano o conmutativo.

3 Se dice que la terna (A, +,-) es un anillo si se verifica:

1. El par (A, +) es grupo abeliano.

2. La operacion - es interna en A: x -y € A, Va,y € A.

3. La operacién - es asociativa en A: z- (y-2) = (z-y) - 2z, Va,y,z € A.

4. La operacién - es distributiva respecto a +: - (y+2) =z -y+x -z, Vr,y,z € A.
Si la operacién - es conmutativa, el anillo se llama abeliano o conmutativo.



1.2. El conjunto de los niimeros racionales 13

Podriamos pensar, a la vista de lo anterior, que los nimeros racionales recubren
completamente la recta numérica. Esto no es cierto, como nos muestra el teorema
siguiente.

Teorema 1.1 /2 no es un nimero racional.

Demostracion. Para demostrarlo, se supone que V2 es racional: 3 a/beQ/ V2=
a/b, siendo a/b una fraccion irreducible, esto es, a y b son primos entre si. Elevando
al cuadrado: 2 = (12/b2 = a® = 2.b%. Por tanto, a® es par. En consecuencia, también
lo es a (ver ejercicio resuelto nim. 1.4). Si a es par, existe un nimero natural m tal
que: a = 2m = a®> = (2m)? = 20* = 2m? = b*> = b® par = b par. Entonces, a y b
son pares, en contra de la hipdtesis de que a/b era irreducible. O

Por tanto, entre los nimeros racionales existe otro tipo de ntimeros, a los que se
llama irracionales, y simbolizamos su conjunto con la letra II .

Por otra parte, es sencillo representar un niimero racional en la recta numérica.
Por ejemplo, el niimero 2/3 (ver figura 1.1) es facil situarlo mediante un procedimiento
geométrico simple. Trazamos una semirrecta cualquiera con origen en O y tomamos
sobre ella tres segmentos de igual longitud OA, AB y BC. Unimos el punto C con
el punto correspondiente al 1 en la recta y trazamos una paralela por B, siendo su
interseccién con la recta numérica el lugar de 2/3.

C

O 2/3 1
Figura 1.1

Para situar v/2, se observa que v/2 es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de
catetos iguales a la unidad (ver figura 1.2).

V2

0 1 V2

Figura 1.2

Proposicién 1.5 (Q,+,-) es un cuerpo conmutativo *.

4 Se dice que la terna (A, +,-) es un cuerpo si se verifica:

1. El par (A, +) es grupo abeliano, con elemento neutro e.

2. El par (A — {e}, ") es grupo.

3. La operacién - es distributiva respecto a +: - (y+2) =z -y+x -z, Va,y,z € A.
Si la operacién - es conmutativa, el cuerpo se llama abeliano o conmutativo.
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Demostracion. En efecto, ya que los pares (Q,+) y (Q—{0}, ) son grupos abelianos
y la operacion - es distributiva respecto a la operacion +, como es fdcil de comprobar.
O

1.3 Forma decimal de un numero racional

Al transformar en decimal un ntmero racional (simplemente efectuando la divisién
entre numerador y denominador), se pueden presentar tres casos:

a) Resulta un nimero entero: 6/2=3

b) Resulta un decimal finito. Esto ocurre cuando el nimero racional (jirreducible!)
no tiene en el denominador otros divisores que 2 y 5. Por ejemplo:

3 3-22 3.2 12
2251 2t51 -~ 101 100 00012
7 7-5 35
¥R P B 108 = 0.035

¢) Resulta un decimal periédico. Por ejemplo: 9/7 = 1.285714, ya que, si se hace
la divisién, llegard un momento en que las distintas cifras del resto se agotaran y, al
repetirse, dan lugar a un decimal peridédico en el cociente.

Podemos entonces decir que a un ntumero racional le corresponde un decimal
periédico, considerando los nimeros decimales exactos como numeros con periodo
igual a cero:

2.837 = 2.8370000000... 2 = 2.0000000....

A la inversa, si tenemos un nimero decimal periédico y queremos escribirlo en la
forma de fraccién, por ejemplo, x = 2.376, multiplicamos = por 1000 y por 10

1000z = 2376.767676...
10z = 23.767676...

y restamos ambas igualdades
990z = 2353

obtenemos
2353

990

Observacién Un numero de la forma n.9 es igual al nimero entero n+ 1, resultado
que apreciamos al hallar su fraccion generatriz.

Ejemplo 1.1 Sea x = 2.9. Entonces, si multiplicamos x por 10 y le restamos x

10x = 29.999...
xr = 2.999...
9x = 27
27

_ 4 _3
T

¢ Ocurre lo mismo con 2.82. Evidentemente, no, ya que 2.8 = 26/9.



1.4. Segmentos conmensurables 15

Los numeros decimales no periédicos son los irracionales. Dentro de ellos dis-
tinguimos dos categorias, los nimeros irracionales algebraicos y ntimeros irracionales
trascendentes.

Nimeros irracionales algebraicos son aquellos que son solucién de una ecuacién al-
gebraica, es decir, una ecuacién cuyo primer miembro es un polinomio con coeficientes
enteros y su segundo miembro es igual a cero. De no existir dicha ecuacién, el niimero
irracional recibe el nombre de transcendente.

Ejemplo 1.2 /2 es irracional algebraico, ya que x°> —2 =0, x = /2.

Por tltimo, la unién de los ntimeros racionales e irracionales constituye el llamado
conjunto IR de los ntimeros reales, que recubre completamente la recta numérica:

R=QU I

1.4 Segmentos conmensurables

Consideremos dos segmentos a y b, tales que a > b. Si los comparamos, pueden ocurrir
tres cosas:

1. El segmento a contiene un ntmero entero de veces al segmento b.

2. El segmento a contiene un nimero entero de veces a un divisor de b.

En ambos casos, la relacién entre a y b se puede expresar mediante un ntimero
racional. Decimos entonces que a y b son segmentos conmensurables.

3. No existe ningin divisor de b contenido un ntimero entero de veces en a. Decimos
que a y b son inconmensurables.

Ejemplo 1.3 La diagonal de un cuadrado y su lado son inconmensurables, ya que
d=+2-1, y V2 no es racional.

Ejemplo 1.4 La longitud de una circunferencia y su radio son inconmensurables, ya
que L = 27r, y ™ no es racional.

1.5 El método de induccion

Si consideramos el polinomio P(n) = n? +n+ 41, debido a Euler, y sus valores numé-
ricos paran =0,1,2,...:

P(0) = 41
P(1) =43
P(2) = 47
P(3) =53
P(4) = 61

Hemos obtenido niimeros primos. Si sustituimos para n = 5, 6, 7, 8, 9, 10, obte-
nemos los nimeros primos 71, 83, 97, 113, 131 y 151, respectivamente. ;Podemos
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afirmar que el valor numérico de P(n) es un nimero primo para todo valor natural de
n?. NO. Para n = 40,

P(40) = 40% + 40 4+ 41 = 40(40 + 1) + 41 = 40 - 41 + 41 = (40 + 1) - 41 = 417

que no es un nimero primo. El polinomio anterior produce niimeros primos para n =
0,1,2,...,39, pero falla para n = 40. Por lo tanto, es inadmisible y peligroso establecer
una proposicién general para todo valor natural de n, basdndonos en proposiciones
que hemos encontrado verdaderas para valores particulares de n.

La cuestién es la siguiente: si una proposicién se cumple para determinados valores
naturales, jcomo podremos determinar si es cierta para todo valor natural?.

Para contestar a esta pregunta emplearemos la llamada induccién completa o
método de induccién, que exponemos a continuacién.

Teorema 1.2 Una proposicion se cumple para todo nimero natural si se verifica:

a) Dicha proposicidn es cierta para n = 1.

b) Si se supone que la proposicion es cierta para un valor natural cualquieran =k,
ello implica que es cierta para n =k + 1 (efecto domind).

Observacién Hemos visto, en el ejemplo anterior del polinomio de Euler, el error
que podemos cometer al pasar por alto la condicion b). El siguiente ejemplo muestra
que tampoco podemos obviar la condicion a).

Teorema 1.3 (teorema “falaz”) Todo nimero natural es igual al nimero natural que
le sigue.

Demostracion. Suponemos que es cierto para n = k:
E=k+1 (1)
y queremos probarlo para n =k + 1. Es decir, hemos de probar que
k+1=k+2 (2

En efecto, si sumamos 1 a los dos miembros de (1), obtenemos (2). Por tanto, si
la proposicion es cierta para k, también lo es para n =k + 1.

El error estuvo en que consideramos unicamente la condicidn b) del principio de
induccion. O

1.6 Numerabilidad

Definicién 1.1 Decimos que dos conjuntos A y B son conjuntos coordinables cuando
podemos establecer una aplicacién biyectiva entre ellos .

Decimos también que dos conjuntos coordinables tienen la misma potencia.

5 Una aplicacién entre dos conjuntos A y B es una correspondencia que asigna a todo
elemento del conjunto A un solo elemento del conjunto B. Si en el conjunto A no hay dos
elementos que tengan la misma imagen, la aplicacién recibe el nombre de aplicacién inyectiva.
Si todo elemento de B tiene un original en A, la aplicacién se llama aplicacién sobreyectiva.
Una aplicacién inyectiva y sobreyectiva recibe el nombre de aplicacién biyectiva.
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Definicién 1.2 Un conjunto A es finito si es coordinable con {1,2,3,...,n} € IN de ez-
tremo n, y decimos que n es el nimero de elementos de A o cardinal de A, card(A)=n.

Definicién 1.3 A un conjunto no finito, lo denominamos infinito.

Segun las definiciones anteriores, dos conjuntos finitos son coordinables si tienen
el mismo nimero de elementos. En conjuntos infinitos, las cosas son distintas, como
veremos a continuacion.

Definicién 1.4 Decimos que un conjunto es numerable si es coordinable con IN o con
un subconjunto de IN.

Por ejemplo, el conjunto P de los nimeros naturales pares, es infinito y, ademas,
numerable. En efecto, podemos establecer una aplicacién biyectiva entre IN y P ha-
ciendo corresponder a cada elemento n € IN una imagen 2n € P.

El conjunto Z de los nimeros enteros es un superconjunto de IN y, sin embargo,
es numerable. Se puede ver mediante la correspondencia de Z en IN tal que Vz € Z:

2¢ six >0
—2r—1six<0

flz) =

Teorema 1.4 La union de una coleccion numerable de conjuntos numerables es un
conjunto numerable.

Demostracion. En efecto, sean los conjuntos numerables

X1 = {3311, xlg,...,xln,...}
Xz = {3321, 1’22,...,%2”,...}

X3 = {3231, L3254y L3ny }

Podemos numerar la union de todos ellos, U X, siguiendo el esquema siguiente
i=1

T11 — T12 T13 — T14
/
T21 T22 T23 T24
/
31 Z32 33 T34
T41 Ta2 Ta3 Taa
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FEsto es,

T11, T12, T21, T31, T22, L13 , T14, T23, T32, T41, T51, T42, ... O

Como consecuencia de este teorema podemos ver que el conjunto (3 es numerable.
Para ello, formamos los conjuntos

Yy ={1/1,1/2,1/3,1/4,1/5...}
Y = {2/1,2/2,2/3,2/4,2/5...}

Cada uno de los conjuntos Y; es numerable y su unién es Q*.

1.7 Propiedades algebraicas de IR

Dados dos nimeros reales x e ¢, su suma es un ntmero real, que designamos = + vy, y
su producto es otro nimero real, que designamos x - y, cumpliéndose las propiedades
siguientes:

Ax1. Existe elemento neutro 0 € IR para la suma:
z4+0=04+2 =2, Vx € R.
Ax2. Existe un elemento opuesto —x € IR para todo = € R:
z+ (—z)=(—z)+x=0.
Ax3. Propiedad asociativa para la suma:
x4+ (y+z)=(x+y) +2 Vz,y,2 € R.
Ax4. Propiedad conmutativa para la suma:
r+y=y—+z Vr,y € R.
Ax5. Existe elemento neutro 1 € IR para el producto:
z-1=1-z=z, Vr € IR.
Ax6. Existe un elemento simétrico 1/x € IR para todo x € IR, = # 0:
z-(1/z)=1/z) -z =1.
Ax7. Se verifica la propiedad asociativa para el producto:
z-(y-z)=(xz-y)- 2 Vr,y,z € R.
Ax8. Se verifica la propiedad conmutativa para el producto:

z-y=y-z, Vr,y € R.
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Ax9. Se verifica la propiedad distributiva del producto respecto a la suma:
z-(y+z)=x-y+x-z Va,y,z € R.
Entonces, la terna (IR, +, ) es un cuerpo conmutativo.

A partir de los axiomas anteriores deducimos todas las leyes usuales del algebra
elemental de IR. A continuacién, vamos a ver algunas.

Proposicién 1.6 Probar que si dos elementos x,y € IR cumplen que x +y = vy,
entonces x = 0.

Demostracién. Sumamos —y € IR (cuya existencia estd garantizada por Az2) a
ambos miembros de la igualdad x +y = y:

@+y)+(-y)=y+(-y) =0
Por otra parte, en virtud de Az2 ,Az8 y Axl:
@+y)+(-y) =z+@+(-y)=2+0=2
Por tanto, x = 0. O

Proposicién 1.7 Probar que si x -y # 0, con x,y € IR, entonces x -y =y = = = 1.

Demostracion. Andloga a la anterior. O

Proposicién 1.8 Demostrar que si x +y =0, con x,y € IR, entonces y = —zx.

Demostracion. Sumamos —x € IR (cuya existencia estd garantizada por Az2) a
ambos miembros de la igualdad x +y =0

(—z)+(z+y)=(—=2)+0
Aplicamos Ax3 al primer miembro y Azl al segundo miembro obtenemos que
(o) +a)+y=—=x
Aplicamos ahora Ax2 y Azl al primer miembro, obtenemos que y = —x. O

Proposicién 1.9 Sean a,b € IR. Demostrar que la ecuacion a + x = b tiene la
solucion dnica x = (—a) + b.
Demostracion. Sustituimos © = (—a) + b en la ecuacidn y aplicamos Azx3, Az2 y
Axl:
a+((—a)+d)=(a+(-a)+b=0+b=b
Por tanto, © = (—a) + b es solucidn de la ecuacidn.
Para demostrar que es tinica, consideramos otra solucion x’:

a+z' =b
Sumamos —a a ambos miembros y aplicamos Ax3 y Axl:
(—a)+(a+2") = (-a) +b
' = (—a)+b

Por tanto, ' = x, y la solucion es tinica. O
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1.8 El orden en IR

Decimos que una relacién R, entre los elementos de un conjunto A, es de orden si
verifica los tres axiomas siguientes:

1. Reflexiva: Va € A, aRa.
2. Antisimétrica: Va,b € A:aRb N bRa = a =b.
3. Transitiva: Va,b,c € A: aRb N bRc = aRc.

Ademas, si para todo par de elementos a,b € A se verifica aRb o bRa, decimos que
la relacién es de orden total. En caso contrario la relacién es de orden parcial.

Proposicién 1.10 La relacion de inclusion C entre conjuntos es de orden parcial.

Demostracion. Inmediata. O

Pues bien, si en el conjunto IR de los nimeros reales definimos la relacién menor
o igual < en la forma

a<beIreRTU{0} /atz=0b

podemos ver que es una relacion de orden.

En efecto, es reflexiva ya que si tomamos z =0 € RTU{0}:a+0=a & a <
a,Va € IR.

Es antisimétrica, puesto que Va,b € IR:
a<besIrecR U{0} /at+tz=0b

b<ae Iz’ c RTU{0} /b+a2' =a

Sumamos miembro a miembro: a+b+z+a =b+a = z+ 2 = 0 (por la
proposicién 1.6) = = =2’ =0 (ya que z,2’ € RT U {0}) = a =b.

Por 1ltimo, es transitiva, ya que Va,b,c € IR
a<be Iy c RTU{0} /atx1=b

b<ce I e RTU{0} /bta=c

Despejamos b en la segunda igualdad y sustituimos en la primera:
at+zi=—224+cSatz+22=c& aRe

ya que 1 +x2 € IRT U {0}.

Por otra parte, Va,b € IR, siempre existe un nimero z € RT U{0} /a+z=bo
bien b+ x = a. Por lo tanto, IR estd totalmente ordenado.

Asi, (IR, +,- ,<) es un cuerpo totalmente ordenado.

Proposicién 1.11 Sean a,b,c € IR. Sia < b, entonces a+c < b+ c.

Demostracion. En efecto, a < b= 3z € R U{0} / a+x = b. Sumamos c a
ambos miembros: a +c+x =b+ ¢, lo que implica que a+c < b+ c. O
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Proposicién 1.12 Sean a,b,c € IR. Sia <b yc >0, entonces ac < bc. Sia<by
c < 0, entonces ac > be.

Demostracion. Andloga a la anterior. O

Proposicién 1.13 Sean a,b,c,d € IR. Sia <b yc<d, entoncesa+c<b+d.

Demostracion.
a<be Iz € RTU{0} Jat+x=b

c<de Iz c RTU{0} /ctar=d
Sumamos miembro a miembro: a +c+ 1 +x2 =b+d<a+c < b+d, ya que

x1 +22 € RTU{0}. O

Proposicién 1.14 Si z > 0, entonces (1 +x)" > 1+ nx.

Demostracion. Por induccion. Para n =1 es evidente. La suponemos cierta para
n = k y hemos de demostrarla para n = k + 1. Si es cierto que (1 + m)k > 1+ kx,
como 1+ x > 0, tenemos que

A+ =0 +2)"Q+2) >0+ ke)1+2) =

=1+ Gk+Dz+k®>1+(k+ 1)z
ya que kz? > 0. O

1.9 Densidad de los niimeros racionales en IR

Vamos a probar ahora que @ es denso en IR, esto es, que dados dos niimeros reales
cualesquiera distintos, siempre podremos encontrar un niimero racional entre ambos.

Teorema 1.5 Siz,y€ R, z<y, IreQ/z<r<y.

Demostracion. Sean © = X0.T1T2T3%4... € Yo.Y1Y2Y3Ya..., tales que x < y. Por
proximos que se encuentren, es decir, si xo = Yo, £1 = Y1, L2 = Y2, ..., las cifras que
ocupan un lugar determinado n, cumpliran que x, < yn. Entonces, el nimero racional
T = Y0.Y1Y2Y3-..Yn (decimal finito) es el nimero buscado. O

Corolario Siz,y€ R, <y, el /xz<i<y.

Demostracion. Aplicamos el teorema anterior a x/v/2 e y/v/2 y obtenemos un
numero racional v # 0 tal que

/V2 <1 <y/V2

y entonces, 1 = rv2, x <1<y, es el numero buscado. O
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1.10 Valor absoluto de un nimero real

Si z es un ndmero real, definimos su valor absoluto |z| como

xsix >0
] = —xsix <0

Ejemplo 1.5 |3| =3; | —3] = —(—3) =3.

Proposicién 1.15 | — z| = |z|, Vz € R.

Demostracion. Si x = 0, es evidente. Si x > 0, entonces —z < 0 = | —z| =
=—(—z)=z=|z]. Siz<0: |z|=—2x=|—2z|, ya que —z > 0. O

Proposicién 1.16 |z —y| = |y — z|, Vz,y € R.

Demostracion. Consecuencia de la proposicion anterior. O

Proposicién 1.17 |zy| = |z||ly|, Vz,y € R.

Demostracion. Si x ¢y son cero, es evidente. Si x > 0 e y > 0, entonces xy > 0,
con lo que |zy| = zy = |z||ly|. Silz| > 0 e |y| < 0, entonces xzy < 0, con lo que
lzy| = —2y = z(—y) = |z||ly|. Andlogamente, si x <0 ey > 0. Por dltimo, si x <0 e
y <0, entonces vy > 0: |zy| = vy = (—z)(=y) = | — z|| —y[ = [=[]y|. O

Proposicién 1.18 |z| >a=z>a 6z < —a, con z,a € IR.

Demostracion. Sixz >0, |[z|=xz>a. Siz <0, |z|=—-2z>a=2<—a O

Proposicién 1.19 |z| <a < —a <z <a, con z,a € R.

Demostracion. Si |x| < a, entonces © < a y —x < a. De la seqgunda desigualdad
se tiene —a < x. De aqui, —a <z < a.

Reciprocamente, si —a < x < a, tenemos que —xr < a y x < a, de manera que
|| <a. O

Proposicién 1.20 —|z| <z < |z|, Vz € IR.

Demostracién. Inmediata, tomando a = |z| en la proposicidn anterior. O

Proposicién 1.21 |z +y| < |z| + |y, Vz,y € IR.

Demostracion. De la proposicion anterior, —|z| < z < |z|, —|y] < y < |y|.
Sumamos miembro a miembro

—(zl+y)) <z +y < ||+ |yl

por la proposicion 12.
Aplicamos que —a < x < a = |z| < a, probado anteriormente, y tenemos

|z +y| <z +|y|. O
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Proposicién 1.22 |z —y| < |z| + |y|, Vz,y € R.
Demostracion. Es consecuencia de la desigualdad triangular, sustituyendo y por
—y:
[z —yl < |z|+] -yl

Segiin una proposicidn anterior, | — y| = |y|, con lo que
|z —y| < |+ [yl. O

Proposicién 1.23 |z1 + x2 + ... + zn| < |z1| + |22] + ... + 20|, Y21, 22, ..., 20 € R.
Demostraciéon. Por induccion. Para n =1 es evidente: |x1| = |z1|. Si |x1 + x2 +
vo F x| < x| + |xz2| + ... + |xK|, entonces

[(x1+ 22+ .. + k) + Tog1] < |x1 + 22+ oo+ k| + |2pg1] <

<lwr| + |z2| + .o + |2k + |TE41]. O

1.11 Intervalos de IR

Definicién 1.5 Llamamos intervalo abierto de extremos a y b, y lo representamos
(a,b), al conjunto
(a,0)={z € R/ a<z<b}

Definicién 1.6 Llamamos intervalo cerrado de extremos a y b, y lo representa [a, b],

al conjunto
[a,b) ={z €R/a<ax<b}

Damos ahora, sin demostraciéon, un importante teorema.
Teorema 1.6 El intervalo (0,1) C IR no es numerable.

Al conjunto (0,1) lo llamamos el continuo y a la potencia de (0,1), potencia del
continuo.

Por lo tanto, IR no es numerable y tampoco lo es I = IR — Q, ya que Q si lo
es. Por otra parte, es facil ver que los nimeros irracionales algebraicos constituyen un
conjunto numerable, dado que son solucién de ecuaciones con coeficientes enteros y Z
es numerable, como hemos visto anteriormente (seccién 1.6).

1.12 Postulado de Cantor

Un postulado es un enunciado que admitimos como cierto sin demostraciéon. He aqui
el de Cantor:

Una sucesién [an, by] de intervalos, tales que an < ant1, bn > bny1 y
lim (by — an) =0
n—oo

define un tnico ntmero real r, comin a todos ellos.
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1.13 Cotas

Definicién 1.7 El nidmero real o es cota superior del conjunto A C IR si se veri-
fica x < a, Vx € A. Si un conjunto posee cota superior, decimos que estd acotado
superiormente. Andlogamente, definimos cota inferior y acotado inferiormente.

Definicién 1.8 Si el conjunto A estd acotado superior e inferiormente, decimos que
estd acotado.

Definicién 1.9 A la menor de las cotas superiores la llamamos supremo. A la mayor
de las cotas inferiores, ifimo. Si el supremo pertenece al conjunto, lo llamamos
maximo. St el infimo pertenece al conjunto lo llamamos minimo.

Ejemplo 1.6 Sea el intervalo A = (3,8]. Son cotas superiores: 8, 9, 10, 100, ... Son
cotas inferiores -5, 1, 2, 3, ... El conjunto A estd acotado superior e inferiormente.
Por tanto, estd acotado. FEl infimo es 3. El supremo es 8. Como 8 € A, recibe el
nombre de mdximo.

1.14 Completitud de IR

Hemos visto que /2 no pertenece a Q. Por tanto, los niimeros racionales no recubren
por completo la recta numérica. Es verdad que se pueden dar sucesiones de aproxima-
ciones a v/2, como 1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,..., pero el conjunto P = {z € Q/z < v/2}
no posee supremo en Q. Decimos que Q es un cuerpo incompleto.

Sin embargo, el conjunto de las cotas superiores de P, admite un minimo en
IR, que es precisamente v/2. Decimos que IR es un cuerpo completo. En general,
un cuerpo ordenado K es completo si cualquier subconjunto acotado superiormente
(inferiormente) P de K, admite supremo (infimo) en K.

Por tanto, (IR, +,. ,<) es un cuerpo totalmente ordenado y completo.

1.15 Propiedad arquimediana de IR

Arquimedes consideré esta propiedad como uno de los axiomas de la geometria, aunque
en las geometrias no arquimedianas se prescinde de ella. Viene a decir lo siguiente:

Un segmento de IR, de longitud arbitraria p, puede ser recubierto por un niimero
finito de segmentos de longitud igual a x, tan pequefia como se quiera.

Teorema 1.7 El conjunto IN de los nimeros naturales, no estd acotado superiormen-
te.

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Suponemos que IN estd acotado y que b
es el supremo. Entonces, b— 1 no es una cota superior por ser menor que b. Ezistird
un minimo numero natural n, tal quen > b—1. De aqui, n+1 >b. Y comon+1 € IN,
b no es una cota superior. He aqui la contradiccion. O
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Corolario Dado un nimero real x, existe un numero natural n, tal que n > x.
Demostracion. De no ser cierto, x seria una cota superior de IN, en contradiccion
con el teorema anterior. O

Corolario Siz >0 yp € IR, existe n € IN, tal que nz > p.
Demostracién. Inmediata, cambiando x por p/x en el corolario anterior. O

1.16 Entorno de un punto

Definicién 1.10 Llamamos entorno del punto x a todo subconjunto que contiene un
intervalo abierto (a,b), que contiene a x.

En la préctica, se suelen considerar entornos de la forma (z — €,z + €), de centro
el punto z y radio € > 0.

Definicién 1.11 Llamamos entorno reducido de un punto x a todo entorno de x del
que se ha excluido el propio x.

1.17 Puntos interiores, de acumulacién, aisla-
dos, adherentes y frontera

Definicién 1.12 Un punto x € A es interior al conjunto A si existe un entorno de x
contenido en A.
El conjunto de los puntos interiores de A se designa por A. Evidentemente, A C A.

Definicién 1.13 Decimos que x € A es un punto aislado de A si existe un entorno
de x que no contiene mds puntos de A que el propio x.
El conjunto de los puntos aislados de A se representa Iso(A).

Definicién 1.14 Un punto x es de acumulacién de A si todo entorno de x contiene
puntos de A, distintos de x. Dicho de otro modo, un punto de A es de acumulacidn si
no es aislado.

El conjunto de los puntos de acumulacién se representa A’ y recibe el nombre de
conjunto derivado de A.

Evidentemente, A C A'.

Definicién 1.15 Un punto x es adherente a A si para todo entorno E de x se verifica
que ENA (.

El conjunto de los puntos adherentes recibe el nombre de adherencia o clausura, y
lo representamos A. Evidentemente, A C A.

Definicién 1.16 Decimos que un punto x es frontera de A si todo entorno de x
contiene puntos de A y de su complementario A°:

ENA#0Q EnNA° #£0.

El conjunto de los puntos frontera se representa F(A). El conjunto de los puntos
frontera que pertenecen a A recibe el nombre de frontera interna de A y se representa
F;(A). El conjunto de los puntos frontera que no estdn en A recibe el nombre de
frontera externa de A, y se representa Fe(A).
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1.18 Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 1.17 Decimos que el conjunto A C IR es abierto si todos sus puntos son
interiores, esto es, si para todo x de A existe un entorno de x contenido en A. Dicho
de otro modo, A es abierto si A= A.

De acuerdo con esta definicién, todos los intervalos abiertos de IR son conjuntos
abiertos.

Definicién 1.18 Decimos que el conjunto A C IR es cerrado si contiene a todos sus
puntos de acumulacion. Dicho de otro modo, A es cerrado si A = A.

De acuerdo con esta definicién, todos los intervalos cerrados de IR son conjuntos
cerrados.

Damos ahora, sin demostracién, una interesante proposicién que permitira estudiar
los conjuntos cerrados de IR como complementarios de los abiertos:

Proposicién 1.24 El complementario de un conjunto cerrado es abierto y viceversa.

Proposicién 1.25 IR y 0 son abiertos y cerrados.

Demostracion. Es evidente que IR es abierto, ya que todos sus puntos son interio-
res. Del mismo modo, es cerrado, ya que contiene a todos sus puntos de acumulacion.
0 es abierto y cerrado por la proposicién anterior. O

Hemos de hacer notar que las términos abierto y cerrado no son anténimos al
referirse a subconjuntos de IR. Afortunadamente, IR y ) son los unicos subconjuntos
de IR abiertos y cerrados a la vez.

Ejercicios resueltos

1.1. Demostrar que /5 es algebraico.

Resolucién. z2 — 5 = 0; 3 = 5 x = 5.

1.2. Calcular v2.7.
Resolucién. Sea x = 2.7 = 2.777.... Multiplicamos x por 10:
10 z = 27.777...

Le restamos
r=2.777...

9x:25:>x:%:\/2.7:§

1.3. Escribir dos decimales periédicos y dos decimales finitos compren-
didos entre 1.33333 y 1.33334.

y obtenemos
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Resolucién. Periédicos: 1.333332 y 1.3. Exactos: 1.333335 y 1.333337

1.4. Demostrar que si a? es un nimero par, también lo es a, a € IN.

Resolucién. Por reduccién al absurdo. Si a no es par, existe n € IN / a = 2n + 1.
Elevando al cuadrado, a? = 4n? + 4n + 1. Pero 4n? 4+ 4n + 1 es impar, en contra de
la hipétesis. Por tanto, a es un ntimero par.

1.5. Demostrar que la suma de dos nimeros irracionales, de la forma
vay vb, es irracional.
m

Resolucién. Por reduccién al absurdo. Si v/a+ vb € Q: va+ Vb= P % €qQ.
2

Despejamos a: a:m—2+b—2~%-\/l;:> Vb = "
n

m
5 (b—a)+ o ¥ llegamos a un
absurdo. El segundo miembro (racional) es igual a v/b (irracional).

1.6. Demostrar que la suma, producto y cociente de dos niimeros irra-
cionales no es necesariamente irracional.
o V8
Resolucién. (44 v3) 4+ (2—V3) =6; vV8-v2=4; 7 =2

1.7. Se ha visto que siempre es posible encontrar un niimero racional en-
tre dos nimeros racionales dados. Probar que siempre es posible encontrar
un numero irracional entre dos nimeros racionales x e y, (x <y).

.2 y—x . , . . .
Resolucién. a =z + 3 siendo b un numero irracional cualquiera mayor que 1,

por ejemplo, 7, e, V2,...

1.8. Demostrar que entre dos nimeros irracionales de la forma /a y
Vb siempre es posible encontrar otro niimero irracional.

Vva++vb
2

Resolucién. ¢ = esté entre v/a y Vb y es irracional, como se demostrd

en un ejercicio anterior.

1.9. Demostrar que la suma r + i de un nimero racional r y un nimero
irracional i, es irracional.

Resolucién. Sir+1i=s € Q, entonces i = s —r € Q. Absurdo. Por tanto, r + 4
es irracional.

1.10. Dos puntos mdviles parten simultdneamente, con igual velocidad
constante, de un vértice de un hexiagono de lado 1. Uno recorre el con-
torno del hexagono y el otro la diagonal d, que une dos vértices opuestos.
¢ Volveran a encontrarse?. Resolver el problema si en lugar de un hexagono
fuese un cuadrado.

Resolucién. Si, puesto que d y [ son conmensurables: d = 2 -1[. Se encontraran
cuando el primer punto haya completado dos vueltas al contorno del hexagono.
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Si fuese un cuadrado de diagonal d, tendrian que existir dos nimeros naturales m
y n tales que m -d = n - [, para que los dos puntos se encontraran de nuevo. Esto no
es posible ya que d =1 - v/2 y ello implica que m - v/2 = n, lo cual es absurdo.

1.11. Demostrar por induccién la férmula

12+22+32+...+n2:w7 ne N

Resolucién. Es cierta para n=1:

Suponiendo que es cierta para n = k:

k(k +1)(2k + 1)

124224 4k = 5

hemos de demostrar que es cierta para n = k + 1. En efecto:

(k+1) =

12+22—|—~~+k2—|—(k—|—1)2:k(k+1)6(2k+1)+

k(k+1)(2k+61)+6(k+1)2 _ k46—1 Bo(2k 1) + 6(k + 1)] =

(k+1)(k +2)(2k 4 3)

6

1.12. Demostrar por induccién la férmula

12422 +3%°+...40n*=(14+2+3+---4+n)? nelN

Resolucién. Es cierta para n = 1: 1*> = 12. Suponiendo que es cierta para n = k:
P42’ 4+ =(1+2+3+ - +k)?
hemos de demostrarla para n = k 4 1, esto es
P42+ B+ k+ 1) =042+ +k+E+1)
Por la hipétesis de induccién

P2+ 4+ (k+1)°=1+2+43+ - +k)*+(k+1)° =

2 2
= (#k) +(k+1)%=(k+1)? (%+k+1) =
o K2 +4dk+4  (k+1)°-(k+2)°

=&+ 4 4
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Por otra parte

1+k+1

3 -(k+1)}2

(1+2+~~~+k+k+1)2:[

Por dltimo

(1+k

: 1+k+1‘(k+1)r:(k+1)2(k+2)2.

k)2+(k+1)3:{ : .

1.13. Resolver las inecuaciones:

a) |x—3/<8 Db)|x+5>4.

Resolucién. a)

Sz
—-8<x—-3<8=> Y =z € (-5,11)
r <11

r+5>4 x> —1
6 = 6 =z € (—o0,—9] U [—1, 00).
r+5< —4 r< -9

1.14. Resolver la inecuacién x> — 5x + 4 > 0-

Resolucién. Si descomponemos en factores el primer miembro de la inecuacién,
(x —1)(xz —4) > 0, tenemos dos posibilidades:

x—1>0 r>1
Y = y ==z € (4,00)

r—4>0 r >4
r—1<0 x <1

Y = y ==z € (—o0,1)
r—4<0 r <4

La solucién es z € (—o0,1) U (4,00) = IR — [1,4].

1.15. Resolver la inecuaciéon 1 — X > 1 .
2 1+x

Resolucion. Pasamos

al primer miembro de la inecuacién

x 1 21+ z) —xz(14+2z)—2 r—2?
IR S 0= 0
2 1+x> 2(1+x) ~ 2(1+x)>
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Tenemos dos posibilidades. La primera:
z—2>>0 z(l—2)>0 z € (0,1)
y = Y = y =2z €(0,1)
1+z>0 x> -1 z € (—1,00)

La segunda posibilidad:

r—22<0 z(l—z) <0 x € (—00,0) N (1,00)
Y = Y = Yy =z € (—o0,—1)
1+2<0 r < —1 z € (—oo,—1)

Por tltimo, la solucién serd la unién de ambas, z € (—oo, —1) U (0, 1).

1.16. Resolver la inecuacién x> — 6x> + 11x — 6 < 0.

Resolucién. Utilizando la regla de Ruffini, hallamos las raices del polinomio z* —
622 + 11z — 6: 1, 2 y 3. Por tanto

2 — 62" +1l —6<0= (z—1)(z—2)(x—3)<0

Por comodidad, vamos a valernos de la tabla siguiente:

T —00 1 2 3 00
x—1 - i + +
r—2 a - + +
z—3 N - - +
(z —1)(z—2)(z—3) - + - +

En efecto, en la tabla anterior vemos que si, por ejemplo, = estd en el intervalo
(—o0,1), los valores de x — 1, ¢ — 2 y  — 3 son negativos y, por tanto, su producto en
la dltima fila (z — 1)(xz — 2)(z — 3) es negativo.

La solucién de la inecuacién es z € (—oo,1) N (2, 3).

1.17. Demostrar que todo intervalo (a,b) de IR tiene la potencia del
continuo.

Resolucién. Al intervalo (0,1) C IR se le llama el continuo (seccién 1.11). El
intervalo (a,b) C IR tiene la potencia de (0,1) C IR ya que es posible establecer una
aplicacién biyectiva entre ambos (seccin 1.6):

f:(0,1) = (a,b)

z—a+ (b—a)x

La aplicacién en inyectiva ya que dados dos elementos cualesquiera 1, z2 € (0, 1),
siy1 =y2: a+ (b—a)z1 =a+ (b—a)ra = 1 = x2.
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Es sobreyectiva, ya que para todo y € (a,b) Iz = Zb/;a € (0,1).
—a

Por tanto, (a,b) es coordinable con (0, 1) y tiene la misma potencia.

1.18. Sea el conjunto A ={1, 1/2, 1/3, 1/4, ...}. Encontrar tres cotas
superiores y tres cotas inferiores del conjunto A. ;Tiene supremo? ;y
maximo? jtiene infimo? ;y minimo?.

Resolucion. Cotas inferiores: —3, 0,

Cotas superiores: 1, 2, 2.5.

Por lo tanto, esta acotado.

El supremo es 1, y como 1 € A, recibe el nombre de maximo.

El infimo es 0. Como 0 no pertenece a A, el conjunto carece de minimo.

1.19. Determinar los puntos de acumulacién del conjunto
n 1
{(—1) +—,ne IN}
n

{Pertenecen al conjunto dado?.

3 -2 5 —4 7
lucién. D lores : - =, =, —, =, ...
Resolucion. Dando valores a n : 0, > 31 56

Los puntos de acumulacién son —1 y 1, que no pertenecen al conjunto dado.

1.20. Hallar el interior, conjunto derivado, adherencia, puntos aislados
1
y frontera del conjunto A = (1,2]U {—, ne IN} U {3}.
n

Resolucion.

Interior de A= (1,2), A'={0}U[L,2], A=AU{0}, Iso(A)= {

Nhu s} F(A) = {1, ne N} U{2u 3}, F(4) = {0},

7n+1’ n e

1.21. Hallar el interior, conjunto derivado, adherencia, puntos aislados
y frontera del conjunto Q.

Resolucion.

Int(Q) =0, Iso(Q) =0, Q' =R, Q= R, F;(Q) = Q, F.(Q) = L

1.22. Hallar el interior, conjunto derivado, adherencia, puntos aislados
y frontera del conjunto A =[0,1]NQ. ;Tiene méximo y minimo?. ;Es
abierto?. ;Es cerrado?.

Resolucion.

Interior de A =0, Iso(A) =0, A’ = [0,1], A= [0,1], F;(A) =

Fe(A) [0 1],
méaximo=1, minimo=0. No es abierto ni cerrado ya que A # int(A ) A#

I
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Ejercicios propuestos

1.23. Resolver la ecuacién 1.23 x+ 5 = 2.1.
1.24. Representar /7 en la recta real.
1.25 Determinar cudles de los siguientes niimeros son racionales y cudles
son irracionales:
a) — 7.828228222822228... b) 2.100510051005...
c) 0.713212321232123212321... d) 35.01001000100001...

e)m—30 f)g

| V8 p LT V3
& V2 1-+3
.)31 o V2
1 2 J)%/ﬁ

1.26. Demostrar que el producto r-i, de un nimero racional r por un
numero irracional i, es irracional.

1.27. Dado un nimero irracional i > 0, encontrar otro nimero irracional
entre 0 e i.

1.28. Demostrar que v3 + /5 es irracional.

ax—&—beﬂ

1.29. Si a,b,c,d € Q,x € I , demostrar que, en general, .
cx +d

1.30. Demostrar que si x,y € IR, con x # 0, son tales que x-y =1, en-

1
tonces y = —.
X

1
VX+ Y+ V7
1.32. Dos puntos mdviles, con igual velocidad constante, parten del
vértice A de un tridngulo equilatero ABC de altura AH, relativa al lado
BC. Uno recorre el contorno del tridangulo ABC y el otro recorre el contorno
del tridngulo ABH, ambos en sentido contrario al movimiento de las agujas
del reloj. ;Volveran a encontrarse?.

1.31. Racionalizar

1.33. Demostrar por induccién la férmula
b n __ n n—i bi N
(a+b) ; <i>a , nE

1.34. Demostrar por induccién la férmula

4
13+23+..4+n3>%, ne N
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1.35. Hallar la solucién de las siguientes inecuaciones

a)dx+1<2x+3
c)3x—5>Tx+12
e)2x* —x—-10>0
g) x> -6x+9<0
Hx*+x+1<0

b) —3x+1<2x+5
d) 11x — 7 < 4x + 2
f)x* —4x+5>0

h) 3x®> - 7x+4<0

1.36. Hallar la solucién de las siguientes inecuaciones simultaneas

a)3x—2<-x+5<7-2x b) —2x+5>7—-x>1-3x

c)bx+4<2x+8<2-7x d)5—-x>T7-—x>3x

1.37. Hallar la solucién de las siguientes inecuaciones

2 3x+1

a)x_1§0 b)x2+1<0
c)§7§<71 e
)%>0 f)x* <1

) o 20 ) et s <o

6 1

. (x+2)*(3 - x)
_ <
1)x"’—2x—&—1 x—1- 0

x24+x+1)(x+7) —

J)

1.38. Demostrar que

a) (xe R /|x— 3| <1} =[2,4]

b){xeR /|x+2|>5}=IR—-[-7,3]
)J{x€eR/3x—-2<0}n{xelR/5x+4>0}=[-4/5,2/3)
d){xeR /|51 <1}=(1/6,1/4)
e){xeR/|3—-2x|]<3}=]0,3]
f){xcR/2<x%><4}=(-2,-V2)U(V2,2)

¢]

1.39. Hallar la solucién de las siguientes inecuaciones

a) |lx—2|>10
c)|x*-1|<2

‘ (x71)<(x+1) 1

o

)
g) [x(1—x)| <2

b) |x| > |x + 1]

d) |x* -4|>3

f) [2x — 1| < |x + 1]
h)2<|x-5/<3
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1.40. Determinar si son ciertas o falsas cada una de las igualdades:

100 100 100
a)y i*=> i b)) 3 =300
i=0 i=1 i=0
100 100 100 99
o)) (i+1)*=) i Y (-1)*=) i
i=1 i=0 i=1 i=0

1.41. Dado el conjunto IN, hallar: a) Interior, b) puntos aislados, c)
conjunto derivado, d) adherencia, e) frontera interna y frontera externa.

1.42. Idem para el conjunto II de los niimeros irracionales.
1.43. Idem para el conjunto IR de los niimeros reales.

Determinar el supremo e infimo de los siguientes conjuntos, indicando
cuales de ellos coinciden con el maximo o minimo:

1.44. A = (1,2 145 B={x€Q/0<x<1}

1.46.C:{n+1,nelN} 1.47.D={i,nelN}
n+2 n2

1.48. E={x € R/x®* - 5x + 6 < 0} 1.49. F = (0,0)

1.50. G = {372 +57P; a b c IN}

151. H={x€R / (x—a)(x—b)(x—c)(x—d) <0, a<b<c<d}

1.52. Se consideran los conjuntos A=[1,3) y B=(2,4]. Hallar el interior,
adherencia, frontera y acotacién de los conjuntos: a) AUB, b) ANB.

1.53. Hallar el interior, conjunto derivado, adherencia, puntos aislados
1
y frontera del conjunto A = (2,3]U {n + , nE IN}

1.54. Para redondear un niimero decimal, se siguen las reglas siguientes:

a. La ultima cifra permanece invariable si los digitos siguientes son
menores que 5000... Por ejemplo, para redondear a dos cifras decimales el
nimero 421.2348, se toma 421.23

b. Se anade una unidad a la tultima cifra si los digitos son mayores
que 5000... Por ejemplo, para redondear a dos cifras decimales el niimero
23.457, se toma 23.46

c. La dltima cifra permanece invariable o se le anade una unidad, segin
sea par o impar, si los digitos siguientes son exactamente 5000... Por
ejemplo, el redondeo de 13.265 sera 13.26; el redondeo de 43.735 sera 43.74

Redondear con dos cifras decimales los nimeros 13.256, 4.485, 56.175 y
24.954



Capitulo 2

El nimero complejo

Una ecuacién de la forma z2+4 = 0 no tiene solucién en el cuerpo IR de los nimeros
reales. Para poder resolver ecuaciones como la anterior, introducimos el concepto de
unidad imaginaria y construimos un superconjunto C de IR, llamado conjunto de los
nimeros complejos, en el que la anterior ecuacién si tiene solucién.

2.1 La unidad imaginaria
Definicién 2.1 Se define la unidad imaginaria i como i = /—1.

Se puede resolver ahora la ecuacién z? + 4 = 0:

r=v—4d=\/4-(-1)=V4-vV/—1==42

Ejemplo 2.1 Calcular v/—16.
Puesto que i = /—1, entonces v/—16 = 1/16(—1) = /16 - /—1 = %4i.

Ejemplo 2.2 Resolver la ecuacidén x* + 2z +2 = 0.

 24A-8 244 i
2 - 2 -

A continuacién vamos a hallar las potencias sucesivas de 3.

i’ =(vV-1)’=-1
=i i=(=1)-i=—i
it= 7 =(-1)-(-1)=1

5 4. . 6 4 2 2

4 =1, tenemos que i® =it -i =i, % =¢*. 2 =% = —1, etc.,

Puesto que 14
repitiéndose los valores de las potencias.
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Ejemplo 2.3 Calcular i*™

Dividimos 274 entre 4: i*™ = i* 082 = 408 .32 — ;)68 . (1) = 1

2.2 El ntiimero complejo

Definicién 2.2 Llamamos nimero complejo a la expresion z = a + bi, a,b € IR,
donde a es la llamada parte real y b la parte imaginaria del numero complejo. FEs
decir, un niumero complejo mo es otra cosa que un par ordenado de numeros reales
(a,b) € R x IR.

Si b = 0, se tiene un numero real. Asi, podemos considerar los nimeros reales
como un subconjunto de los numeros complejos.

Definicién 2.3 Si a = 0, el numero complejo 0 + bi = bi recibe el nombre de imagi-
nario puro.

Definicién 2.4 Llamamos conjugado del nimero complejo z = a + bi al complejo
zZ=a — bi.

Definicién 2.5 Dos numeros complejos z1 = a+bi y z2 = c+ di son iguales si, y
sélo si, a=cyb=d.

2.3 Operaciones con nimeros complejos

Definicién 2.6 Sean los numeros complejos z1 = a + bi y z2 = ¢+ di. Entonces,
definimos z1 + z2 y 21 - 22 en la forma

z1+2z2=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
z1 - 2o = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bei 4 bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

De esta forma, dados tres complejos cualesquiera z1, z2 y z3, pertenecientes al
conjunto C de los numeros complejos, podemos probar que

1. z1+22€C

2. 21+ (22 +23) = (21 + 22) + 23
3.30€C/ 21 4+0=04+21=2

4. 3(-z1)€C/ z1+(—z1)=(—2z1)+21=0
5. 1tz =2+n

Por cumplir estas cinco propiedades, el par (C ,+) tiene estructura de grupo
abeliano (seccién 1.1). Ademsds, se verifican las propiedades siguientes

6. z1-20€C

7. 21‘(22-23):(21~22)-Z3
8.31€C/z-1=1-2=2Vz€C
9.V2€C(2#£0),327'eC/z-z7 ' =2""z=1
10. 21 - 20 =22+ 21
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Y por cumplir las propiedades 6, 7, 8, 9 y 10, el par (C— {0},-) tiene estructura
de grupo abeliano.

Por 1ltimo, tenemos que
11. =, '(22+23) =212+ 2123

Por tanto, la terna (C,+, -) tiene estructura de cuerpo conmutativo (seccién 1.2).

Definicién 2.7 Definimos el producto de un niumero real v por un numero complejo
z=a+bi en la forma

r-z=r-(a+bi)=r-a+r-bi

Para cualesquiera r,7’ € IR y 21,22 € C se cumplen las propiedades siguientes
12.r-(z14+22)=r-z14+71-22

13.(r+7)z1=r-21+7" 21

d.r-(rz)=(-7r") =

15.1-21 =21, con1 € R

Las propiedades 1 a 5, determinan que el par (C,+) tiene estructura de grupo
conmutativo para la suma y conjuntamente con estas cuatro tltimas propiedades de-
terminan que el conjunto C tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo IR.

Ejemplo 2.4 Dados los complejos z1 =141y z2 =2+ 3i, hallar: a) z1 + 22, b)
z1— 22, €) 21+ 22, d) 71/ 7.
Resolucion.
Z1+ze=(14+2)4+1+3)i=3+4
z21—22=(1-2)+(1-3)i=-1-2i
21-20=(1+4)-(24+3i) =2+3i +2i +3i* = —1 4 5
1+ (1+1)(2—-30)

Al = orm = Graneogy /B (1/18)

2.4 Representacion grafica de un complejo

Dado que un ndmero complejo z = a + bi = (a,b) € IR x IR es un par ordenado de
numeros reales, se puede representar dicho niimero complejo z mediante el punto (a, b)
en el plano XY, llamado plano complejo. El punto (a, b) recibe el nombre de afijo del
nimero complejo z.

0,0) @
Figura 2.1



38 Capitulo 2. El nimero complejo

2.5 Modbdulo y argumento de un complejo

Definicién 2.8 Se define el mdédulo o valor absoluto de un nimero complejo z = a+bi

como r = |a + bi| = va? + b2.
Definicién 2.9 El valor del dngulo o recibe el nombre de argumento (ver figura 2.1).

Para un nimero complejo dado, el argumento admite un conjunto infinito de va-
lores, que se diferencian entre si en 2kw, k € Z . Se llama valor principal del argumento
a a aquel que cumple 0 < o < 27.

Ejemplo 2.5 Sea z=3+4i. Entonces,

f = VI T2 =5
a=arctg 4/3

2.6 Propiedades del moédulo

Sean z1, z2, -+, zn € C. Se verifica que
1. |21 22 zn| = |21] - |22| - - - |2n]-
2. |z1/z2] = |21]/|72|, con |z2| # 0.
3. |Z1 —|—22| S ‘Zl| —+ |22|
4. |21+ 22+ -+ 2| < 2]+ 22| 4o 2l

2.7 Forma polar y trigonométrica de un com-
plejo
El punto (a,b) es el afijo del ntimero complejo z = a + bi. En la figura 2.1 tenemos
a =7T- -cosx

b=r-sen«a

siendo r el médulo de z y a su argumento. De aqui deducimos que
z=a+bi =r(cosa+1i-senc)

Esta expresion es la llamada forma trigonométrica del nimero complejo. Algunas
veces se emplea la abreviatura cis o en lugar de cos a4 1 - sen a.

Otra forma de representar el complejo z, de médulo r y argumento «, seria
Z=Tq
a la que se llama forma polar o médulo-argumental.
Ejemplo 2.6 Dado el nidmero complejo = = 1 + \/3i, escribirlo en forma polar y

trigonométrica.
1+ V3i=2,3=2(cos /3 +i-sen 7/3)
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2.8 Producto y cociente de complejos en forma
polar

Sean los complejos z1 = rq = r(cosa + i - sena) y z2 = sg = s(cosf3 + i - senf3). Su
producto

2122 = Ta - 88 = r8[cosa - cosf — sena - senf + i(sena - cosf + cosa - senf)] =
= rs[cos(a+ B) + i - sen(a+ B)] = (rs)ats
Por lo tanto, el producto de dos complejos es otro complejo que tiene por médulo
el producto de sus médulos y por argumento la suma de los argumentos.

De forma andloga, multiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador,
podemos demostrar que el cociente tiene por médulo el cociente de los médulos y por
argumento la diferencia de los argumentos. Esto es

21/22 = 1a/s5 = (1/8)a—p

Ejemplo 2.7 Dados los complejos 14++/3 i y \/3+i, pasarlos a forma polar y efectuar
su producto y cociente en dicha forma. Comparar con los resultados obtenidos en forma
binomica.
14+V3i=2,3
V34i=2./
Su producto y cociente en forma polar es
27'r/3 . 27r/6 — 471'/2
271'/3
27r/6
Su producto y cociente en forma bindmica es

(1+V3i)(V34+i)=V3+i+3i+V3i®=4di=4.

1+\/§i7(1+\/§i)(\/§—i)7\/g—i+3i—\/§i27§+liil
V3+i  (VB+)(VB—14) 3 -2 T2 TS

N 17r/6

2.9 Potencia de un nimero complejo en forma
polar

Utilizando la seccién anterior, tenemos que
n n n
2" =(ra)" =10 TaTa = (" )na
Este resultado se conoce con el nombre de férmula de Moivre y viene a decir que
la potencia n — sima de un nimero complejo 7, es otro complejo de médulo r™ y
argumento n veces el argumento del primero.

Ejemplo 2.8 Calcular (1 +i)*°
Resolucién. (1+14)"" = (v2,/4)" = (2°)5,/2 = 32



40 Capitulo 2. El nimero complejo

2.10 Raices n-simas de un niimero complejo

Si se supone que w = sg es una raiz n — sima del nimero complejo z = r,, tenemos
que

w'=2z=(s8)" = (s")ng =10 =
s"=r, nB=a+2kr=s= 3Yr, 3= (a+2kn)/n
con k=0,1,2,...,n — 1, ya que para k = n se obtiene el mismo valor que para k = 0.

Existen, por tanto, n raices n — simas distintas, si z # 0.

Ejemplo 2.9 Calcular las raices cibicas de 2.

Resolucion. r =2, n =3 y a = 0. Por tanto: \3/52;”,/3, con k=0,1,2.

2.11 Foérmula de Euler

Anticipando los desarrollos en serie de MacLaurin de las funciones e”, sen z y cos ©
(capitulo 7), tenemos que

e’ = 1+x+x2/2!+x3/3!+...

senx=x—a /3 +2°/5! — " )T + ...
cosx=1—x/2! +a* /4! — /6! + ...

Entonces
e =1+ia—a®/2 —ia® /3 +at/4l — ... =
=(1-a*/2l+a* /8l +. ) +i - (a—a®/31+..) =cos a+i-sen
Por tanto, z = 7o = 7(cos o +i-sen a) = r - e'®. Esta tltima expresién es la
llamada forma candnica o exponencial del niimero complejo.
La expresién e'® = cos o + i - sen « es la llamada férmula de Euler.

Dada e'“ = cos a+ i - sen a, sumando y restando e *“

deducen las férmulas siguientes

= cos a—1-Sen a, se

Ssen o6 = ————— cos ¢ = ———

Ejemplo 2.10 Escribir en forma candnica el nimero complejo z =1+ 4.

fl= V2, a=1 s=14i= V2.
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2.12 Logaritmo de un niimero complejo

Sea el nimero complejo z = r - e'®. Si suponemos que su logaritmo es el nimero
complejo x + iy, tenemos que

Inz=Inr+ia=x+1iy
Igualamos las partes reales y las partes imaginarias
z=lIlnr

y=a+2knw
Por tanto, In z =Inr+ (a+ 2kn)i.

De lo anterior se desprende que el logaritmo de un complejo z = re’*® tiene infinitos
valores, todos ellos con parte real igual a [n r y partes imaginarias que difieren entre
si en multiplos de 2. De un modo grafico, los afijos de los logaritmos estan situados
sobre una recta paralela al eje OY.

Para k = 0, obtenemos el llamado valor principal.
Ejemplo 2.11 Calcular In(1 + 21).
Resolucién. a = arctg(2/1) = 1.10715.
In(1 4 2i) = In /5 + (1.10715 + 2kn)i = 0.80472 + (1.10715 + 2kr)i

Gréficamente
(In v/5 ,7.39034): k=1

[¢]

\

\

\

\

| o (1,2): Afijo de 1+2i
o (In v/5,1.10715): k=0
I

\

\

\

\

[¢]

\

\

(In V5 -5.17604): k=-1

Figura 2.2

Si tenemos los complejos z1 y z2 y deseamos calcular log., z2. Llamamos H =
log., z2 y, mediante la definicién de logaritmo, z2 = 2. Tomamos logaritmos natu-
rales y obtenemos que In zp = H -In z;. Por tanto

In zo
In z1

H =log., 20 =

Ejemplo 2.12 Calcular log;(1+ 1).
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logi(1 +1) = InV2+ (w/4+2kn)i _ 148k  In2 ;
gi T (r/2+2km)i 248k n+dkn

Ejercicio 2.1 Calcular log;i.

1+ 4k
14 4k’

kK ecz.

2.13 Las funciones hiperbdlicas

Las expresiones
e’ —e " e’ +e’”
2 Y T2

son frecuentes en problemas de ingenieria y matemética aplicada. Se representan con
sh x© y ch x, abreviaturas de seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico, respectivamente.
La razén de estas denominaciones estriba en que estan relacionadas con la hipérbola
22 —y? = 1 de un modo anélogo a como las funciones seno y coseno estén relacionadas
con la circunferencia 22 + y? = 1. En efecto, probamos que

ch’z — sh?z =1

Sustituyendo

x —rq2 T _ —Tq2
cth—sthz[e —;e ] _[e 26 } =1

que representa una férmula ansloga a sen?z + cos?z = 1 para las funciones circulares.

La férmula ch?z — sh?z = 1 sirve para justificar el adjetivo hiperbélico en las
definiciones de sh x y ch z. Las funciones seno y coseno se llaman circulares porque si
B es un punto de la circunferencia 2 + y?> =1 y ¢ es la medida en radianes del arco
AB, las coordenadas de B son (cos t, sen t). Del mismo modo, si ¢ recorre los nimeros
reales, el punto B, de coordenadas (ch t, sh t), recorre la hipérbola z? — 4% =1. Sin
embargo, en este caso la variable ¢ no representa un arco sino el doble del area del
segmento parabdlico AOB. (Ver demostracién en [14]).

B(cos t,sen t)

B(ch t,sh t)

o A(1,0) o &(1,0)

Figura 2.3
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Para hacer las graficas de y = ch © e y = sh x, representamos las funciones
y=(1/2)e” e y = (1/2)e™". Sumando y restando, obtenemos sus gréficas

Y= \/y—‘z

<
ol
o

Figura 2.4

Por dltimo, las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbdlica las
definimos de un modo semejante a las funciones circulares

sh x 1
t = — = —
hx T cth © e

2.14 Relacion entre las funciones circulares y las
hiperbdlicas

Dado que

e —e ezz + 67"”
sen r = ————, C0S T = ————

2i ’ 2
tenemos que

cos © = ch ix, ch x = cos ix

sen x = (1/i) - sh iz, sh x = (1/i)- sen ix

Ejercicios resueltos

2.1. Resolver la ecuacién x% + 4x + 5 = 0.
Resolucion.

—44 /16 — 20 ‘
T= e = 2k

2.2. Calcular i™3.
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Resolucion.
743 _ .4-185+3 .4\185 .3 3
e e N (U BT A I

2.3. Dados los ntumeros complejos z1 =2+1iy z2z =3 — 2i, hallar: a)
z1 + 22 b) 21 — 22 ¢) z1 - z2 d) z1/22.

Resolucion.
a)z1+22=02+9)+B-2))=2+3)+(1—-2)i=5—1
b)z1 —22=02-3)+1+2)i=-1+3¢

c)z1 20 =(24+%)(3—2i)=6—4i+3i —2i° =84

2+9)(B3+2) 4 7

R RS EREE

2.4. Dado el nimero complejo z =1 —1i, escribirlo en forma polar,
trigonométrica y exponencial.

Resolucion.
r=4/1+(-1)=v2
tga:fl/lzflﬁa:%
. T . s In
172:\/57% =2 (cos - Hisen T) =21

2.5. La suma de dos numeros complejos zi y z2 es 2 + 4i. La parte real
de z; es —1 y el cociente z1/z2 es imaginario puro. Hallarlos.

Resolucion.

Sean z1 = a4+ bi y z2 = ¢+ di. Su suma y su cociente
(a+bi)+(-14+di)=(a—1)+ (b+d)i

a+bi  (a+bi)(—1—-di) —a+bd —ad—bi
—1+4+di  (=1+di)(-1—di)  1+d2 1+d?

Por tanto

b+d=14
—a+bd=0

Dos soluciones, 3+ i, =1+ 3iy 3+ 3i, —1 + 3.

a=1=2 } a=3,b=1d=3

z+1
z—1

2.6. ;Qué relacion debe existir entre a y b para que el cociente

sea imaginario puro, siendo z = a + bi?

Resolucion.

z+1  (a+1)4+b _ [(a+1)+bi][(a—1)—bi]
z—1 (a+1)—=bi [(a—1)+bi][(a—1)—bi]
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a’? =1-2bi+b>  a®+b° -1 2bi
(a—1)24b2  (a—1)24+b (a—1)2+b2

Para que sea imaginario puro ha de tener igual a cero su parte real. Esto es

A+ —-1=0=d’+0>=1.

2.7. Resolver la ecuacién z3 — 1 = 0.
Resolucién.
Ao1=0=22=1

En forma polar

2=1+0-1= 1go

Las raices son

k) = 0 : %00+360»0 = 100 =1 (COS OO =+ 1-8en 00) =1
3

1
E=1: V10043601 = lizge = 1 (cos 120° + i - sen 120°) = —5+ ? i
3
1
k’ =2: \Sﬁo°+360-2 = 12400 =1 (COS 2400 =+ 1 - 8sen 2400) = —5 — ? 7
3
. 1 1 1 .
2.8. Dado z € C, siendo x = Re(z) , probar que o 5‘ < 5 six > 1.

Resolucion.

Sea z = x 4 iy. Tenemos que

‘2—2

1
2 <§:>|27z|<|z|<i>\/(2fx)2+y2<\/m2+y2:>

=>2-2)’<a’=24—dr+2’ <2’ =>4—-4x<0

que se cumple para = > 1.

2.9. ;Qué regién del plano representa el conjunto

A={zeC/z-z>4}7.

Resolucion.

Sea z = x + iy. Entonces z - Z = (z +iy)(z — iy) = 2> +y* > 4, que es el exterior
de una circunferencia de centro (0,0) y radio 2.

2.10. Dado z € C, siendo x = Re(z) , ;qué regién del plano representa el
conjunto |z +x <1 7.

Resolucion.
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Sea z =z + iy

z|+z =22+ +r=1=>+/2?2+y’=1—=x

Elevamos al cuadrado

y2 =1-2z
Entonces, f(z,y) = v/22 +y? + x < 1, es el interior de la anterior pardbola, ya
que f(0,0) < 1.
2.11. Determinar los niimeros complejos z que cumplen

Im<a+z) =Im z
c+z

siendo a,c € IR . Discutir las posibles soluciones segtin los valores deay c.

Resolucién.
Sea z = x + iy
a+z at+wz+iy ctxz—iy
c+z cHax+iy ctr—iy
_lat2)cta)+y°  (c+a)y—(ata)y .
T (cta) 4P (c+z)2 +y2
ctx)y—(at+x
o CEW 0TIy (e apy = ylle+ o) + 4]

(c+a)? +y°
Si y = 0, la solucién es el eje OX.

Sic—a=(c+2)?+y* = (x+c)+y =c—a:
¢ —a > 0, circunferencia de centro (—c,0) y radio /¢ — a.
¢ — a < 0, no hay solucién.

Hallar el médulo y argumento de los complejos siguientes, tomando el
argumento principal:

2.12. z=1i.
Resolucion.
nz=i-lni=i-lne2"=14-4i-

-7

-
En forma exponencial, z =e2 =r=e2, a=0.
2.13. z =i'"".

Resolucion.

znz=(1+i).zm=(1+i)-zn(1-6%'i)=(1+¢)-i-g=_7”+

ST
N
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2.14. z = 2.,

Resolucion.

Inz=i-ln2=z=¢"?=r=1, a=In2.

2.15. z = (1 ++/3i)* .

Resolucion.

Inz=(1+1i)-In (1+\f3i):(1+i)-ln(2-e%'i):(1+z‘)-(zn2+3i)

71' 7
—(m2-T) 4+ (m2+T) i
(" 3)+(" +3) ‘
z=em2TE U 2R in 2

_T ™

3 In2+—.

, « n 2+ 3
2.16. Calcular i™ .

Resolucion.

An i Inidn i (In )2
1 =e =e
Por otra parte,

lni:lnl+i~(g-&-QkW):i'(g‘FQk”)v kez

2 X -
(Ini)? = _(g + 2k7T) = it = g (5 H2m)?

2.17. Calcular v/2 +Ini (Utilizar el argumento principal)
Resolucion.

z=vV2+ini=2+Ini""
™

. In2+ < -1)
lnzzln@tlnl): 2

7

(3

2
ln< 4+ (5) elare tg%‘i’?kﬁ)q') ln( 4+ (g) ) + (arctyg % + 2km) - i

- =
71' T\ 2
:arctg1+2k7r—ln 4—&—(5) -4

z =

jus - 2.4
ea'rctg T+2kn—In \/4+(%) z’ con k = 0.

2.18. Resolver la ecuacién sen x=3.

Resolucion.
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¥ —6ie™ —1=0=¢€" = (3+2V2) i
iz = In [(3+2v2) ] = In(3 £ 2v2) + In i = In(3 £ 2v2) + (g+2kw)~i

x:(g—&—le)—i-ln (3 + 2V2)

2.19. Resolver la ecuacién tg x=i/2.

Resolucion.
ezz _ e—i:r A .
tgw =" — 21 —zéﬂz—lé?)ezm:lé
cos T e +e 2 e 4 et 2
2
; 1 1 ) 1

622125 = 2ix =In §+2km':>x:f% in §+k7r
2.20. Resolver la ecuacién ezT+i =1-1i.
Resolucion.

z

z+i=2z [ln\/i+(2k7rfg>'i] #z[lflnff

Zri =In(l—-1i)= ln\[—l—(anr—f)

? Di| =i
. 142 ( 7r77>
(2#r

—1+ln\/§+(2/€ﬂ'—£)-i 142 — %)

z =

2k — % +i(=1+ InV2)

B (=14 Inv2)2 + (ka - g)Q

1 1
2.21. Siz+ = = 2-cos t, hallar z" + —.
z z"
Resolucién. Resolviendo 22 — 2z - cos t + 1 = 0, se obtiene z = cos t & i - sen t.

2" = (cos t+1i-sent)" =cosnt+i-sen nt

1 1 cost—1-sent .
- = - = =cost—1-sent
z cost+i-sent cos?t + sen?t
1 n
(7) = (cost—1i-sent)" =cosnt—1i-sen nt
z

1 n
z"—l—(z> =2-cos nt

Del mismo modo, se hace con cos t — i - sen t.

2.22. Demostrar la identidad sh x + ch x = e*.
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Resolucion.

sh:rJrchm:e + =e".

Ejercicios propuestos

Expresar en forma polar, trigonométrica y exponencial los niimeros com-
plejos:

2.23. 2+42i 2.24. 1+3 i 2.25. i

Efectuar el producto y el cociente de los complejos z1 y zz en forma
binémica. Pasarlos a forma polar y efectuar su producto y cociente en esta
forma, comparando los resultados obtenidos:

2.26. z1 =1+1, zz =1 2.27. z1 = V3 +1, zo = —1 + V31

Calcular:

2.28. V1+i 2.29. v/—i 2.30. /—8.

2.31. Las raices de una ecuaciéon de segundo grado son 2+1iy 2 —i.
Escribir dicha ecuacién.

1
2.32. Resolver la ecuacién — + - =2+ 3i.
X 1+1i

2.33. Una raiz ciibica de un nimero complejo es igual a 1 +i. Hallar
dicho niimero complejo y sus otras dos raices.

2.34. Hallar dos nimeros complejos tales que el primero es imaginario

2
puro, el médulo del segundo es igual a = y que la suma de ambos es igual

a su producto.

2.36. Hallar un nimero complejo tal que su cuadrado sea igual a su
conjugado.

2.37. Demostrar que el cociente de dos ntiimeros complejos tiene por
modulo el cociente de los médulos y por argumento la diferencia de los
argumentos.

Hallar los niimeros complejos que cumplen:

2.38. a+ bi = |a + bi|

2.39. (a+bi)? = (a — bi)?

2.40. |a + bi| = |a — bi|.



50 Capitulo 2. El nimero complejo

2.41. Demostrar que si z es una raiz n-sima de 1 (z # 1), se cumple que
1+z4+224+284+ .. +2z° 1 =0.

2.42. Hallar el valor de a sabiendo que:

(cos a+1i-sen a)- (cos 2a +1i-sen 2a)...(cos 50+ i-sen 50a) = 1.
Sugerencia: Escribirlos en forma polar.
Demostrar las identidades:

243. ch x—shx=e™* 2.44. sh(x+y)=shx-chy+chx-shy

2.45. ch 2x = ch®x + sh®y 2.46. ch 2x = ch®x + sh®x

2.47. cos z = ch iz 2.48. ch z = cos iz
1 . 1 .
2.49. sen z = — -sh iz 2.50. sh z = —~ - sen iz
i i
\/i.

2.51. Escribir en forma binémica e

2.52. Calcular sen i.



Capitulo 3

Sucesiones

En este capitulo introducimos el importante concepto de limite de una sucesién, ha-
ciendo hincapié en los diversos tipos de limites indeterminados. Al final se introducen
las sucesiones de Cauchy.

3.1 Definiciones

Definicién 3.1 Una sucesién de numeros reales es una aplicacion del conjunto IN en
el conjunto IR.

Los términos de la sucesion los numeramos mediante subindices: ai designa el
primer término, a2 el segundo, etc. Asi, pues

1€eIN—a €1R
2¢IN—a €IR
3€IN—a3 €IR

Representamos la sucesién por {a,} y queda determinada de distintas formas:

1. Mediante una expresién llamada término general en la que aparece la letra n
que, al tomar valores naturales, da lugar a los términos de la sucesiéon. Por ejemplo,

. 1
si {an} = -
1 1
a1 =1, a2= -, az3 =
1 2= 50 03
2. Dando algunos de sus términos. Por ejemplo, 1, —2, 3, —4, etc.
Esta forma es la menos conveniente debido a su ambigiiedad.

3. De forma recurrente, expresando cada término en funcién del término o términos
que le preceden. Por ejemplo, la llamada sucesiéon de Fibonacci, a1 = 1, a2 = 1,
Qn = Un-1+ an—2, Yn > 3, estoes, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
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Definicién 3.2 Si a € IR, la sucesion cuyos términos son todos iguales a a, recibe el
nombre de sucesién constante.

Definicién 3.3 Una sucesion es mondtona creciente si an < an+1, Vn € IN. Andlo-
gamente, definimos sucesion mondtona decreciente.

1
Ejemplo 3.1 La sucesion {a,} = — es mondtona decreciente.
n

Definicién 3.4 Decimos que la sucesidn {an} estd acotada superiormente si eziste
ke R/ an <k, Vn € IN. Andlogamente, definimos sucesiéon acotada inferiormente.
Si una sucesion estd acotada superior e inferiormente, decimos que estd acotada.

1
Ejemplo 3.2 La sucesion del ejemplo anterior, {an} = —, estd acotada entre 0 y 1.
n

3.2 Limite de una sucesion

Definicién 3.5 El nimero a € IR es el limite de la sucesién {an} si todo entorno de
a contiene los infinitos términos de dicha sucesion desde uno de ellos en adelante, es
decir, en todo entorno de a existen infinitos términos, quedando fuera de él un nimero
finito.

1
Ejemplo 3.3 En la sucesidn anterior, de término general {an} = —, el limite es cero,
n

pues si se toma un entorno cualquiera de cero, por ejemplo (—0.1,0.1), los infinitos
términos, a partir de aio, estan todos dentro de dicho entorno, quedando fuera de él
los 10 primeros.

Definicién 3.6 Dicho de otra forma, decimos que a es el limite de la sucesion {an}
siVe> 0,36 (§ funcidon de €) tal que si n > § se verifica |an — al < €.

1
Ejemplo 3.4 En efecto, en la sucesion del ejemplo anterior, {an} = —, el limite es
n

igual a cero ya que si tomamos € = 0.1, tenemos que 0 = 10, puesto que a partir de
a0 se cumple que |a, — 0| < 0.1. Tomando € = 0.01, tendriamos que 6 = 100.

Que el limite de la sucesién {a,} es a, lo representamos

lim a, =a

n—oo
v lo leemos “el Iimite cuando n tiende a infinito de a,, es igual a a”.

Consecuencia de la definicién de limite es la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1 Si una sucesion tiene limite, éste es unico.

Demostracion. Por reduccion al absurdo. Supongamos que la sucesion {an} tiene
dos limites distintos a y a’, a < a'. Sid = a' — a, tomando dos entornos E y E’, de
. . ,
radios menores que d/2 y centros respectivos a y a’, cada uno de ellos debe de contener
infinitos términos de la sucesion, salvo un numero finito. Esto es absurdo y, por tanto,
!
a=a.0
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n+1

Ejemplo 3.5 La sucesion {an} = (—=1)"
Pero tanto 1 como —1 no cumplen la definicion de limite ya que si tomamos un entorno
suficientemente pequenio de uno de ellos, a pesar de que contiene infinitos términos de
la sucesion, quedan fuera, en las proximidades del otro, infinitos términos. A 1 y —1
les llamamos puntos de acumulacion, ya que no les puede llamar limites.

aparenta poseer dos limites: 1 y —1.

Definicién 3.7 A toda sucesion que posee limite le llamamos sucesion convergente.

Proposicién 3.2 Toda sucesion mondtona creciente (decreciente) y acotada supe-
riormente (inferiormente), es convergente.

Demostracion. Sea M tal que an, < M, ¥Yn € IN. FEntonces, se cumple que
a1 < an < M, Vn € IN. Es decir, en el intervalo [a1, M] estdn todos los términos de
la sucesion. Dividimos dicho intervalo en dos subintervalos [a1, 3] y [ M y
tomamos aquel intervalo que contiene infinitos puntos. Repetimos el proceso infinitas
veces y obtenemos una sucesion de intervalos que definen un dnico punto comin (pos-
tulado de Cantor, seccion 1.12) que es el limite de an ya que cualquier intervalo que
contenga a dicho punto contendrd infinitos términos de la sucesion.

De modo andlogo lo demostrariamos para una sucesion decreciente y acotada infe-
riormente. O

3.3 Sucesiones divergentes

Definicién 3.8 Decimos que una sucesion {an} es divergente si, fijado un nimero
real K, existe un nidmero natural 6 (8 funcidn de K) tal que Yn > § se verifica
lan| > K.

Ejemplo 3.6 Por ejemplo, la sucesion {an} = 2n diverge, ya que si tomamos K =
1000, entonces § = 500, puesto que a partir de asoo son todos los términos mayores
que K. Andlogamente, si K = 2000, entonces 6 = 1000.

En la definicién hemos tomado a, en valor absoluto para incluir entre las di-
vergentes a aquellas sucesiones que tienden a —oo y aquellas otras que tienden si-
multdneamente a +00 y a —oco, como la sucesién {an} = (—1)" n.

3.4 Clasificacion de las sucesiones

Toda sucesion pertenece a uno de estos tres grupos:

1. Sucesiones convergentes (que tienen limite).
2. Divergentes (que tienden a infinito).
3. Oscilantes (que no son convergentes ni divergentes).

3.5 Operaciones con sucesiones

Definicién 3.9 Dadas dos sucesiones, {an} y {bn}, llamamos suma de ellas dos a la
sucesion {cn}, cuyos términos se obtienen de la forma ¢; = a; + b;, Vi € IN. Andlo-
gamente, definimos el producto y el cociente de dos sucesiones. Este ultimo siempre y
cuando los términos del denominador sean distintos de cero.
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Ejemplo 3.7 Sean

n+1

{an} =

- =2, 3/2, 4/3, 5/4, 6/5, ...

1

bp} = —

{on} =~

n+ 2
n

=1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...

Su suma, {an + bn} = =3, 4/2, 5/3, 6/4, 7/5, ...
Su producto y cociente
{an o} = ”n—tl =2, 3/4, 4/9, 5/16, 6/25, ...

{‘Z—"}:n+1:2, 3, 4,5, 6,...

3.6 Propiedades de los limites

Dadas dos sucesiones convergentes, {an} y {bn}, con limites respectivos a y b, se
verifica

1. lim (an £b,) = lim a, £ lim b,

n—oo n—oo n—oo

2. lm k-a, =k lim a,

n—oo n—o0

3. lim (an -by) = lim an - lim b,

n—oo n—oo n—oo
4. lim (an/bn) = lim a,/ lim b,
n—oo n—o0 n— oo

siendo los términos de b,, distintos de cero, presentandose los casos siguientes:
-Sia # 0y b#0, la sucesién cociente es convergente de limite a/b.

-Sia =0y b#0, la sucesién cociente es convergente de limite cero.

n+1

1
Ejemplo 3.8 Sea {an} = -~ (convergente de limite igual a cero) y {bn} =

(convergente de limite igual a uno). Entonces, {a—"} = es convergente de

n

n+1
limite cero.

-Sia # 0y b=0, la sucesién cociente es divergente.

n+1

Ejemplo 3.9 Tomando {an} = (convergente de limite igual a uno) y {bn} =

1 n .
— (convergente de limite igual a cero), entonces {%} =n-+1 es divergente.
n

n

-Sia=0y b=0, el limite del cociente es indeterminado y lo simbolizamos 0/0.
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1 1
Ejemplo 3.10 Sean {an} = = y {b.} = —;, convergentes a cero. Su cociente es
n

n . ) . 2
{en} = {Z—n} = n, que es divergente. Sin embargo, el cociente de {an} = Y

]. n 2 7
{bn} = =, convergentes a cero, es {cn} = {Z—} = —, que converge a cero. Asi, el
n n n

cociente de dos sucesiones convergentes a cero puede ser convergente o divergente y,
en principio, indeterminado.

-Si {an} y {bn} convergen a cero, el limite de (a,)"" es indeterminado. Lo sim-
bolizamos 0°.

3.7 Operaciones con sucesiones divergentes

1. La suma de dos sucesiones divergentes del mismo signo es otra sucesién divergente
del mismo signo que las anteriores.

2. La suma de una sucesién convergente y una sucesién divergente es una sucesién
divergente del mismo signo que ésta.

3. El limite de la diferencia de dos sucesiones divergentes del mismo signo, es
indeterminado. Lo simbolizamos oo — oo.

4. El producto de dos sucesiones divergentes es una sucesiéon divergente.

5. El producto de una sucesién divergente por una convergente (que no tiende a
cero), es una sucesién divergente.

6. El producto de una sucesién convergente a cero por una sucesién divergente, es
indeterminado. Lo simbolizamos 0.00.

1
Ejemplo 3.11 Sean {an} = —; (convergente a cero) y {bn} = n (divergente). Su
n

. 1
producto es {an -bn} = =, que converge a cero. Sin embargo, el producto de {cn} = —
n n

(convergente a cero) y {dn} = n? (divergente) es {cn - dn} =n, que es divergente.
7. El limite del cociente de dos sucesiones divergentes es indeterminado. Se sim-
boliza .
o)

8. El cociente de una sucesion convergente y una divergente es una sucesiéon con-
vergente a cero.

9. Por ultimo, si la sucesién {a,} diverge y la {b,} converge a cero, el limite de
(an)b" es una indeterminacién, que se simboliza oc®.

Existen una serie de procedimientos para salvar todas estas indeterminaciones,
como se verd a continuacién.

3.8 Calculo de limites

Vamos a ver ahora un conjunto de procedimientos y técnicas para calcular limites.
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1. Limite del cociente de dos polinomios. Sea

. apanrap,lnp*l + ...+ ain+ao
lim
n—o00 bq’l’Lq —&—bq,ln‘?*l + ...+ bin+bo

donde ap # 0, by # 0, p,q € IN. El limite es indeterminado, de la forma X Re-

00
solvemos la indeterminacién dividiendo el numerador y el denominador por la mayor
potencia de n, existiendo tres posibilidades:

a. p = q. Dividimos por n?

Qp— Ap— a a
ap + p=l ;22+,..+npil+n—2

lim
SR VS L
q n n2 1 T p

El limite del numerador es a, y el del denominador es b,. Por tanto, el limite es
ap/bg.

b. p > ¢. Dividimos por n? y observamos que el numerador tiene por limite ap,
siendo el limite del denominador igual a cero. Por tanto, el limite es oco.

c. p < q. Procedemos de un modo anélogo y el limite es igual a cero.
2. Limites en los que aparecen expresiones irracionales. La forma habitual de
hacerlos es multiplicar y dividir por el conjugado o por una expresién adecuada.

3. Limites del tipo co® y 0°. Suelen hacerse tomando logaritmos.

. . an
4. lim (an —an—1) =a= lim — =a
n—oo n—oo M

5. Criterio de Stolz-Cesaro. Si existe

. an — Qn-—1
lim ———— (1)
n—oo bp — bn_1
entonces existe
Qn
lim — (II)
n—oo bn
. . An, . Ap — Gn—1
y se verifica lim — = lim ———, cuando
n— oo bn n— oo bn — bnfl

a) b, es estrictamente creciente y divergente, o bien

b) lim a, = lim b, =0y la sucesién de término general b,, es mondtona.

n—o00 n—oo

Esté claro que aunque no exista el limite de la expresién (I) puede existir el de la
expresién (II).

6. Criterio de la media aritmética.

. . a1 +azx+...+a
lim a, = a = lim ot e M M

n— o0 n—oo n
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7. Criterio de la media geométrica. Si a, > 0, Vn € IN:

lim ap, =a= lim ¥Yai-asz..an = a.
n—o0 n—o0

8. Criterio del cociente-raiz. Si a,, > 0, Vn € IN:

. QAn+1 .
lim 2 — ¢ = lim a, = a.

n—oo (On n—oo

9. Férmula de Stirling. Esta férmula es de utilidad en algunos limites

|
. n!
lim

_ =1.
n—oo \/2Tn - - e "

3.9 Ordenes de infinitud para n — o

A veces son de gran utilidad las desigualdades siguientes

n">nl>a">n">Inn, cona>1ya>0.

Cuando n — oo, el limite del cociente de una de ellas entre otra menor es infinito.
Andlogamente, el limite del cociente de una de ellas entre otra mayor es cero.

3.10 El ntimero e

Vamos ahora a estudiar la sucesion
1 n
nf — 1 —
fan} = (143)

Damos valores a n y obtenemos

1

az = (1 + 5) =2.25
1 3
1 4

as = (1 + Z) =2.44..

La distancia entre los sucesivos términos de la sucesién se va reduciendo, lo que nos
hace sospechar que la sucesién debe converger a un nimero real comprendido entre 2
y 3. Si damos valores mas altos
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1000
........................... 110000
a10000 = (1 + m) = 2.71814...
............................. 1100000
a100000 = (1 + m) = 2.7182682...

Si observamos las cifras que se repiten para valores altos de n, obtenemos el limite
de esta sucesién
2.7182818284...

que es un numero irracional trascendente (seccién 1.3) al que designamos con la letra
e, en recuerdo de Euler. Por tanto

lim (1 + l) = 2.7182818284...
n

n—o00

Ademas, podemos demostrar que e no sélo es el limite de la sucesién de término

1\" . 1\? . q . .
general (1 + 7) , sino de (1 + 7) , siendo p cualquier expresién real que tienda a
n
0. P
Por otra parte, es inmediato que

lim(1+2)/" =e

z—0
tomando z = 1/n. En general

. b © bp(an—1
lim a?® = lim e’n(@n—

n—oo n— oo

siap, — 1, by — o0

3.11 Aplicaciones del niimero e

Vamos a calcular el capital final C' en que se convierte un capital inicial ¢, colocado
a interés continuo. Su importancia radica en el hecho de que éste razonamiento sirve
de modelo para muchas aplicaciones: desintegracion radiactiva de una sustancia, de-
mografia, crecimiento de una colonia de bacterias, etc.

Si se coloca, a interés simple y al tanto por cien anual r, un capital de ¢ euros,

- . cr , .
al cabo de un afio, ¢ se ha convertido en C' = ¢ + 100° Seria mejor calcular los
intereses semestralmente ya que de este modo los intereses de los primeros seis meses

producirian nuevos intereses los seis meses siguientes. O mejor seria que el cdlculo
de intereses se hiciera mensualmente, ya que los intereses del primer mes producirian
nuevos intereses el segundo, tercer, cuarto mes, etc., al igual que los intereses de
éstos en meses sucesivos. Y mejor seria que el cémputo de intereses se hiciera cada
dia, cada hora, cada minuto, cada segundo, etc., es decir, en intervalos de tiempo
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infinitamente pequenos. Este tipo de interés se llama interés continuo, cuando los
intereses se acumulan al capital de modo instantédneo.

Para su céalculo, se va a dividir el ano en p partes iguales y se va a utilizar el tanto
por uno anual r, en lugar del tanto por ciento del interés simple. Suponiendo que se
dispone de un capital ¢, al finalizar la primera de las p partes, un euro se transformé
enl+r/p.

Al final de la segunda parte, el euro ha producido unos intereses iguales a r/p, y
los intereses han producido a su vez unos intereses iguales a (r/p)?, como se puede ver
facilmente. Por tanto, al final de la segunda de las p partes, el euro se ha transformado

en ) )
1+f+f+(f> -~ (1+3>
p p p p
3
Al final de la tercera parte, (1 + f)
p
P
Al final del ano, esto es, al final de la ultima de las p partes, (1 + %)

P
Si el capital es ¢, al cabo del ano, ¢ (1 + ;)

pt
Si en lugar de un afio, fuesen t afos: ¢ (1 + f)
p

Cuando p — oo, cada una de las partes en que se ha dividido el ano tiende a cero
y los intereses se acumulan al capital de un modo instantdneo. Entonces, el capital
final C producido por un capital inicial ¢, al tanto por uno anual r durante ¢ anos, es

pt
C= limc(lJrz) =c-e"
p

p—o00

El interés del desarrollo anterior esta en que el mismo razonamiento es aplicable a
problemas de diversas ciencias.

Ejemplo 3.12 Se coloca un capital de 50000 euros al 0.15 por uno anual y a interés
continuo, durante 5 anos. ;Cudl es el capital final C?

C=c-e" =50000-e"'"*° = 105850 euros
Ejemplo 3.13 Una sustancia radiactiva tiene una vida media de 1000 arios. Dentro
de 3000 afios, ;qué cantidad quedard de 2 gramos de dicha sustancia?

C = 2.e70001x3000 — 9 =3 — (.099 gr.

3.12 Sucesiones de Cauchy

Aparte de la sucesiones convergentes, cuyos términos estédn tan préximos al limite
como se desee, se puede definir en un cuerpo ordenado K otro tipo de sucesiones
cuyos términos estdn tan préximos entre si como se quiera.
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Definicién 3.10 Dada la sucesion {an}, con elementos de un cuerpo ordenado K,
decimos que es regular, fundamental o de Cauchy si, y sdlo si

Vec KT, 36 € IN / |ap — aq| <€, ¥p,q > 6, p,q € IN.
En la anterior definicién, no aparece el concepto de limite. Sin embargo:

Proposicién 3.3 Toda sucesidn convergente en un cuerpo ordenado K, es de Cauchy
en K.

Demostracién. Sea

lim a, =a=VYe € KT,36 € IN / |an — a| < €/2, ¥n > §

n—oo

Tomando p >y g > 6:

jap = ag| = |(ap = a) = (ag — )| < |ay —a| +|ag —a| < 5 + 5 =c. O

Si K = IR, la proposicién reciproca de la anterior también se verifica. Sin embargo,
en un cuerpo ordenado cualquiera K, aunque toda sucesién convergente es de Cauchy,
pueden existir sucesiones de Cauchy que no sean convergentes. Por ejemplo, en el
cuerpo Q, la sucesién 1, 1.4, 1.41, 1.414, ..., es de Cauchy y no convergente en Q, ya
que su limite, v/2, no pertenece a Q (seccién 1.14).

Ejercicios resueltos

Hallar el término general, limite (si lo tienen) y clasificar las siguientes
sucesiones:

3.1. 1/2, 4/3, 9/4, 16/5, ...  3.2. 4/5, 7/9, 10/13, 13/17, ...
33. —1,1, -1, 1, -1, 1, ... 34. 1,2 1,4, 1,6, 1, 8 1, ..

2 ’I’L2

. Su limite: lim == (indeterminado)
n+1 n—oo M + 1 c1>o 1

Dividiendo numerador y denominador por n?: lim T—T1 =p=®

1
n  n?

Resolucién. 1. {a,} =

Por tanto, la sucesién es divergente.

2. El numerador y denominador son dos progresiones aritméticas. Por tanto,
{a}*3n+1 Su limite: lim sntl_ im d+4l/n _3+0_3
T 4n 4+ 1 "nocodn4+1 nocodd+1/n 440 4

La sucesién es convergente de limite 1

3. {an} = (—=1)". No es convergente ya que 1 y —1 no son limites sino puntos de
acumulacién. Si se toma un entorno conveniente de 1, fuera de dicho entorno quedan
infinitos términos iguales a —1. La sucesién es oscilante.
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4. Su término general

1 si n es impar
{an} = { : !
n si n es par
Es oscilante, ya que 1 no es limite. Tomando un entorno de 1, los infinitos términos
pares quedan fuera de dicho entorno. Tampoco es divergente ya que, fijado k € IR, k >
1, los infinitos términos impares son menores que k.

3.5. Dada la sucesién 3/2, 5/4, 7/6, 9/8, 11/10,..., hallar

a. Término que ocupa el lugar 123.

b. Su limite.

c. El término de la sucesiéon a partir del cual la diferencia con el limite
es, en valor absoluto, menor que 1/100.

. 2n +1
Resolucién. - .
esolucién. {an} o
o o — 24T
RNV
1
24—
om+1
b. Su limite: lim >t — Jim no_q
n—oo n n—oo 2
1 on +1 1 1 1
an — 1] < —— < = < —
o la |<100:>‘ m ‘<100:>’2n’<100
:>i<—1 = 2n > 100 = n > 50
2n 100

. . . 9 . 1
Apartir de aso, la diferencia con el limite es menor que 100"

3.6. La sucesién a; =+/3, an, = /3 +an_1, ies convergente?. Si la re-
spuesta es afirmativa, hallar su limite.

Resolucién. Estd definida de forma recurrente (seccién 3.1). La sucesién es moné-
tona creciente y acotada y, por tanto, convergente (proposicién 3.2). Para demostrar
que es mondtona creciente, se procede por induccién (seccién 1.5). Para n=1

a1 =vV3<V3+vV3=ua

Se supone que la hipétesis es cierta para n = k: ar < ax4+1. Se ha de demostrar
paran =k + 1: ar+1 < ak+2. En efecto

ar < ag+1 =3+ ar <3+ ap+1 = V3+ar < /3 + ar+1 = akt1 < Gp42

La sucesion estd acotada. Por ejemplo, 3 es una cota superior. En efecto, proce-
diendo por induccién

a1 =vV3<3
Sian <3=ant+1 =vV3+an <V3+3<3.
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Por ser monétona creciente y acotada es convergente.

Si lim a, = a, tenemos que

n—oo

lim ap, = /34 lim an_1 = a= 3+a:>a2fa73:0:>a:¥

3.7. Empleando la definicién de limite, demostrar que

n—1
lim =1.
n—oo

Resolucién. Recordando la definicién de limite (seccién 3.2), tomando un € > 0
cualquiera

n—1 1 1 1
—ll<ee|——|=—<een>-—
n n n €

, 1

Entonces, se verifica la definicién para cualquier nimero natural § > —.

€

1
Por ejemplo, si € = 0.1, entonces § > = = 10. A partir de a0, la distancia de los
€

términos a 1 es menor que € = 0.1.

3.8. Hallar el limite de la sucesién

1+243+...4+n
{an}: n2 .

Resolucién. El numerador es la suma de una progresiéon aritmética

1+n
lim 1+2+3+"'Jrn—lim 2 .n—lim n+n2_1
n—oo n2 N n—oo n2 - n—oo 277,2 - 2 ’
3.9. Hallar el limite de la sucesién
2" —1
{an} = 5077

Resolucién. Es una indeterminacién de la forma —. Dividimos numerador y
00

denominador por 3"

2\" 2
yva que lim <7) =0, por ser 3 <1

n—oo 3

3.10. Calcular el limite de la sucesién

{an} = Vn+vn—+y/n-vn
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Resolucién. Si multiplicamos y dividimos por el conjugado

lim 2v/n
neee /nd Vit /i — v

Dividiendo numerador y denominador por /n:

2

. . 2 2
lim = lim :1+1:
\/1+‘/ﬁ+\/1—*/ﬁ \/1+\er\/1_\/T
n n n n

3.11. Calcular el limite de la sucesién

1

_ In(3n®* +6n+1)

{an} In(4n + 2)

., . . 00 p
Resolucién. Es indeterminado de la forma —. Sacamos factor comin
oo

1 1
ln{n2<3+§+7)} 2[nn+ln<3+§+7>
noon non

lim 5 = lim 5
noee ln[n<4+7)} noee lnn+ln(4+ 7)
n n
Dividimos numerador y denominador por in n
6 1
n(3+ -+~
n ' n in 3
2+ ———= 24+ — o +0
lim lnn _ o _ —9
n— oo 2 In 4 1+0
in (4 + *) 1+
14+ _\N_ _n/ o8}

Inn

3.12. Calcular el limite de la sucesién

{an} =

n!
+214+3+.. +n!’

Resolucién. Mediante el criterio de Stolz (seccién 3.8)

1 (n—1)!
| — _ | - T
T el Gl L AT R (1—1>:1.
n— oo n' n—oo 1 n—oo n
3.13. Calcular 1 1
1+=—4+=+..4+—
+ 2 + 3 + .+

n— oo In n
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Resolucién. Aplicamos el criterio de Stolz (seccién 3.8)

1
. 1
l‘ AII‘ _—_—mm
ngr;olnnfln(nfl) e ( n )
n-ln
n—1
n—»ooln <1+ ) ne
n—1

3.14. Hallar el limite de la sucesion

{an} = V.

Resolucién. Mediante el criterio del cociente-raiz (seccién 3.8)

im P S fim =1

n— oo n n— oo

n

n/n! N

3.15. Hallar el limite de la sucesién {a,} =

Resolucion.

lim —— = lim §/%
n—oo \/m! n—oo n!

Aplicamos el criterio del cociente-raiz (seccién 3.8)

(n+ 1)n+1
| n
lim Lnl)':hm (LH) —e= lim —— =¢
n!

nn

3.16. Idem {an} = W

Resolucién. Aplicamos la férmula de Stirling (seccién 3.8)

n n 1
lim —— = lim L = lim = =0
n—oo nl-en n—oo \/2mn -n" e~ " . en n—o0 2n
3.17. Idem
nl/n+2\n*+1
{an} = (n + 1) ’
Resolucion.
n2+41

lim <”+2) T
n—oo Tl+1
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Es una indeterminacién del tipo del nimero e. Se resuelve mediante la férmula
(seccién 3.10)
i by lim (an —1).by
im a, ™ =en—o

n—oo
Por tanto
. n+2 n?+1
lim ( — 1) .
e n—oo \ N =+ 1 n —e
3.18. Idem | |
n n!
{an} = In n’

Resolucién. Aplicamos el criterio de Stolz (seccién 3.8)

. Inn!—In (n—1)! . Inn
lim = lim _— =
n—oo In M —In (n—1)""1 nio ! n
(n—1)n-1
. Inn . Inn
= lim — = lim — =
n—oo n n—o00 1
In [( ) n} In (1+7> +Iinn
n—1 n—1
= lim 7ln i =

n—oo Ine+lIlnn

Otra forma de hacerlo serfa utilizando la férmula de Stirling.

3.19. Calcular lim v2-4-6 .. 2n.

n—oo

Resolucién. Mediante el criterio de la media geométrica (seccién 3.8)

lim V2n = lim 2% . lim Yn=2°-1=1= lim n22-4-6...2n:1

n—oo n—oo n— oo n— oo

(Ver ejercicio 3.14: lim ¥n=1)

n— oo

3.20. Calcular lim — - 1
n

n—oo Il

1 (1+16+...+n4)

y . 1416+...+n" . L iy
Resolucién. Hacemos lim 1104 A y aplicamos el criterio de Stolz (seccién

n—oo ’I’L5
3.8)

2
3.21. Calcular lim ( 1 )n.
n+2

n—oo
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Resolucién. Tomamos logaritmos naturales
= lim
n— oo n

In A= lim E~ln
n—oo 1 n -+

Aplicamos el criterio de Stolz (seccién 3.8)
—2-ln(n+2)+2-In(n+1)
n— (n — 1) n— o0

lim
n—oo
bt +;)

" nn+1)/)

Por tanto, A =¢€° =1.
3T

3.22. Calcular lim (i
n—oo \1-2 2
. 1 1
Resolucion. = - — . Por tanto
nn+1) n n+1
1 >

1
li 1--
im ( 5

n— oo

lim (1— L )*1
n+1

n—o0

3.23. Hallar el limite de la sucesién V2, 1/2v/2, 1/ 2\/%,

Resolucién. El término general es an = /2 -an_1, n > 2, siendo a1 = v/2. Si

a=+V2a

n — 00, tenemos

siendo lim a, = a.
n—o0
Elevando al cuadrado, a? = 2a, que tiene soluciones iguales a 0 y 2. Evidentemente,

N —

a=2.
Otra forma de hacerlo seria

1 1 1
a=22FTatst

=2.

[N

=21-

va que el exponente es la suma de los infinitos términos de una progresién geométrica

decreciente, S = < -
1—7r
.. es de Cauchy. ;Cual

3.24. Demostrar que la sucesién 0.9, 0.99, 0.999,

es su limite?.
Resolucién. {an}=1-— 10% Tomamos p =q+n
P I T S
10¢|  |10¢  109+n

109+

10" — 1 1
<Tm<6

ap — ag| = lagin — ag] = |1 -
,‘L
- [10e 107

10" —1
109+
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10" -1
ya que BRI < 1.
. —In €
Despejamos g > ——— = —log €. Por tanto, § = —log e.
In 10
Por ejemplo, si e = 107°, § = —log 107° = 5. A partir de as, la distancia entre

dos términos cualesquiera es menor que € = 107°.

Ejercicios propuestos

Hallar el término general, limite (si lo tienen) y clasificar las siguientes

sucesiones
5 12 19 26
25, =, —, —, —,...
325 7’ 10’ 13’ 16’
3.26. 1, _—1, 1, _—1, 1, _1,
23 45 6

9 14 21 30
3.27. Dada la sucesién 6, 33 2 B hallar: a) su término
general. b) El término que ocupa el lugar 72. c¢) ;Qué lugar ocupa el

término igual a ?? d) ;Posee limite?
3.28. Encontrar ejemplos de sucesiones tales que

lim anp = lim b, =0

n—oo n—oo
y que cumplan
a

a) lim = = oo
n—oo Dp

b) lim 22 —=o.
n— oo n

c) lim n 1.

n—oo Dn

3.29. Demostrar que lim
n— oo n

3.30. Hallar el limite de la sucesién definida mediante la férmula recu-

rrente a, = /3 -an_1.

1
3.31. Demostrar que lim — =0sir > 1. Es cero el limite si r <17.

n—oo I'

3.32. Calcular lim #
n—oo N 4+ sen n
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2
3.33. Calcular lim M
n— oo ln n
3.34. Calcular lim e " sen n.
n—oo
3.35. Calcular lim (1—|—2n3)1+311n n,
3.36. Calcular lim n(2n—4/n2? +2).
In(2n + 1)\ S5t
n+1
3.37. Calcular lim (L> i .
n—oo 2n+3
1 1 1 1
3.38. Calcular lim — - (— + —+ ...+ —)
e vn V1T V2 v
3.39. Calcular lim M
n— oo l’la+1
. Inn
3.40. Calcular lim ——.
n—oo I
3.41. Calcular lim n-({/a—1).
;+ z+ §+ +al
3.42. Calcular lim 2 a g - Ta , con a> 0.
n— oo n
3.43. Calcular lim (M> .
n—oo 2
3.44. Calcular

V3, VV3, V3, .



Capitulo 4

Series numeéricas

En este capitulo se introduce el concepto de serie numérica. Dicho concepto surge
al estudiar la suma de los términos de una sucesién indefinida. Ademés de la suma
de una serie, es del mayor interés el estudio de su convergencia, como ocurre con las
sucesiones.

4.1 Concepto de serie

Definicién 4.1 Dada la sucesion {an}, cuyos términos pertenecen a IR, se forma la
sucesion {An}, cuyos términos son las sumas parciales

A=
As = a1 + a2
As =a1 + a2+ as

An:Zai

i=1

esto es

Al par ordenado de sucesiones ({an},{An}) lo llamamos serie numérica y lo re-

presentamos E a;. En la prdctica, se suelen omitir las llaves, (an, Ay).
i=1

Basta con tener una de las dos, a, 6 A,, para obtener la otra ya que a, =
Ap — Ap—1.

Ejemplo 4.1 De la sucesion an = n obtenemos

A =1
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Ay =1+2=3
1
An:1+2+3+...—|—n:n(n2+ )
Ejemplo 4.2 Sea la serie L—&—L—i—i—i— donde a - Hacemos
Jempio <. 1.2 723" 34" "t 1)
una descomposicion en fracciones simples
1 _1 1
nin+1) n n+1
con lo que
11 1 1 1 1 1 n
Ap=1—=+=-—-4+=-— ..+ = — =1- =
" 2 T273%3 TS n+l n+l

Ejemplo 4.3 Dada la serie 1 +2+22 423+ ..., es evidente que an = 2", y la suma
parcial n-sima es la de una progresion geométrica

2" -1
2—-1

An, = 2" —1

4.2 Series convergentes

o0
Definicién 4.2 Decimos que la serie E an es convergente si existe el limite finito
n=1

lim A, = A.

n— oo

Al niimero A lo llamamos suma de la serie.

1 1 1
Ej lo 4.4 FE ; j or —— + —— + —— 4+ ...
jemplo n la serie de un ejemplo anterior 1.2 + 5.3 + 31 +
lim A, = lim —— =1
n— oo n—oon+ 1

4.3 Series divergentes

oo
Definicién 4.3 Decimos que la serie E an es divergente si la sucesion A1, Az, ...,

n=1
A, es divergente.

Ejemplo 4.5 La serie 1+ 2+ 2% + 23 + ... es divergente ya que
lim (2" —1) =00

n—o0

Definicién 4.4 A una serie que mo es ni convergente ni divergente se le llama os-
cilante.

Ejemplo 4.6 La seriea—a+a—a+a—a+ ... es oscilante.
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4.4 Criterio general de convergencia

Proposicién 4.1 La condicion necesaria para la convergencia de una serie es que
lim a, = 0.

n—oo

Demostracién. Como a,, = A, — Ap—1y lim A, = lim A,_1 = A, tenemos que
n—o0 n—oo

lim a, = lim A, — lim A,_1=A—-A=0. O

n—0o0 n—0o0 n—oo

Dicho de otro modo, la condicién necesaria pero no suficiente para que una serie sea
convergente es que su término n-simo tienda a cero. Por ser condicién necesaria y no
suficiente, permite decidir los casos de no convergencia pero no los de convergencia. Es

facil obtener series no convergentes cuyo término general tiende a cero. Por ejemplo,
o0

la llamada serie armdnica E — (seccién 4.5).
n

n=1

4.5 Serie armodnica
e 1 . . . .
La serie Z e llamada armdnica, es convergente si a > 1 y divergente si o < 1.

n=1

4.6 Serie geométrica

Definicién 4.5 Llamamos serie geométrica a aquella cuyos términos son la suma de
o0

. L 2 3
Una progresion geomeétrica: E ar” =a+ar+ar®+ar’ + ..
n=0
oo
Proposicién 4.2 Sea la serie geométrica E ar™ en la que v es un nimero real.

n=0
a

1—7r

Si |r| < 1, la serie es convergente y su suma es A =
Si |r| > 1, la serie es divergente.

Sir =1, es divergente. Si r = —1, es oscilante.

4.7 Series de términos positivos

oo
Definicién 4.6 Decimos que la serie E an es de términos positivos si a, > 0 para
n=1
todo n € IN.
Estas series pueden ser convergentes o divergentes, pero en ningin caso oscilantes.

Por otra parte, las series de términos negativos se tratan del mismo modo que
éstas, sin mas que cambiar de signo.
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oo
Proposicién 4.3 La serie de términos positivos E an es convergente si, y solo st,

n=1
la sucesion de sumas parciales A, estd acotada.

Demostracién. La sucesiéon A,, es creciente, ya que a, > 0 para todo n € IN. Por
estar acotada superiormente, es convergente, segiin un teorema anterior (seccién 3.2).
Reciprocamente, por ser convergente, estd acotada. O

Criterio de comparacién (I)

oo
Sea 0 < an < by, Vn € IN. Si Z by, converge, entonces Zan converge.

n=1 n=1
oo

oo
Anélogamente, si Z an es divergente, también lo es Z b,.
n=1 n=1
Demostracién. Sean A, = a1 +az + ... + an y By = b1 + b2 + ... + b,. Tenemos
que 0 < A,, < B, para todo n € IN. Por la proposicién anterior, B,, estd acotada por
oo oo

ser b,, convergente. Por lo tanto, también estd acotada A, a, converge, por
> g : y ge, p
n=1 n=1

la proposicién anterior.
oo

Del mismo modo, si E an diverge, la sucesién A,, no estd acotada. Como 0 <

n=1

(oo}
A, < B, tampoco lo estda B,, y Z by, diverge. O

n=1
: 3 3.1 1 . L
Ejemplo 4.7 Sea la serie E —. Como—>—y E — es divergente (serie armdnica,
n n-n n
n=1 n=1

seccion 4.5), también lo es la serie propuesta.

Criterio de comparacién (II)

Sian, >0y b, >0paratodon € N,y lim an _ r, entonces

n—oo Opn

o0 oo
a) Sir # 0, las series Z an'y Z b, tienen el mismo caracter.
n=1 n=1
oo oo
b)Sir=0y Z an diverge, entonces Z b, diverge.
n=1 n=1
oo oo
c)Sir=oc0y Z b, diverge, entonces Z an, diverge.
n=1 n=1

o0 o0
d)Sir=o00y g an converge, entonces E bn, converge.

n=1 n=1
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Ejemplo 4.8 La serie Z

n=1

1 L . Lo
m converge, ya que dividiendo por la serie armonica

Z —5 (convergente, seccion 4.5), el limite es igual a 1.
n

n=1

Criterio de la raiz de Cauchy

oo
Sea Z an una serie de términos no negativos tal que lim ¥a, =r.
n=1
Sir < 1, la serie converge.
Sir > 1, la serie diverge.
Si r =1, caso dudoso.
— 5
Ejemplo 4.9 La serie Z o es convergente, ya que
n=1
Vv 1
i 72— om 5Ly
n—o0 n—oo 2
Criterio de D’Alembert o del cociente

. . a > .
Si a, > 0 para todon € IN, y lim ol r, la serie E an verifica
n—oo «a

n

n=1
Sir < 1, converge.
Sir > 1, diverge.
Si r =1, caso dudoso.
oo
Ejemplo 4.10 La serie Z; 7(117_1’_ D1 converge, ya que
. Gnil . (n+1)>3
lim — = lim ————=0<1
n—oo On n—oo (’I’L —+ 2) . ’I’L3
Criterio de Raabe-Duhamel
Siap, >0, Vne N,y lim n.(l — M) =, la serie Zan verifica
n—oo Qan,
n=1
Sir > 1, converge.
Sir < 1, diverge.
Sir =1, caso dudoso.

1

———— . converge, ya que
n(n+ 1)(n+2) e yad

Ejemplo 4.11 La serie Z
n=

lim n (I—M) = lim

=3>1.
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Criterio del logaritmo de Cauchy

(z)
In | — o
—\Gn/ _ r, la serie Z an, verifica

n=1

Si a, > 0, para todon € IN, y lim
n—oo Inn

Sir > 1, converge.
Sir < 1, diverge.
Sir =1, caso dudoso.

oo
Ejemplo 4.12 La serie Z B Em converge, ya que
ns3 . nn
n=1
l 3, 5ln n
lim %:3+ln5> 1.
n—oo nn

Criterio de Pringsheim

Sia, > 0, paratodon € IN, y lim n“a, =r, con a,r € IR, la serie Z an, verifica
e n=1

Si r es finito y a > 1, la serie converge.

Sir#0y a <1, la serie diverge.

oo

2
Ejemplo 4.13 La serie Z:l % diverge, ya que
. 3n?+2n+1
nlirrgon W:?)#O, con a = 1.

Criterio de la integral

Sea f(x) una funcién positiva decreciente (ver tema 6), definida para todo =z > 1,
oo

y tal que f(n) = a, para todo n € IN. Entonces, Z an converge si y sélo si existe
=1

/°° f(z)dz = lim /nf(:v)dx.
1 e

Ejemplo 4.14 La serie Zn(f’12 converge, ya que f(z) = xe” ® s positiva y de-

(ver tema 9)

n=1
creciente para x > 1, y existe el limite

n 2 n -
lim | ze*dr= lim [762 } — lim ( L 1):i.

n—oo [, n—oo 26"2 2e
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4.8 Suma de una serie
Dada la sucesién de sumas parciales A1 = a1, A2 = a1 +az, ..., Ap = a1+az+...+an,

si existe un nimero real A, tal que

lim A, =A

n—o0

decimos que la serie es convergente de suma igual a A.

A continuacién, vamos a sumar algunas series notables.

Serie geométrica. Es de la forma Zar", con |r| <1,y susumaes A= 1 %
n=1 y
. e, (1" 3
Ejemplo 4.15 La suma de la serie ZS (5) es — = 6.
n=0 1-— 5

Serie cociente de dos polinomios. Para hallar su suma, descomponemos la
serie en fracciones simples y eliminamos términos.
. . 1
Ejemplo 4.16 Hallar la suma de la serie 127323

con lo que:

La suma A = lim A, = lim =1
n—oo n—oo N 1

Serie hipergeométrica. Es aquella que verifica

An4+1 an+ 0

an an +v’

con a, 3,7 € IR. Su suma es:

yai
A= ———.
y—a-=p
2 2-3 2-3-4
Ej lo 4.1 =
jemplo 7 Sea 4~5+4-5-6+4~5~6~7+ +
(n+1)!
(n+4)!"
3!

Abreviadamente, Z

n=1

2
Es hipergeométrica, ya que Gntl _ ﬂ, cona=1,=2y~v=>5.
an n+5

5(4%) 1

Su suma es A:m:4.
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oo
s . sys . an
Serie aritmético-geométrica. Es de la forma E 7 donde a, es una pro-
n

n=1
gresién aritmética de diferencia d y b, una progresiéon geométrica de razén r. Su suma

es igual a
r d
A= .
b (r = 1) (C”* r—l)

Ejemplo 4.18 La suma de la serie Z 4712: ! es A= 2(22 ) <3+ 5 1 1) =T.

n=1

e}

Serie del tipo del nimero e. Es de la forma Z a

—5 a € IR. Su suma es
n!

n=0

A=¢e".

4.9 Convergencia de series alternadas

Una serie es alternada si sus términos son alternativamente positivos y negativos.

Criterio de Leibnitz. Sia; > a2 > a3 > ... >0y lim a, = 0, entonces la serie

Z(*l)n+lan =a1—azx+a3 —as+as— ...+ (71)"+1an + ... converge.
n=1

Ademads, en las anteriores condiciones, las sumas parciales A, de orden impar
son valores aproximados por exceso de la suma A de la serie y las sumas pares son
aproximaciones de A por defecto. Por otra parte, el error cometido no supera al primer
término omitido en dicha suma. Esto es

0< (~1)" (A~ An) < anps

para todon > 1.

[e'e]

1
Ejemplo 4.19 La serie E (=)™ = es convergente, ya que a1 > az > az > ... y
n

1 n=1
lim — =0.
n—oo N
Ejemplo 4.20 La serie Z(fl)"Jrl DR s convergente, ya que f(x) = LIS
n=1
decreciente. En efecto
1-1
fl(z)= # <0, para x > e.
x
Ademds, lim Inn =0.
n—oo N



4.10. Suma de dos series s

oo

Ejemplo 4.21 La serie Z

n=1

(-t

m es Con'l)e'rgente, pues

lim . 0

y es decreciente

1 1
n == < = an
T Bhr ) FURR+ D13 BrnrDEnt3) -
Como ay = 13% <1072, se tiene que (—1)*(A — A3) < as <1072 = A~ A,
con un error menor que 1072, El valor de As
1 1 1
A3—%_E+%—0.04

Por tanto, A = 0.04, con un error menor que 1072,

4.10 Suma de dos series

9]

Definicién 4.7 Definimos el producto de un nimero real k por la serie Z an €COMO

oo
la serie E kan.
n=1

n=1

oo o0
Proposicién 4.4 Si la serie E an converge a A, la serie E kay converge a kA.

n=1 n=1
0

Demostracion. Inmediata, ya que las sumas parciales de Zkzan son kA, de

n=1
limite kKA. O
Definicién 4.8 Definimos la suma de las series Z an Y Z b,, como la serie Z(an—l—
n=1 n=1 n=1

bn).

[e o]
Proposicién 4.5 Si las series Z an Y Z bn, convergen a A y a B, respectivamente,

\ n=1 n=1
la suma Z(an + by) converge a A+ B.
n=1

Demostracion. Inmediata. Las sumas parciales de Z(an + bn) son A, + B, de

n=1

limite A+ B. O
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Ejercicios resueltos

Estudiar la convergencia de las series
n®+1
4.1. Z o a>0

Resolucién. Aplicamos el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n+1)%2+1
n+1
lim 9oL — ppy (REDA 1
n—oo Qn n— oo n- + 1 a
na™

Si a > 1, converge.

Si a < 1, diverge.

Si a =1, diverge, ya que el limite del término general es distinto de cero (seccién

4.4)
2
1
A
n

n—oo

4.2, —_
>t
Resolucién. Aplicamos el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

n 1 4
lim 2 = fim M =0 < 1. Converge.
n—oo On n—oo ’I’L2(7’L + 2)

oo
n
3. E 5
n2 —
n=2
Resolucién. Comparamos con la serie armdnica (seccién 4.5)

1 .
2n > no_ —. Divergente.
n? —1 n n

4.4. nZ:l ETDETD

Resolucién. Aplicamos el criterio de Pringsheim (o = 1) (seccién 4.7)

n
lim n ————— = 1. Divergente.
n—o00 (n + 1)(’[1 + 2) verg

n+1
4.5.
Zn— J(n—38)
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Resolucién. No converge, ya que lim a, # 0 (criterio general de convergencia,
n—oo

seccién 4.4).

4.6.

[M]¢

(3nn— 5)“.

Resolucién. Aplicamos el criterio de la raiz de Cauchy (seccién 4.7)

[
-

n

1
nlirgo 371117_5 =3 < 1. Convergente.

=
1
=

Resolucién. Aplicamos el criterio de Pringsheim (seccién 4.7)

. 3 n
lim n - 22
n—oo nt—3

=1#00

Como « = 3, la serie converge. También se podria hacer mediante el criterio de
Raabe (seccién 4.7).

= n+1
4.8. .
Z3—|—n%

n=1

Resolucién. Mediante el criterio de Pringsheim (seccién 4.7),

1
lim nf. 2FL 120
n—oo 34 n3

1
Como a = > la serie diverge.

4.9. ) (vV2Zn—1- Vn).
n=1
Resoluciéon. El limite de a,, es igual a

n—1
lim (vV2n — 1 — = lim ——— =00 £0.
i (v2n Vi) = Jim Vn—1+/n 7

Por tanto, la serie diverge (seccién 4.4).
4.10. Analizar si son falsas o ciertas las afirmaciones siguientes:

oo oo 1
a) E an no convergente = — convergente.
an
1

n=1 n=

o0 oo 1
b) Z an convergente, a, # 0 = Z 1ta. convergente.
n=1

n=1
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oo oo
n+1
c) Z an convergente, a, # 0 = Z o an convergente.
n=1

n=1
— 1

Resolucién. a) Falso, ya que E — es divergente (serie armdnica, seccién 4.5) y
n

n=1

oo
la serie E n también lo es.

n=1
b) Falso i L converge (serie arménica, seccién 4.5) i ! _ i "
’ 1n2 & ’ )Y 11Jran_ 1nQJrl
n= n= n=
no es convergente ya que su limite es 1 # 0 (seccién 4.4).
. s . . an
c) Cierto, ya que el limite del cociente de ambas es lim = 1. Por tanto,

nooo N+ 1
2T,

n
las dos han de tener el mismo cardcter (criterio de comparacién (II), seccién 4.7).

> k

4.11. Estudiar el caracter de la serie E ﬁ
n—1)!
n=2

Resolucién. Mediante el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n+ D" .
n . . 1
lim 2 — jim n,i = lim % =0 < 1. Convergente.
n—oo An n— o0 n n— oo n
(n—1)!

= 1\® 2n ]°®
4.12. Estudiar el caracter de la serie Z [(n: ) + 0 jll} .

n=2
Resolucidén. Aplicamos el criterio de la raiz de Cauchy (seccién 4.7)

n —1
lim ¥a, = lim [(n:l) + 2n } =

n—oo n— oo n—1

c12 < 1. Convergente.

4.13. Estudiar el cardcter de la serie Z

n=1

(n+1)-n!
4n )

Resolucién. Mediante el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n+2)(n+1)!

2
lim 2L — Lim 4ntt = lim (n+2) = 0. Divergente.
n—oo On n— oo (n —+ 1) . 'I’L' n—oo
477.

[e'e] Il2
n
4.14. Idem y  ———.
~ (n+1)
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Resolucién. Mediante el criterio de la raiz de Cauchy (seccién 4.7)

lim {/a, = lim ( n ) =e¢~ ! < 1. Convergente.

4.15. Idem Z (1 + %) .

n=1

1 n
Resolucién. lim (1 + f) = e # 0. Divergente. (crit. gen. conv.)
n

n— o0

4.16. Idem Z EJ“I’

n=2

Resolucion. lim n+3
n—oo M — 1

= 1# 0. Divergente. (crit. gen. conv.)

> 1
4.17. Idem E —_—
- (In 2)

Resolucién. Mediante el criterio de la raiz de Cauchy (seccién 4.7)

1
lim ¥a, = lim — > 1. Divergente.

n—oo n—o0 l

= nl.2n
4.18. Tdem ) n.nnz :
n=1

Resolucién. Utilizando el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n4 1) 27+t
1)n+t 2n" 2
lim 2L — fim % = lim — =2 <1, Converge.
n—oo (On n—oo n!-2 n—oo (n + 1)” e
nn

4.7-10..(3n+1)
4.19. Idemz 2610 (4n_2)"

Resolucién. Mediante el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

4-7-10...(3n + 4)
2-6-10...(4n + 2) 3n+4 3

A T 0 G ) e g g < L Convergente.
2-6-10...(4n — 2)

n
4.20. Idem —_—.
E : 3
- (n+1)
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oo

Resolucién. Comparamos con la serie arménica E — (seccién 4.5),
n

n=1
S = L (crit. de comp. (I))
(n+1)3 ~n3  n2 ' b
oo
Es convergente, puesto que Z oz converge.
i=1

n2

4.21. Idem E —
|
n=1 (n + 1)

Resolucién. Utilizamos el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n+1)
2)! 1)?
lim w = lim & =0 < 1. Convergente.
(n+1)!

> COSzl’l
4.22. Idemz o

n=1

Resolucién. Comparamos con la serie geométrica (seccién 4.6)

2
cosn 1
3 — 3n
puesto que cos?n < 1.
1\ 1
Es convergente, por serlo (7) , yaque - < 1.
vergente, p Z‘: 3) - vaaue g

n

oo
4.23. Idem Y %
n.n!

n=1
Resolucién. Mediante el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)
(TL + 1)n+1

ntl . ! n
lim 22— fim % = lim M =< < 1. Convergente.

n—oo An n— oo n— oo 3nn 3

37 . n!

o0 n
4.24. Tdem Z n—'
n:

n=1

Resolucién. Utilizamos el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n+1)"+!
n . 1)! . 1\" .
lim 2% = fim (nn+) = lim (n+ ) = e > 1. Divergente.
n—oo Qn n—oo n—oo n

nl
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= 1
4.25. Idem _—,
nz::l vn3 + 2n

Resolucién. Comparamos con la serie arménica (seccién 4.5)
1 1 1
—< =—
vVn3 4+ 2n vn3 n2
como la serie arménica es convergente, también lo es la serie propuesta (criterio de
comparacién (I), seccién 4.7).

n n
4.26. Idem E (7> .
o 2n+1

Resolucién. Mediante el criterio de la raiz de Cauchy (seccién 4.7)

n 1
li Yan, = li ==-<1.C te.
e T onvergente

1000™

4.27. Idem Z i

n=1

Resolucién. Utilizamos el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

1000™+*
R R n+1! 1000
nlin;o o T nlin;o “Tooor = Jm = 0 < 1. Convergente.
n!

4.28. Idem E .
|
= (2n)!

Resolucién. Mediante el criterio de D’Alembert (seccién 4.7)

(n+1)H?
- 2 ! 1
lim 2% — lim M = = < 1. Convergente.
n—oo Anp n—oo (n') 4
(2n)!
4.29. Sumar la serie i (1)n
.29. 3) -
n=1
1 1\2 13
Resolucién. A, = 5+ (3) + (5) +-
esolucion 3 + 3 + 3 +
Se trata de una serie geométrica (seccién 4.6). Su suma
1
3 1
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4.30. Sumar la serie i _2
R — n(n+2)°

Resolucién. Hacemos una descomposicién en fracciones simples

2 1 1

nn+2) n n+2

La suma parcial A, es

1 1 1 1 1
An:a1+a2+...—|—an:(1—7)—1—(7—7)—&—...—&—(7— ):

3 2 4 n n+2
_1+17 11 n(3n+5)
- 2 n4+l1 n+2 2n+1Dn+2)
Lasumaes A= lim A, = lim M = §
Es una serie convergente de suma igual a g
4.31. Sumar la serie i _
o — (n+2)(n+3)°

Resolucién. Procedemos como en el ejercicio anterior

4.8).

1 1 1
Ap == — = A= lim A, = -.
3 n+3 o 3
Otra forma de hacerlo serfa considerando que es una serie hipergeométrica (seccién
G 12
4.32. Sumar la serie Z m

n=

Resolucién. Descomponemos en fracciones simples

n+12 _g_ 5 3
n3+5m2+6n n n+2 n+3
1 1 1
Llamamos Hn:1+§+§+i+... y tenemos que
1 1 1
An:2Hn—5Hn+3Hn+5~1+5~§—3~1—3~5—3-§:2.

oo —1
4.33. Idem Y <“;r3) .

n=1

oo n+3 —1 o] 6
Z( 3 > :Z(n+3)(n+2)(n+1)

n=1 n=1

Resolucion.
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Descomponemos en fracciones simples

oo}

Z( 3 _ 6 n 3 )
n+1l n4+2 n+3

n=

Procedemos como en el problema anterior

—-3-3.

N | —

(oo}
2n+1
4.34. Tdem » -
n=1
Resolucién. Se trata de una serie aritmético-geométrica (seccién 4.8), ya que el
numerador es una progresiéon aritmética de diferencia 2, y el denominador es una

progresiéon geométrica de razén 7. Su suma sera:

7 2 1 1\ 5
A_7(771)'(3+771)_6'(3+§)_§’

o0
4.35. Hallar la suma parcial A, de la serie Z In ntl y demostrar
n

n=1
que es divergente.

Resolucién. A, =a1+az+..+an=(In2—-Inl)+..+[In(n+1)—Inn)| =
=lnn+1l)—Inl=in(n+1).

Por tanto, lim A, = lim In(n + 1) = co. Divergente.

n—oo n— oo

oo

4.36. Sumar la serie Z

n=1

T
(n+4)(n+5)°

Resolucién. Descomponemos en fracciones simples

T ( 11 )
m+4)(n+5) n+4 n+5
La suma parcial A,, es

Ap=a1+az+...+an =

“G-D oD ) b
- \5 6 6 7 n+4 n+5/ 5 n+5

lim A, = lim (Z— 7 ):%

n—o00 n—oo \ D n + 5

La suma de la serie es igual a %
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5 8 11 14
4.37. I ie - +—-+—+—+..
37. Sumar aser1e2+4+ 3 +16+

Resolucién. Es una serie aritmético-geométrica (seccién 4.8), con d = 3, r = 2,

a1 =5y b1 =2. Susuma,

Azéﬁgfﬂ'0“+ri1):2@31y(5+2§1):&

2 2.3 2.-3-4 2-3-4-5
4.38. 1 ie — 4+ —
38. Sumar aserle4+4.5+4.5.6+4.5.6.7+

Resolucién. Es una serie hipergeométrica (seccién 4.8), ya que

an+1 n+2

A, n—+4
2
a1 & 7
siendoa=1,=2y~v=4. Susuma:A:v_a_B:4_1_2:2.
S 1 i S 1 1
4.39. Sumar aserlez n (1f§>.
n=2
2— —
Resolucion. In (1 — %) =In (n 5 1) =In (n—&—l)in 1).
n n n
Por tanto
. . . 1 -1
Apmin 3 i B2y 23y, D)

22 32 42 n?
=n3+nl—-2-n2+n44+n2—-2-n3+Ind5+In3—-2-In 4+
+..+ln(n+1)+nn-1)—2-lnn=

n+1)

:fln2+ln(n+1)flnn:fln2+ln(

n— oo

Susumaes A= lim [fln2+ln (n—}-l)} = —In 2.
n

4.40. Demostrar que la serie alternada

1 1 1 ni1
1- =4+ —=+..+(-1 :
st gt

L
2n—1

es convergente y averiguar el niimero de términos preciso para calcular su
suma con un error menor que 0.001.

Resolucién. Utilizamos el criterio de Leibnitz (seccién 4.9). Para ello, es preciso

es decreciente.

verificar que la sucesién de término general a, = 5 1
T —

1 11
2(n—|—1)—172n+1 on—1

En efecto

An41 = Anp,.
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Por otra parte

1
li n = li =0.
7Ll>ngc ¢ 7Ler;O 2n —1
Por tanto, la serie converge. Ademsds,
1
n+1 = ———— < 0.001 = n = 499.5

2ln+1)—1

Habré que tomar 500 términos para obtener la suma de la serie con un error menor

que 0.001.

1 1
4.41. Dada la serie —1 + 21 3l + ...+ (=D" — + ..., demostrar que es
! ! n!
convergente y hallar su suma con un error menor que 0.01.
1
Resolucién. lim a, = lim — = 0.
n— oo n—oo M.
1 < 1
ni1 = 77— < — = an
1 (n+1)! " nl

Es convergente. Por otra parte
a1 =1, az = 0.5, ag = 0.16, a4 = 0.04..., a5 = 0.008... < 0.01

Serd preciso tomar cuatro términos, ya que el error cometido al hallar la suma es
menor que el primer término omitido as = 0.008.... Por tanto, la suma A, por defecto,
1 1 1 -5
iA=—-14+-——-4+—=—.
sera T2 T8

Ejercicios propuestos

Estudiar la convergencia de las series siguientes:

4.42. i ntl

=
J’_
[y

> n? +2
4.43. Z

4.44. i nln

n
4.45.2 CFSiE
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4.46.

[
5N
Tl
=}

]
Il
=

4.47.

[M]¢
1=

=
Il
-

4.48.

518
g~

=}
Il
-

. n
n?2-1)-Inn

IS
&
[M]#

]
Il

2

Dadas las series siguientes, se pide: a) Su término general. b) De-
mostrar que son convergentes. ¢) Su suma.

1 1 1 1
450. —+-—+_—5+-—+...
50 1. 3+3 + 7-!-7 +
1 1 1
4.51.
5 1-2. 3+234+3 4~5+

4.52. Sumar la serie 0.045 + 0.015 + 0.005 + ...

> n
4.53. Sumar la serie Zn (%) .

n=1

4.54. Hallar, con un error menor que 0.001, la suma de la serie alternada

Z n- 10n

n=1




Capitulo 5

Limite y continuidad de
una funcion

El estudio de las funciones es uno de los temas fundamentales del Calculo. En este
capitulo se hace una introduccién a las funciones reales de una variable real y a los
conceptos de limite y continuidad en un punto.

5.1 Introduccion

Definicién 5.1 Dados dos subconjuntos A,B C IR, llamamos funcién a toda apli-
cacion (ver nota seccion 1.6) de A en B, f: A — B, es decir, a toda correspondencia
entre A y B que asigna a cada valor de x € A un dnico valor y = f(x) € B.

A la variable y, cuyo valor depende del valor dado a x, se le llama variable depen-
diente. A x se le llama variable independiente. Se representa la funcién por y = f(z).

Ejemplo 5.1
=3r+1
Yy = senx
z+1
z+3

Definicién 5.2 Decimos que la funcion y = f(x) estd definida en un punto x = ¢
st existe f(c). Andlogamente, decimos que f(x) estd definida en un intervalo (a,b) si
estd definida para todo valor x € (a,b).

Definicién 5.3 Llamamos dominio de definicién o campo de existencia de una funcion
y = f(z) al conjunto de valores de x para los que f(z) estd definida. Lo representamos
por Dom f.

Definicién 5.4 Llamamos imagen o recorrido de una funcion y = f(z) al conjunto
de valores de y para los que existe x € IR tal que y = f(x). Lo representamos Im f.
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Ejemplo 5.2 .
f(x)=3z+2; Dom f=1IR; Im f=IR.
f(x)=sen x; Dom f=1I; Im f=][-1,1].
1

f(2) = —i Dom f=R—{1}; Im f=R—{0}.

5.2 Tipos de funciones

Definicién 5.5 Funcién algebraica es aquella en que las operaciones que se realizan
con la variable independiente son suma, resta, multiplicacion, division, potenciacion o
radicacion.

2

Ejemplo 5.3 La funcion y = 311

es algebraica.

Definicién 5.6 Funciones trascendentes son las trigonométricas, logaritmicas y ez-
ponenciales.

Definicién 5.7 Funcién explicita es aquella en la que la variable dependiente estd
despejada. Si la variable no estd despejada, la funcion recibe el nombre de implicita.
En funciones implicitas sencillas, es posible despejar la variable y escribir la funcién
en su forma explicita.

Definicién 5.8 Funciones irracionales son aquellas en las que la variable aparece bajo
el signo radical o con exponente fraccionario. En caso contrario se llaman racionales.

Definicién 5.9 Funcién fraccionaria es aquella en la que la variable independiente
aparece en el denominador o con exponente negativo. En caso contrario, la funcion se
llama entera.

5.3 Suma, producto y cociente de dos funciones

Definicién 5.10 Si f(z) y g(z) son dos funciones y D C IR es la interseccion de
sus dominios de definicion, definimos la suma de f(x) y g(x) como la funcidn h(x) =
f(z)+ g(z), de dominio D C IR.

Ejemplo 5.4 Sean f(z) =Iln z y g(x) = V3 —z, de dominios respectivos (0,00) y
(—00,3]. La funcién h(z) = f(z) + g(z) = In x + /3 — x tiene por dominio (0,3] =
(0,00) N (=00, 3].

f(x)
9()

Anglogamente, definimos la funcién producto f(z) - g(x) y cociente , esta

dltima con g(x) # 0.
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5.4 Composicion de funciones

Definicién 5.11 Sean las funciones f(z) y g(z). Llamamos funcién compuesta (g o
f)(x) a la funcién definida en la forma

(90 f)(@) = glf (@)].
Ejemplo 5.5 Sean f(z) =2x+1 y g(x) = 3z — 4.
(g0 f)(x) = glf ()] = g(20+1) = 3(20 + 1) — 4 = 65 — 1
(f 0 9)(&) = flg(a)] = f(Bx —4) =230 — 4) +1 = 63— T

En el anterior ejemplo se observa que, en general, (g o f)(z) # (f o g)(x).

5.5 Funcion inversa

Definicién 5.12 Si f : A — B es una funcidn biyectiva, esto es, tal que todo elemento
y € B es imagen de un unico elemento x € A (ver nota seccién 1.6), definimos la
funcién inversa f~': B — A, como aquella que verifica

T 'f@)) =2, Vee A
fif W)=y, YyeB

1
Nota. Conviene no confundir f~*(x) con T
x
Ejemplo 5.6 Sea la funcion f(x) = 3x — 1. Para hallar la funcién inversa de f(x)
se intercambian las variables x e y: © = 3y — 1. Se despeja y = % La funcion
1
inversa de f(x) =3z — 1 es f~'(z) = x; .

Evidentemente, las graficas de dos funciones inversas son simétricas respecto de
la bisectriz del primer cuadrante, puesto que si el punto (a,b) pertenece a una de las
graficas, el punto (b,a) pertenece a la otra. En este hecho se basa el cdlculo de la
funcién inversa f~'(z) (ver ejemplo anterior).

5.6 Limite de una funcion

Definicién 5.13 Decimos que la funcion f(x) tiene por limite a la derecha del punto
r = xo el numero real | si a toda sucesion de valores de x, que tiende a xo por la
derecha, le corresponde una sucesién de valores de f(x) que tiene por limite l. Lo

representamos lim f(x) = 1.
ﬂ—?ﬂ')o
Andlogamente, definimos limite por la izquierda. Lo representamos en la forma
lim f(z)=1.
mﬂxa

Para que ezista el limite de f(z), cuando x tiende a o, es necesario y suficiente

que se verifique lim+ fl@)= lim f(z) y se escribe lim f(z)=1.
- z—x0
0 0
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Definicién 5.14 También podemos decir que | es el limite de f(z), cuando x tiende
axo st YVe>0, 35 (func. dee) >0/ |z —xo| <d=|f(z) =1 <e.

r+1sixz>1

Ejemplo 5.7 Sea la funcién f(x) = { et 2sizel

Considerando una sucesion de valores de x que tienda a 1 por la derecha y sus
correspondientes imdgenes

z: 1.1, 1.01, 1.001, ...
f(z): 2.1, 2.01, 2.001, ...
Las imdgenes constituyen una sucesion que tiene por limite 2. Por tanto, lim f(z) =

x—1

Por la izquierda
z: 0.9, 0.99, 0.999, ...
f(z): 2.9, 2.99, 2.999, ...

Por tanto, lim f(z)=3.
o1
2
/V

x -
/2-1 01 2

Figura 5.1

Como los limites a derecha e izquierda no coinciden, la funcion no posee limite en
r=1.

En la prdctica, los cdlculos se disponen de la siguiente forma

lim f(z) = lim f(1+h) = lim (1+h)+1=2

z—1+

li =1 1—h)=1 1-h)4+2=3

lim f(a) = lim f( )= lim ( )+

puesto que si los valores de h son positivos y tienden a cero, i.e.: 0.1, 0.01, 0.001,...,
es evidente que los valores de 1+ h tienden a 1 por la derecha y, andlogamente, los de
1 — h tienden a 1 por la izquierda.

5.7 Propiedades de los limites

1. El limite de una funcién f(x) en un punto = = zo, si existe, es tnico.
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2. El limite del producto de un nimero real k por una funcién, en un punto r = xo,
es igual al producto de k por el limite de la funcién

lim k- f(z) =k- lim f(x)

T—x( Tz—x(

3. El limite de la suma de dos funciones f(z) y g(z), en un punto x = zo, es igual
a la suma de los limites respectivos

lim [f(z) +g(@)] = lim f(x)+ lim g(z)

T—x( r—xQ

4. El limite del producto de dos funciones f(z) y g(x), en un punto z = zo, es
igual al producto de los limites respectivos

lim [(z) - g(a)] = lim f(@)- lim g(z)

T—xQ T—xQ

5. El limite del cociente de dos funciones es f(z) y g(z), en un punto = xo, es
igual al cociente de los limites respectivos

lim f(x)
lim —— = —— do 1 .
oz g(x) lim g(z) sienao 9(x) 70
T—x(

5.8 Funcién continua
Definicién 5.15 Decimos que la funcion f(x) es continua en un punto x = xg si y
solo si:
1) f(z) estd definida en © = xo.
2) Emziste lim f(x), esto es, lim+ f(z) = lim f(x).
r—xQ —

T—T T—T
0 0

3) lim f(x) = f(wo).

Ejemplo 5.8 Estudiar en x =1 la continuidad de la funcion

22+5six<1
f(m)_{ r+3siz>1

Sol.: 1) f(1) = 6.
2) lim f(z) = lim f(1+h) = lim(1+h) +3=4.

lim f(z) = lim f(1—h) = }1}3})(1—11)2+5:6.

r—1—

La funcion carece de limite en © = 1 ya que no coinciden los limites a derecha e
izquierda. Por lo tanto, no es continua en dicho punto.
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Otra forma de definir funcién continua en un punto z = a es:

Definicién 5.16 La funcidn f(x) es continua en x = mo si y sdlo si se verifica que
Ve >0, 30(e,z0) >0/ |z —zo| <0 = |f(z) — f(z0)] <.

La expresion §(e,zo) simboliza que § es funcion de € y xo.
Esta definicién equivale a decir que lim f(z) = f(zo). Es decir, que existe el
T—xQ

limite en el punto z = xo y coincide con f(xq).

Definicién 5.17 Decimos que la funcion f(x) es continua por la derecha en un punto
x = x0 si satisface la definicion anterior de funcion continua reemplazando el limite en
dicha definicion por el limite por la derecha en el punto xo. Andlogamente, definimos
funcion continua por la izquierda. Una funcidn es continua en un punto xo si, y solo
si, es continua por la derecha y por la izquierda en xg.

Definicién 5.18 Una funcidn f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si f(x)
es continua en el intervalo abierto (a,b) y ademds es continua por la derecha en x = a
y por la izquierda en x = b.

5.9 Tipos de discontinuidades

1. Discontinuidad evitable. Se presenta cuando la funcién posee limite en un punto
z = mo (coinciden los limites laterales) y, sin embargo, dicho limite no coincide con el
valor de la funcién en ese punto, como ocurre en la funcién de la figura 5.2

Figura 5.2

2. Discontinuidad de primera especie. Ocurre cuando existen los limites a derecha
e izquierda en el punto x = o, pero no coinciden sus valores. La funcién presenta un
salto igual a 1im+ f(z) = lim f(z). Ver figura 5.3.

T—T T—xT
0 0

Figura 5.3
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3. Discontinuidad de segunda especie o esencial. Ocurre cuando en un punto no
existen o son infinito uno o los dos limites laterales. La funcién de la figura 5.4 presenta
discontinuidades de este tipo en los puntos =1, x2 y =3

T T2 1 T3

Figura 5.4

Por otra parte, si se tienen dos funciones f(z) y g(z), continuas en el punto z = xo,
su suma, producto, composicién y cociente (si g(xo) # 0) son continuas en x = xo.

Asimismo, las funciones elementales, sen x, cos x, arcsen x, arccos X, log X,
polinémicas y exponenciales, son continuas en sus dominios respectivos.

5.10 Crecimiento y decrecimiento

Definicién 5.19 Decimos que la funcion f(z), de dominio D C IR, es creciente en el
intervalo (a,b) C D si Va1, z2 € (a,b), z1 < z2 = f(x1) < f(z2).

Gréficamente

/f(xz)

(1)

‘0 1 o

Figura 5.5

Andlogamente, definimos funcién decreciente.

Definicién 5.20 Decimos que la funcion f(x), de dominio D C IR, es decreciente en
el intervalo (a,b) C D siVzi,x2 € (a,b), 1 <z2 = f(z1) > f(22).



96 Capitulo 5. Limite y continuidad de una funcién

5.11 Maximo y minimo de una funcion. Acota-
cion

Definicién 5.21 Decimos que la funcién f(z), de dominio D C IR, estd acotada
superiormente si 3k € IR / Yz € D, f(x) <k.

Andlogamente, definimos funcién acotada inferiormente.

Definicién 5.22 Decimos que la funcidn f(z), de dominio D C IR, estd acotada
inferiormente si 3k € R / Vz € D, f(z) > k.

Definicién 5.23 Si una funcidn f(x) estd acotada superiormente e inferiormente,
decimos que estd acotada.

Definicién 5.24 Decimos que la funcién f(z), de dominio D C IR, presenta un
méximo absoluto en un punto xo € D si Vo € D, f(x) < f(wo). Andlogamente,
se define minimo absoluto.

Definicién 5.25 Si existe un intervalo (a,b) C D / Vz € (a,b), f(z) < f(zo),
decimos que la funcidn f(x) presenta un médximo relativo en el punto o € (a,b).
Andlogamente, definimos minimo relativo.

Proposicién 5.1 Toda funcion f(zx), continua en un intervalo cerrado [a,b], estd
acotada en él.

Demostracion. Si f(x) no estd acotada, existirdn valores en [a,b] para los que
f(x) >k, siendo k un nimero real cualquiera. Si se divide [a,b] en dos partes iguales,
al menos en una de ellas habrd valores para los que f(x) > k. Dividiendo dicha
parte en dos partes iguales, habrd valores para los que f(x) > k en una de las dos.
Reiterando el proceso, se obtiene una sucesion de intervalos encajados, cuya amplitud
tiende a cero, en los que existen valores para los que f(z) > k.

Segun el postulado de Cantor, existe un valor o, comin a todos los intervalos, para
el que es posible encontrar un entorno en el que |f(z) — f(a)| < €, por ser la funcion
continua en o € [a,b]. Pero en este entorno hay valores para los que f(z) >k, lo que
contradice que |f(z) — f(a)| < e. Por tanto, la funcién ha de estar acotada en contra
de lo supuesto al comienzo. O

. D, 1
Ejemplo 5.9 La funcién f(x) = -
T —
intervalo, ya que para valores de x mayores que 3 y arbitrariamente prérimos a él, toma
valores mayores que cualquier numero positivo. Ello es debido a que no es continua

en x = 3. Ver figura 5.6.

, continua en (3,7], no estd acotada en dicho

0 3 7

Figura 5.6
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Ejemplo 5.10 La proposicion reciproca de la anterior, no es cierta. Por ejemplo, la
funcion f(x) = x — E(x), donde E(x) es la ”parte entera de x”, estd acotada en el
intervalo [0,2] y, sin embargo, es discontinua en 1 € [0,2]. Ver figura 5.7.

Figura 5.7

Teorema 5.1 (Weierstrass) Toda funcidn f(z), continua en un intervalo cerrado
[a,b], admite un mdzimo y un minimo en [a,b].

Demostracién. La haremos para el mdzimo. Segin la proposicion anterior, f(x)
estd acotada en [a,b], por ser continua en un intervalo cerrado. Sea k la menor de las
cotas superiores. Si existe xo € [a,b] / f(xo) =k, ya estd demostrado. De no ser ast,
ha de cumplirse que k — f(x) > 0, Vz € [a,b]. Entonces, por la proposicidn anterior,

I e R/ =) < K', por ser g(z) = =@ continua en [a,b]. Por tanto,
1

— <k =k- — k——

) SF RS> g = S <k

de las cotas superiores, en contra de lo supuesto. Hay que rechazar la hipotesis de que

el mdzimo no es alcanzado por la funcion.

lo que indica que k no es la menor

Andalogamente lo demostrariamos para el minimo. O

Proposicién 5.2 Sila funcion f(x) es continua en xo y f(xo) # 0, existe un entorno
de xo en el que la funcion tiene el mismo signo que en el punto xo.

Demostraciéon. Por ser f(x) continua en zo, lim f(z) = f(xo). Siendo f(zo) =
T—xQ

1 >0y tomando e =1 >0, existe un entorno de xo para el que |f(z) — f(zo)| <l. De
aqui se deduce que f(z) — f(xzo) > —1 = f(z) > 0, pues f(zo) =1. O

Teorema 5.2 (Bolzano) Si una funcidn f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b]
y toma valores de signo opuesto en a y en b, la funcion se anula al menos en un punto
interior de [a,b].

Demostraciéon. Se supone que f(a) > 0 y f(b) < 0, sin perder generalidad. Se
a+b . .(a+b

.S f
2
, . .. (a+Db . )

demostrado. De no ser asi, por ejemplo si f(T) < 0, se considera el intervalo
{ a+b
a’

T} , en los extremos del cual la funcidn toma valores de signo opuesto. Se repite

considera el punto medio del intervalo [a, b]:

) =0, el teorema estd

a+b
el proceso, considerando el punto medio de este intervalo: ———2—. Si la funcion se
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anula es este punto, ya estd demostrado. De mo ser asi, se sigue adelante. Segiun el
postulado de Cantor, existe un punto «, perteneciente a todos los intervalos, en el que
la funcidn se anula ya que, de no ser asi, f(x) ha de ser positiva en un entorno de «,
st f(a) >0, o negativa si f(a) < 0, segin la proposicion anterior. Esto contradice el
hecho de que f(z) toma valores de signo opuesto en los extremos de cada intervalo. O

Ejemplo 5.11 La ecuacion cos © — 2x + 1 = 0 tiene, al menos, una solucion en el

m
int l —1.
intervalo {0, 2]

Sol: La funcion f(x) = cos x —2x + 1 es continua en [0, g} por ser suma de

funciones continuas en dicho intervalo. Ademds:

F0)=2>0

f(g):—ﬂ+1<0

Segiin el teorema de Bolzano, existe o € [0, %} / f(a) =0.

5.12 Continuidad uniforme

Recordando la seccién 5.8, dada una funcién f(z), de dominio de definicién D, decimos
que es continua en zg € D < Ve > 0, 35(e,z0) > 0/ |z —zo| < = |f(z)— f(z0)] < €.

En la anterior definicién observamos que el valor de § no depende solamente del
valor tomado para €, sino que depende también del punto en cuestiéon xo. En general,
no serd posible encontrar un unico § para un valor dado de €, ya que § variard al variar
ZXo.

Si imponemos la condicién de que § dependa tnicamente de € en el intervalo (a, b),
estamos estableciendo una condicién mds fuerte que la de simple continuidad en (a, b)
e introducimos el concepto de continuidad uniforme en dicho intervalo.

Definicién 5.26 Dada una funcidn f(z), de dominio D, decimos que es uniforme-
mente continua en (a,b) C D < Ve > 0, 36(e) / V1,22 € (a,b), |z1 — 22| < § =
|f(z1) — flz2)] <e.

Obviamente, si f(z) es uniformemente continua en (a, b), es continua en (a,b). La
afirmacién reciproca, en general, no es cierta. Sin embargo, si f(x) es continua en un
intervalo cerrado [a, b], es uniformemente continua en dicho intervalo (Cantor-Heine).

Ejemplo 5.12 La funcién f(x) = x es uniformemente continua Vx € IR. Se com-
prueba tomando § = €.

. . 1
Ejemplo 5.13 La funcién f(z) =
T —
mente continua en dicho intervalo. Se comprueba tomando valores cada vez mds
proximos a 1.

7 €S continua en (0,1), pero no es uniforme-
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5.13 Infinitésimos

Definicién 5.27 Decimos que la funcién f(x) es un infinitésimo o infinitamente

pequena, cuando x — xo, st lim f(z) =0.
r—xQ

Definicién 5.28 Dos infinitésimos f(x) y g(x) en xo son del mismo orden si se ve-

rifica que lim f(z) =1le R - {0}.

T—x( g(l‘)

Definicién 5.29 Sean f(z) y g(x) infinitésimos en xo. Se dice que f(x) es un infini-

f(z)

tésimo de mayor orden que g(x) si lim ——= =
T—T( g(x)

Definicién 5.30 Dos infinitésimos f(x) y g(z), cuando x — xo, son equivalentes si

lim fz) = 1. Se representa: f(x)~ g(x).

T—x( g(ZC)

Observacién La importancia de la definicidn anterior radica en el hecho siguiente.
Si los infinitésimos f(x) y g(x) son equivalentes, el limite de una expresion en la que
figura f(z) como factor o divisor no se altera al sustituir f(z) por g(x).

Cuando x — 0, son equivalentes los infinitésimos siguientes:

sen TR T
tgr~x
arc sen r X T
arctgxrx ~x
In(l+z)~=+zx
e -1~z
a*—1l=zxz-lna, a>0
T
l—cosxz?
Q1+z)P~1+pz
Vr—1=in/z

Ejercicios resueltos

Hallar el dominio de las siguientes funciones

5.1. f(x \3/2x+ 1

5.2.
fx) =gz

)=

)=
5.3. f(x) = m
5.4. f(x) = V2 +x — x2
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5.5. f(x)—\/—x—i—#
14+x
5.6. f(x)=1In 1+x
1—x

5.7. f(x) =1In (x* - 9)

5.8. f(x) = /2 — |x].

Resolucion.

1. Dom f(xz) = IR. La raiz existe para todo valor de € IR, por ser una raiz
ctbica.

2. La funcién no existe para los valores de & que anulan el denominador: 9 — z? =
0=2=23= Dom f(z) =R - {-3,3}.

3. El radicando ha de ser mayor o igual que cero para que exista la raiz cuadrada:
22 —4>0=2>>4= 2 (—00,—2]U[2,00) = Dom f(z) = (—o0, —2] U[2,00).

4. Del mismo modo, 2+ 2 —2> > 0= 2-2)(1+2) > 0=z € [-1,2] =
Dom f(z) =1[-1,2].

5. El radicando de la primera raiz ha de ser mayor o igual que cero y el de la
segunda mayor estrictamente que cero, por estar en el denominador. Por tanto: z < 0
yl+42>0=>2z<0yz>-1=2z¢c(-1,00 = Dom f(z)=(-1,0].

+x

1
6. Puesto que los ntimeros negativos carecen de logaritmo, > 0. Caben dos

-z
posibilidades:

1+2>0 > -1
} v <l }:>me(—1,1)

1+z<0 < -1
}:> o> 1 }:>m€@
Por tanto, Dom f(z) = (—1,1).

7. 2°-9>0=2>>9= 2 € (—00,—-3) U (3,00). Por tanto, Dom f(z) =
(7007 73) U (3500)

8.2—|z|>0=|z]|<2=-2<z<2= Dom f(z) =[-2,2].
5.9. Dada la funcién f(x + 1) = x> — 3x + 1, hallar f(x — 1).
Resolucién. Hacemos x +1 =y y resulta

F) =@ -1 -3y -1 +1=y"—5y+5

Por tanto, f(z — 1) = (x — 1) = 5(x — 1) + 5= 2? — Tz + 11.

5.10. Hallar las funciones inversas de

2) £(x) = 5o
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b) f(x) =4+ In(x — 3)

Resolucién. a)y:iégy,xyzgix:2y—3$f71(x):2m—3'
2—x y p

b)y=4+In(z—-3)=>y—4=In(z-3)=>z-3=e"*"22=34+e""*=>
fFHz) =3+

5.11. Expresar y como funcién de x, siendo
a)y=2z>+1,z=x+2

b) y =z + 1, z = sen®x.

Resolucién. a) y =22 +1= (2 +2)> +1 =22 +4x +5
b) y = vz + 1= +sen2z + 1.

5 /e 11
5.12. Calcular lim 17X+1
x—=01—+/x+1

. . . 0 g
Resolucién. Es indeterminado, de la forma —. Hacemos el cambio z + 1 = ¢1°,

donde 10 es el m.c.m. de los indices de las raices, resultando

lim 17t2_hm (1+)(1—1¢) N 1+t 2
t>1 1—t5 o1 (-t + B3 +12+t+1) =1 tA4+3+t24+¢t+1 5

ya que si x — 0, entonces t — 1, puesto que x + 1 = 10,

5.13. Calcular lim @, a,b € IN.
x—1 \b/)? —1

Resolucién. Hacemos el cambio 2 = 2%, z — 1, ya que ¢ — 1

21 (= DET RS2 1) b
lim = lim = =
z—129—1 =1 (z—1)(z¢ 142024+ .. 4+24+1) a

1-—
5.14. Calcular lim ﬂ.
x—0 arcsen 3x2

Resolucién. Es indeterminado, de la forma o Sustituimos infinitésimos equiva-

lentes
2
1—cosx ozt /2 1
lim 7 = lim > = =
z—0 arcsen 3z z—0 3T 6
x3 - sen x

5.15. Calcular ili)l}) m.
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Resolucion. Es de la forma o Sustituimos infinitésimos equivalentes

. 2 .senw .1t
lim —— = lim —5— =4
z—0 (1 — cos x) z—0 (x )2
2

5.16. Calcular lim M

X
x—0 x-tgz-cosx

Resoluciéon. Es de la forma o Sustituimos infinitésimos equivalentes

sen? 3—x ~ (3—36)2
2 T\ 2

y teniendo en cuenta que

1—cos x =2 sen® g
tenemos )
sen (2-sen2 —) sen [2 (373:) ]
lim = = lim = =
=0 g.tg = -cosw =0 @7 cosT
sen 277 92%
= lim 2 —lim 2~ =18
z—0 I z—0 I
cos T 1

ya que lim cos x = 1.
z—0

In (1 +x)-arctg g

5.17. Calcular il_r)n < (T ta™)

. 0 .
Resolucion. Es de la forma o Teniendo en cuenta que

1+ thx = sec’x

y que
In(l+zx)~=z
tenemos
z- L 2
lim —2— = lim %% _¢
z—0 T - Sec2T  z—0 2
ya que lim cos’z = 1.
x—0
3x — 3
5.18. Calcular lim (sen 3x — sen x)

x—0 (1—cos 3x) In (1 +x)
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Resolucién. Usamos las férmulas de transformacién de suma de dngulos en pro-

ducto y las del angulo mitad

sen 3r — sen r = 2 sen T cos 2x

1—005323:2561123?1;

y tenemos

. (2 sen x cos 2x)* . 82 cos®2x
lim = lim =
*=0 9 gen? 3z T 0 LAY
2 2) "
lim 8 _ 16
o z—0 93:‘3 9
2

5.19. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) =< 3six=1 en

x> +1six<1
Xx+1six>1
el punto x = 1.
Resolucion.
a) f(1) =3
b) 1 =1 14+h)=1 1+h)+1=2
) lim f(z) = lim f(1+h) = lim (1+h) +

lim f(z) = lim f(1—h) = lim (1-h)+1=2

li
r—1" h—0

Figura 5.8

c) lim1 f(x) = 2, ya que lim+ f(z) = lim f(x). Dicho limite no coincide con
T— z—1 z—1—

f(1) = 3 y la funcién presenta una discontinuidad evitable en = = 1.

5.20. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = E(x) (parte entera de
x), para los valores enteros de x.
Resolucién.
1) f(a) =a, a € Z.
2) li = li h)=lim F h) = a.
) lim f(z) = lim f(a+h) = lim E(a+h) =a
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lim f(x):%%f(a—h)Z%LH%JE(a—h)za—l.

r—a—

En los valores enteros presenta una discontinuidad de salto igual a 1.

&—O

Figura 5.9

5.21. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = x — E(x), para los
valores enteros de x.

Resolucién. (ver figura 5.7)
1) fla)=a—E(a)=a—a=0, a € Z.
)xilg_f(x) hli%f(a—i—h) h:nloa+h (a+h)=a—-a=0

lim f(z)=1lim f(a—h)=lima—h—FE(a—h)=a—(a—1)=1.
z—a— h—0 h—0
En los valores enteros presenta una discontinuidad de salto igual a —1.

5.22. Estudiar la continuidad en x = 2 de la funcién

2

x“ —4
si 2
f(x) = x—2 x 7
asix=2

2

Resolucién. lim2 v o4 lim2 (x+2)=4
r—2 T — r—

Es continua en x = 2 si a = 4. Si a # 4, presenta una discontinuidad evitable.

Figura 5.10

. - . o Six#0
5.23. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = x|
0six=0
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Resolucién.
1) £(0) = 0.
. . . 0+h . h
2) 1 =1 h)=1 = — =1
) o0 @) [y FO+h) s |0+ h| o b
0—nh —h
li =1 0—~h)=Ilim —— = — =—1.
i /(@) hlg})f( ) ho |0 — A oo h
1 2
Figura 5.11
No tiene limite en x = 0. No es continua en dicho punto.
‘s x+1 . . .
5.24. La funcién f(x) = = 7 no estd definida en x = —1. ;Cuil debe
x2
ser el valor de f(—1) para que sea continua en ese punto?
Resolucién.
lim ﬁC—’_l—lim LN 1
1—071.1,‘2—1 _zﬁflx—l - 2
Por tanto, f(—1) ha de ser igual a _71
1
5.25. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = ——— en x = 0. Es-

1+ 3%
tudiar su comportamiento en el infinito.

Resolucién. No estd definida en z = 0.

1 1
Jm, f(@) = lim f0+h) = lim == = 2 =0
g . . 1
lim f(z)= }lllrr%)f(()fh) = lim =1

hﬁ01+3%’1 1+i
oo

x—0—

Presenta una discontinuidad de salto -1 en x = 0.

En el infinito

. 1 1
Jm @) =157 =3
lim f(z) = 1 - =
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Figura 5.12
1
5.26. Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = X"EX) y construir
su grafica.
Resolucién. Dom f(z) =R —{z / z € Z}
1
st —1<xz<0
z+1
1
f(z) = P 0<z<1
st 1<z <2
T —
-2 -1 0 1 2
Figura 5.13
Es discontinua para los valores enteros de x
lim f(z) = lim f(a+ h) = lim 1 00
s—at TR0 T hsoat+h—E(a+h) 0
lim f(z) = lim f(a—h) = lim L -
z—a— © h—0 hs0a—h—FE(@-h) a—(a—1)
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ex six #0
5.27. Estudiar la continuidad en x=0 de f(x) =
0six=0
Resolucién.
1) £(0) = 0.
1
2) L =1l 0+h)=1 R = o0.
) lim f(z) = lim f(0+h) = lim e* = oo
1 1
S S = iy JO= 0 = e =
Presenta una discontinuidad esencial en x = 0.
R I
‘EO
Figura 5.14
- 3 tg x si x # g
5.28. Seaf : {77 —} — IR la funcién f(x) = , que verifica
4 4 1six=_~
T 3 . ™ 37T
f(Z) =1>0yf Z) = —1 < 0. Sin embargo, se cumple que f(x) # 0, Vx € [Z, I} .

;{Contradice este hecho el teorema de Bolzano?.

3
Resolucién. No, ya que f(x) no es continua en el punto g S [%, Zﬂ} .

5.29. Verificar que la ecuacién x-3* — 1 = 0 tiene al menos una raiz en

el intervalo [0, 1].

Resolucién. La funcién f(z) = z - 3% — 1 es continua en el intervalo [0, 1] por ser
combinacién de funciones elementales continuas. Ademéds

f(0)=-1<0, f(1)=2>0
Por tanto, segiin el teorema de Bolzano, existe o € (0, 1) tal que f(a) = 0.

5.30. Demostrar que la ecuacién x =a-sen x+ b, 0 <a <1, b > 0, tiene,
al menos, una raiz positiva menor o igual que a + b.

Resolucién. La funcién f(z) =z — a - sen z — b es continua por ser continuas las
funciones que la componen. Ademds, f(0) = —b < 0, ya que b > 0.
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Por otra parte, f(a +b) = (a+b) —a-sen (a+b)—b=a—a-sen (a+0b) =
a-[1—sen (a+b)]>0,yaque —1<sen (a+b)<1lya>0.

Por lo tanto, ha de existir una raiz real positiva menor que a + b.

Si sen (a+b) =1, fla+b) =0.

250
5.31. Demostrar que la ecuacién x*?* + —— ="~ — 300 tiene, al
1 T 25 + cos x + x2 ’
menos, una raiz real positiva.

2
123 ﬁ — 300 es continua en todo

IR por ser suma de funciones continuas, y ademés 25 + cos = + x> # 0, Vz € IR.
Por otra parte

Resolucién. La funcién f(z) = x

250

=14 ———-300<0
) +25+cosl+1 <
yva que —1 < cos x < 1.
Para z =2 950
2)=2" 4 T _300>0
o) +25+co,92+4 >

Segun el teorema de Bolzano, ha de existir una raiz en el intervalo (1,2).

5.32. Comprobar que la ecuacién x® — 2x — 5 = 0 tiene una raiz en el
intervalo (2,3) y aproximar dicha raiz con un error menor que 10~ 2.

Resolucién. La funcién f(z) = 2® —2x —5 es continua en todo Ry f(2) = —1 < 0,
f(3) =16 > 0. Segun el teorema de Bolzano, ha de tener una raiz en el intervalo
(2,3).

Para hallar dicha raiz, se considera el punto medio del intervalo (2, 3) y se observa
el signo de f(x) en ese punto

f(2.5) =25% —5—-5=15.625>0

Como f(2) <0y f(2.5) > 0, en el intervalo (2,2.5) ha de existir una raiz de f(z),
segun el teorema de Bolzano.

Reiterando este procedimiento y tomando siempre intervalos en los que f(x) tiene
signos opuestos en los extremos, se acorta la longitud de los intervalos y se obtiene
una mayor aproximacién de la rafz de f(x). Asi se llega a obtener el intervalo
(2.09375,2.109), y el punto medio @ = 2.101375 sera la raiz buscada, con un error
menor que 1072, puesto que la distancia de « a los extremos del intervalo es menor
que 1072,

Ejercicios propuestos
Hallar el dominio de definicién de las funciones siguientes

533 f(x) = /x—1 534 f(x) = 4_71)(2

5.35. f(x) =vx2—-2 5.36. f(x) =v1—x2
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1 2+x
5.37. f =+ 5.38. f =1
(0 = VR F e (x) = log 21—

5.39. f(x) =1 ) 5.40. f(x) = arcsen log =

o8 10
5.41. f(x) = Se\r

(x? -4

x 5.42. f(x) = \/log (tg x)

n Tx U - g ('8
— X

1-—[x|

5.43. f(x) = /%] 5.44. f(x) = vsen x — 1
5.45. £(x) = \/ 5.46. £(x) = ——

VA

5.47. f(x) = arcsen v/2x

5.48. Construir las graficas de las funciones siguientes
a) £(x) = logax  b) f(x) =logyx ¢) f(x)=2% d) f(x) = (%) .

5.49. Construir la gréfica de las funciones

a) f(x) = /x—E(x) b) f(x)=E(x)++y/x—E(x) c¢) f(x)={x}, siendo {x}

= distancia al entero méas préximo.
5.50. Hallar f(x + 1) dada la funcién f(g) =3x% —2x+5.

5.51. Hallar las funciones inversas de
a) f(x) = 3-arccos x?, b) f(x) =4 -sen 5x.

Expresar y como funcién de z, siendo
5.52. y=2x%, x=3z+2
5.53. y=+v4x—2,x=¢€', t=Inz

5.54. Siendo f(x) = XLH y g(x) =x? — 5, hallar: a) fog b) gof.

5.55. Expresar el area de un trapecio isésceles, de bases a y b, en funcién
del angulo x de la base a. Construir la grafica de la funcién para a=2y
b=1.

x+1
2 _ -3
5.56. Calcular lim ( X x)

X— 00 x2 -1

x

5.57. Hallar n para que lim (x+n )E = 6.
X

X— 00

5.58. Estudiar la continuidad, para los valores enteros de x, de la funcién
f(x) = E(x) + v/x — E(x).
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5.59. Estudiar la continuidad de la funcién f(x)

1

EEETTES

5.60. Estudiar la continuidad y representar gréaficamente la funcion:

f(x) = e% .six>0
0six<0

Estudiar su comportamiento en el infinito.
5.61. Estudiar la continuidad de la funcién
1
2x-3 — 1
fx) =
2%x=3 +1

Estudiar su comportamiento en el infinito.

5.62. Estudiar la continuidad de la funcién

1
1—el—x’

f(x) =

5.63. Estudiar la continuidad de la funcién

1
f(x) = ———.
1+el—x

5.64. Estudiar la continuidad de la funcién

1
fx)=x- =.
(x) =x-sen <

5.65. Encontrar una funcién f(x) discontinua en todos los puntos de su
dominio y que, sin embargo, |[f(x)| sea continua en todos ellos.

5.66. Hallar n para que sea continua la funcién

e*—-1six<0
f(x)_{ n+xsix>0

5.67. Estudiar la continuidad de la funcién
x?sixel
f(x)_{ 1sixeQ

. 23
5.68. Demostrar que la ecuacion x“° —

una raiz real.

54

x2 —sen x + 2

= 50 tiene, al menos,

5.69. Hallar una raiz real de la ecuacién x® — 3x +3 =0, con un error
menor que 1071,



Capitulo 6

Derivada de una funcion

El concepto de derivada surgié en el siglo XVII con el problema de hallar la tangente
a una funcién en uno de sus puntos y fue desarrollado por Newton y Leibnitz a partir
de las ideas de Fermat.

6.1 Concepto de derivada

Sea la funcién f(z), definida en D C IR. Sea el punto x € D en el que deseamos
hallar la ecuacién de la recta tangente a la funcién f(z). Para ello serd preciso hallar
la pendiente de dicha recta tangente.

Sea A(z, f(x)) el punto en cuestién. Consideremos un punto B, préximo a A,
B(xz + h, f(x + h)), la pendiente de la cuerda AB serd (ver figura 6.1)

flz+h) - f(z)
h

m cuerda = tg o =

E B(x+h, f(x+h))

Figura 6.1

Pero lo que deseamos es hallar la pendiente de la recta tangente en el punto A.
Si h — 0, el punto B tiende a confundirse con el punto A, y la cuerda AB tiende a
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confundirse con la tangente en A. Por tanto

™M tangente = }LII’I}) —f(:C * hf)L — f(x)

Si existe, el limite anterior recibe el nombre de derivada de f(z) en el punto x € D
dy

y lo representamos f’(x) o también F
x

Ejemplo 6.1 Sea la funcién f(x) = z*. Se desea hallar la ecuacién de la recta

tangente en x = 1.
La derivada de f(z) es
_ 2 _ 2
Hat )= f(a) _ y,, (o=

! — 1.
fe) = e
2
= lim Zhth _ lim (22 + h) =2z

h—0 R0

Para z =1, m tangente = f/(1) =2-1=2.
Por tanto, la ecuacion de la recta tangente serd

y—1=2(xzx—-1)

Y B
21
14,

2 -1 12
Figura 6.2

Ejemplo 6.2 Hallar la ecuacién de la recta tangente a la funcion f(x) = — en el
x

punto de abscisa r = —1.
La derivada de la funcion es
1 1
oy J@tR)—f@) x4 h a
fiz)= }ng%) h = ’lllil}) 3 =
—h

. 2 h -1 1

= lim L T2h _ B S

ey h o z2 + xh 2

La derivada en x = —1 es igual a f'(—1) = —1.

Por dltimo, la ecuacion de la recta tangente en (—1,—1) esy+ 1= —(z + 1).
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El célculo de la derivada de una funcién mediante la definicién (como hicimos en los
dos ejemplos anteriores) es largo y dificultoso. A continuacién vamos a construir una
tabla de derivadas que permita hacer dicha operacién de un modo sencillo y rapido.

6.2 Derivada de una funcion constante
Si f(x) =k, con k € IR, su derivada es igual a

vy J@th) = fl@) . k—k
(@) = Jim h = jim =5 =0

6.3 Derivada de la funcién f(x) = x"

St h) = f@) @)=

f'() = lim lim - -
o G e (O =
h—0 h

= lim K")x"‘l + (”)x”—Q R4+ (")h"‘l} N
h—0 1 2 n

6.4 Derivada de la suma de dos funciones

Dadas las funciones f(z) y g(z), la derivada de su suma es

flet+h) - f(x) +g(z+h) - g(x)

=R h -
o flth)—f@) . gl@th)—glx) ., ,
= lim S o lim S = () + ¢ ()

La derivada de la suma de dos funciones f(z) y g(x) es igual a la suma de las
derivadas respectivas f'(z) y ¢'(z).

6.5 Derivada del producto de dos funciones
Dadas las funciones f(z) y g(z), la derivada de su producto es

o) — tim FDEED = (F0)) o flth) gla+h) = f(z) o)

h—0 h h—0 h
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Sumamos y restamos la expresion f(z + h) - g(z)

fo L@ R) gl ) — St h) - g(e) + S+ h) g(@) ~ f(@)  g()
h—0 h

=f(@) g (@) + f'(2) - g(x)

6.6 Derivada de k- f(x)

Es igual a k- f'(x), consecuencia inmediata de la derivada de un producto.

1
6.7 Derivada de
g(x)
Si representamos la funcién g(z) por g, tenemos que
! / /
g.l:l:}g.(l) +g’.1:():>(1>:_972
g g g g g

6.8 Derivada del cociente de dos funciones

Si utilizamos el resultado anterior

fer3 6

)’:f,.}Jrf.—g’zﬂ_f-g’:f/g—fg’
g g? g g? g2

6.9 Derivada de ™

U =D =F1+1r=21
LY== f+ =20+ P =3
Y =) =2 P =22ff P =47f
En general, la derivada de f™ serd n - f*7Lf".
Demostracién (por induccién). Suponemos que es cierto para n = k: (f*) =

E-f*71. f' y tenemos que demostrarla para n = k + 1:

Y =0 = f+ =G f = k)
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6.10 Derivada de las funciones hiperbdlicas

;o e —e %N/ _ % +e % _
(shx) = ( 5 ) = ) =chzx
, _ el‘ + e—l ! _ 61) . e—fL‘ _

(ch x)" = ( 5 ) = ) =shzx

Del mismo modo se procederia con distintas funciones hasta completar la siguiente
tabla de derivadas con la que podremos derivar con comodidad.

(sen f) = f'-cos f (In ) :fT/

(cos f) = —f"-sen f (logaf) = %

(to 1) = L7 (@) = f'-af -Ina

(Y =f ¢ (arcsen f) = S
i

(arccos f) = e (arctgf) = I

Vi hp
(th ) = Chl% (cth z) = 522133 ( #0)

6.11 Regla de la cadena

Sies y = f(u), siendo u = g(z), es decir y = f[g(z)], la derivada de “y” con respecto
a “x”, @, es igual a
dx

dy dy du

dr  du dx
Ejemplo 6.3 Sean y = 2u? —2 y u = 3z + 1. Aplicando la regla anterior

dy dy du
S80S gy 3 =123z + 1) = 362 + 12
dr du dx “ (3z+1) T
Podemos hacer una comprobacion escribiendo y en funcidn de x y derivando a

continuacion d
y=2Br+1)>-2= ﬁ = 36z + 12

6.12 Derivacién implicita

Si la relacién entre las variables “x” e “y” viene dada por una funcién en la que la
variable “y” no estd despejada, decimos que la funcién es implicita. Por ejemplo,
3z%y — 6zy® +7=0.
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Suele ocurrir que no interesa o no es posible, despejar “y” para obtenerla como

funcién explicita de “x”. En este caso, derivamos término a término, considerando

“y” como funcién de “x”.

Ejemplo 6.4 Dada la funcidn anterior 3zy— 6xy> +7 =0, si derivamos implicita-
mente
6xy + szy' — 6y3 — 18xy2y' =0

6.13 Derivadas laterales

Definicién 6.1 Definimos las derivadas laterales de f(z) (o derivadas a derecha e
izquierda) del punto x = a, como los limites respectivos

fQ(a):,{gw y f’,(a):}%%)};f(a)
donde h > 0.

La condicién necesaria y suficiente para la existencia de la derivada f’(a) es que
fi(a) = f'(a) y entonces decimos que la funcién f(z) es derivable en z = a.

Ejemplo 6.5 Hallar las derivadas laterales en x = 0 de la funcion

f(x)—{ 22 sixz>0

xsixz<O0

Las derivadas laterales son

yon o f0+h)—f0O) . (0+h)’—0 _
T

! . —h)— . —h)—
f_(O):%%mi—)}Lm:%%%zl

En la grdfica podemos observar que, a la derecha de x = 0, la semirrecta tangente es
horizontal y la derivada (pendiente de dicha semirrecta) es igual a cero. A la izquierda,
el dngulo de la semirrecta tangente con el eje OX es de 45° y, por tanto, la derivada
es igual a 1 (tg 45°=1). La funcién no es derivable en x =0, ya que no coinciden las
derivadas a derecha e izquierda en dicho punto.

2 -1 1 2

Figura 6.3
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Ejemplo 6.6 Hallar las derivadas laterales en © = 0 de la funcidn f(z) = |z|.

fi(O):%i%w:g%W:1
' i —h) - . —hl—
g0 = i SO = i BR=2 -

2 1 |01 2

Figura 6.4

Por tanto, en un punto ”anguloso” falla la derivabilidad de una funcién, al no
coincidir las rectas tangentes a derecha e izquierda.

6.14 Relacion entre derivabilidad y continuidad

Proposicién 6.1 Sila funcion f : D — IR es derivable en el punto a € D, es continua
en dicho punto.

Demostracion. Consideramos el siguiente limite

lim [f(aJrh)ff(a)] — lim [w-h — f(a)- lim h =

h—0 h h—0
= /(@) -0=0= lim f(a+h) = f(a)
que es la condicidn para que f(x) sea continua en x =a. O

En general, la proposicién reciproca no es cierta, como se puede apreciar en la
funcién f(z) = |z|, continua y no derivable en z = 0.

La proposicién anterior y su contrarreciproca (f(z) no es continuaen z = a = f(z)
no es derivable en © = a) van a resultar de gran utilidad en la practica, a la hora de
estudiar la derivabilidad y continuidad de una funcién en un punto.

Ejemplo 6.7 Estudiar, en el punto x = 0, la derivabilidad y continuidad de la funcion

2?+1siz>0
f(a:)—{ 1stx<0
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Las derivadas laterales son

fO4+n)—f0O) .. (O+h)?+1-1 h?

F10) = Jimy T = i fim 7 = fim b
0—h)— f(0) . -1
! =1 I =1 =
F(0) = Jim S Jim, =0
La funcion es derivable en x = 0. Por la proposicion anterior, la funcion es

continua en dicho punto.

6.15 Diferencial de una funcién

Definicién 6.2 Sea y = f(x) una funcidn derivable en un punto x = a. Llamamos
diferencial dy de la funcién en dicho punto al producto f'(a) - dx, siendo dx el incre-
mento de la variable x. Esto es

En la figura 6.5, vemos que la pendiente de la recta tangente a la funcién en el
punto x = a es igual a

dx

0 a

Figura 6.5

Cuando dz tiende a cero, CD ~ CB = dy = f'(a) - dz, pues la recta tangente tien-
de a confundirse con la funcién, siendo dy el incremento que experimenta la variable
dependiente para un pequeno incremento dx de la variable independiente x.

Ejemplo 6.8 El radio de un circulo es igual a 10 cm. ;Qué variacion experimenta
su superficie cuando dicho radio aumenta en 2 mm.?

La superficie S es funcidn del radio r: S =7 - 1. La diferencial es

dS = 2mr - dr
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Sir =10 cm. y dr =2 mm. = 0.2 cm., tenemos que
dS =2m.10.0.2 =47 = 12.56 cm®
Es facil de comprobar restando las superficies
7 (10.2)° — - 10> = 12.68 em?.

FEste ltimo es el valor exacto, 12.68 ¢m?, mientras que el anteriormente obtenido,
12.56 em?, es el valor aprozimado utilizando la diferencial, esto es, la recta tangente
en lugar de la funcion.

6.16 Teoremas sobre derivabilidad

Teorema 6.1 (Rolle). Sea f: I — IR una funcidn continua en un intervalo cerrado
[a,b] y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), existe al menos un punto o € (a,b) tal que
f'(a) =0.
Demostracién. Si f(x) es constante, su derivada es cero, y el teorema es evidente.
Si f(z) no es constante, tomard valores mayores que f(a), menores que f(a) o ambas
cosas. Si toma valores mayores que f(a), alcanzard su mdzimo k al menos una vez
en el intervalo (a,b) (Weierstrass). Sea a € (a,b) tal que f(a)) = k. Las derivadas a
derecha e izquierda en «
/ . f(a + h) — f(a) ! .
= 1 e _ = 1
fi(a) = tim =IO () = im
Puesto que en x = « la funcion alcanza un mdzimo, si h tiende a cero, f(a+h)—
fl@) 0= fi(a) <0.
Razonando de igual modo, f. (o) > 0. Al ser la funcidn derivable en el punto

€ (a,0), fi(e) = fL(a) = f'(a) =0. O

Ejemplo 6.9 La funcién f(z) = {/(x — 1) toma en los extremos del intervalo [0, 2]
el mismo valor, f(0) = f(2) = 1. Sin embargo, no es aplicable el teorema de Rolle, ya

que f'(z) = 301

no existe en 1 € [0, 2].

Ejemplo 6.10 La funcién f(z) = |x| no verifica las hipdtesis del teorema de Rolle en
el intervalo [—1,1] ya que, a pesar de ser continua en dicho intervalo y f(—1) = f(1),
no es derivable en x = 0, como se vié con anterioridad.

La razén por la que en el teorema de Rolle se impone que f(z) ha de ser continua
en [a,b], en lugar de (a,b), podemos verla en el siguiente ejemplo.

™
lsiz=—2
st x 3
. - .om T
Ejemplo 6.11 Sea la funcidn f(x) = tg x si — 3 <z < 3

™
lsiz=—
ST T B
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Es continua y deriwable en (—7/2,7/2) y f(—7/2) = f(x/2). Sin embargo, no
existe ningin punto o € (—7n/2,7/2) tal que f'(a) = 1/cos’a = 0, ya que no es
continua en el intervalo cerrado [—m /2,7 /2], aunque si lo es en (—w/2,7/2).

Figura 6.6

Teorema 6.2 (del valor medio de Cauchy) Si las funciones f(z) y g(x) son continuas
en [a,b] y derivables en (a,b), existe al menos un o € (a,b) tal que

Demostracion. Consideramos la funcion

f@) g@) 1
F(x)—‘f(b) o) 1 |=
fla) gla) 1

= [9(b) — g(a)] f(z) = [f(b) — f(a)] g(z) + f(b) g(a) — f(a) g(b)

La funcién F(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) por ser combinacién
lineal de las funciones f(x) y g(z), continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Ademds,
F(a) = F(b) = 0. Por tanto, segun el teorema de Rolle, eziste o € (a,b) tal que
F'(a) = 0. Derivando:
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Ejemplo 6.12 Sean f(x) = 6z — 2 y g(x) = 2° + 5, continuas en [0,1] y derivables
en (0,1). Aplicamos el teorema anterior
fM—fO) _ fe)  4—-(=2) 6 1

g0 —g0) gla)  6-5 2a “T2

Teorema 6.3 (del valor medio de Lagrange o de los incrementos finitos) Si f(x) es
continua en [a,b] y derivable en (a,b), existe al menos un punto « € (a,b) tal que

f) = fla) _ o
)=S0 _ fr(a),
Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema anterior, si tomamos g(x) =
x, ya que g(a) = a, g(b) =by ¢'(z) = 1. O

Es posible dar una sencilla interpretacién geométrica del anterior teorema si obser-
vamos que el primer miembro es la pendiente de la cuerda que une los puntos A y B
y que el segundo miembro es la pendiente de la recta tangente en x = «. El teorema
viene a decir que existe un punto « en el que la recta tangente es paralela a la cuerda
AB (ver figura 6.7).

Figura 6.7

Teorema 6.4 (L’Hopital) Sean las funciones f(x) y g(x), derivables en un entorno
del punto xo y tales que sus derivadas no se anulan simultdneamente en ningin punto
de dicho entorno, salvo en xo. Si ambas tienden simultdneamente a cero (o a infinito)
cuando x tiende a xo, se verifica que

@ f@
xllgclo g(x) - xlgrxlo g' ()

Demostracion. Vamos a hacerla para el caso de que ambas tiendan a cero si-
multdneamente. Segin el teorema del valor medio de Cauchy 3o € (w0, ) tal que

fl@) _ f@) = fl@o) _ f(@)

glx)  g(z) —g(xo) g'(a)

Puesto que a estd entre xo y x, a« — o cuando x — o, resulta que

m M = lim f'(x)

ez g(x)  w—wo g'(x)’
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Ejemplo 6.13

. e
lim =lim " =¢ =1
x—0 x—0
Ejemplo 6.14
. xT-sen T . senr+xT-cosT . 2-cosxT—1x-8en T
lm ———— = lim —————— = lim =2
z—01—cosx -0 sen T 20 cos x

6.17 Crecimiento y decrecimiento

Podemos estudiar el crecimiento (capitulo 5) de una funcién derivable de un modo
sencillo mediante la derivada. Si f'(zo) > 0, la funcién es creciente en xo puesto que
f'(x0) es la pendiente m de la tangente a la funcién en dicho punto (m = tg ). Como
la pendiente es positiva, el dngulo «, que forma la recta tangente con el eje OX, es
0<ac< g y, por tanto, f(z) es creciente en zo. Andlogamente, si f'(zo) < 0, la

funcién es decreciente en zg.

Figura 6.8

Teorema 6.5 Sea f(z) derivable en (a,b). La funcion f(z) es creciente en (a,b) <
f'(x) >0 Vz € (a,b). De modo andlogo, la funcidn f(x) es decreciente en (a,b) <
f'(x) <0 Vx € (a,b).

Teorema 6.6 Sea f(x) derivable en (a,b). Si f'(x) > 0 Vz € (a,b) = f(x) es
estrictamente creciente en (a,b). De modo andlogo, f'(x) <0 Vz € (a,b) = f(x) es
estrictamente decreciente en (a,b).

En general, el reciproco no es cierto.

6.18 Maximos y minimos

Al igual que el estudio del crecimiento y decrecimiento, la bisqueda de méximos y mi-
nimos (capitulo 5) de una funcién derivable podemos realizarlo mediante la derivada.

Si en un punto xg se verifica que f'(zo) = 0, la tangente a f(z) es horizontal en
dicho punto. Para averiguar si en z( la funcién presenta un méaximo o un minimo, se
calcula f"'(zo): si f”(z0) < 0, en zo hay un mdximo; si f”’(zo) > 0, en zo hay un
minimo. Pero el problema se plantea cuando en xo se anulan la primera y segunda
derivadas simultdneamente. En general



6.19. Concavidad y convexidad 123

Teorema 6.7 Sea f(x) derivable n veces en o y f'(x0) = f(x0) = ... = f" " (z0) =
0, f(z0) # 0. Entonces, sin es pary f"(x0) < 0, la funcidn presenta un mdzimo
en zo. Sin es pary f (zo) > 0, la funcidn presenta un minimo en xg.

6.19 Concavidad y convexidad

Definicién 6.3 Decimos que la funcidn f(x) es céncava en el intervalo (a,b) siVx1,z2 €
(a,b) el segmento rectilineo que une los puntos (x1, f(x1)) y (z2, f(z2)) queda por
encima de la grdfica de f(x).

Figura 6.9. Funcién céncava.

De modo andlogo se define funcién convexa (algunos autores intercambian las
definiciones de céncava y convexa).

Figura 6.10. Funcién convexa.

Si f(z) es céncava en un intervalo (a,b) y si z1,z2 € (a,b) / #1 < z2 = f'(z1) <
f'(z2), suponiendo que f(z) es derivable en (a,b). Esto es, el d4ngulo que forma la
recta tangente en 1 es menor que en z2, debido a la concavidad de f(z).

Si f”(x) > 0 en (a,b), f'(x) es estrictamente creciente en (a,b) y f(z) es céncava.

Del mismo modo, si f/(x) < 0 en (a,b), f'(x) es estrictamente decreciente en (a, b)
y f(x) es convexa.
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6.20 Puntos de inflexion

Decimos que la funcién f(z) presenta un punto de inflexién en xg si en dicho punto la
funcién cambia de convexa a céncava o viceversa.

La condicién necesaria para la existencia de inflexién en un punto xo es que
f"(x0) = 0. Sin embargo, no es condicién suficiente. Por ejemplo, la funcién f(z) = z*
verifica f"(0) = 0 y no presenta inflexién en z = 0. La condicién suficiente la da el
siguiente teorema.

Teorema 6.8 Sea f(x) derivable n veces en xo y f'(x0) = £ (x0) = ... = f" " (z0) =
0, f(”(aro) # 0. Entonces, sin es impar, f(x) presenta un punto de inflexién en xo.

Ejemplo 6.15 Sea f(x) = x*. Haciendo f'(z) = 32> = 0 = = = 0. La segunda
derwada: f"(x) = 6z = f”(0) = 0. La tercera derivada: f"'(z) =6 # 0. Por tanto,
en x = 0 presenta un punto de inflexion.

Ejemplo 6.16 Sea f(z) = z*. La derivada: f'(z) = 42> =0 = z = 0. La segunda
derivada: f"(x) = 122% = f”(0) = 0. Se acude a la tercera derivada: f"'(x) = 24z =
f(0) = 0. Por dltimo, la cuarta derwada: f7V(x) =24 > 0. La funcién presenta un
minimo en x = 0.

6.21 Representacion grafica de y = f(x)

El estudio y representacién gréfica de una funcién explicita y = f(z) se suele realizar
siguiendo este orden:

1. Se determina su dominio de definicién o campo de existencia.
2. Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

3. Simetrias. Si la funcién es simétrica respecto al eje OY, entonces se verifica
que f(z) = f(—=x), como se aprecia en la figura. Entonces, f(x) recibe el nombre de
funcién par (figura 6.11).

-X o X

Figura 6.11

Si la funcidén presenta simetria respecto al origen de coordenadas, entonces f(z) =
—f(—=z) y recibe el nombre de funcién impar (figura 6.12).
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-X

Figura 6.12

. Crecimiento y decrecimiento.
. Méximos y minimos.

. Concavidad y convexidad.

= o oo

. Puntos de inflexién.

8. Asintotas. Se definen como las tangentes a la curva en el infinito. Pueden ser
horizontales, verticales y oblicuas.

Las asintotas horizontales tienen por ecuaciéon y = n, siendo
n = lim f(z)
r—00
Las asintotas verticales son de la forma x = n, siendo
lim f(z) = +o0
r—n

Si la funcién f(x) es un cociente irreducible de dos polinomios, las asintotas verti-
cales estan situadas en los ceros del denominador.

Las asintotas oblicuas tienen por ecuacién y = mx + n, siendo

m = lim @ n= lim [f(z)— muz]

va que dividiendo por x los dos miembros de y = mx + n resulta

Y n
L =m+ —
T T
y cuando x — o0
lim = =m
x—o0 T

Despejando n =y — maz
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Ejercicios resueltos

6.1. Hallar y’ en: a) X’y +xy> —y=7 b) 3xy® —y-sen x=0.
Resolucién. a) Derivamos implicitamente

—2xy — y2

2 Wyt 2y —y =0=y =
Ty + oy + Y+ 2eyy —y S v |

. _33
b) 3y + 9212y —y csenx—y-cosz=0=y = L BT T W

9zry? — sen x

6.2. Comprobar que y = x - €* satisface a la ecuacién diferencial
" ! X
y —y —e =0.

Resolucién. Calculamos la primera y segunda derivada de y
y/:ez_"_m.ez; y//:2'61+1"€z
y sustituimos en la ecuacién diferencial

2" +z-€e" —(e"+z-€e")—€e" =0

6.3. Derivar x¥ = y®**" *,

Resoluciéon. Tomamos logaritmos

y-lnx=senx-Iny

y derivamos
y y
Yy lnz+ = =cosx-lny+sen - =
T

y,iasy-cosac-lny—y2

zy-lnx—x-senx

dy d
6.4. Dada la funcién f(x) = €3, comprobar que A
dx dy
Resolucién.
@ _ ez+3
dx
Despejamos z en la funcién
r=Iny—3
Y derivamos x con respecto a y
dx 1 1

(Ty - Yy e +3
Por tanto
@ dx e

de dy  evt+3
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x+2 verificar que d—y dx _
x2 -1’ aue ax dy

6.5. Dada f(x) =

Resolucién. Derivamos y con respecto a «

Derivamos « con respecto a y

2’ (x? — 1) — 222’ (x + 2)

1=
@1y
Despejamos z’
wl B di B (%’2 _ 1)2
Tdy  —x2—4dx—1

Por tanto

dy dr _

de dy

6.6. Hallar la derivada n-sima de las funciones: a) y = cos x

1
b)y=—.
)Y =%

Resolucion. Derivamos sucesivamente

y = —sen
11

Yy’ = —cos x
"

y" = sen x

y'V =cos x

yV = —sen x

n+1
En general 3™ = (fl)nT -sen x si m es impar
(=1)2 - cos = si n es par

b) Derivamos sucesivamente

En general, y" = (—=1)" -
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1

6.7. Hallar la derivada n-sima de la funciéon y = ——————.
x2 — 8x +12

Resolucién. Antes de derivar, es conveniente hacer una descomposicién en frac-
ciones simples

3 1 3 1 __A B _(A+Bz-6A-28
V=P 12 (@-2@-6 -2 2-6  (z-2)(z—6)
_ A+B=0
Entonces, 1 = (A+ B)z — 6A — 2B = _6A—92B — 1 }
. -1 1
Resolvemos el sistema, A = T B = 1
Por tanto, y = . + !
T @ —2) T4z —6)
Derivamos sucesivamente
, 11
Y =4z —22 4z -6
h_ =2 2
Y T 4@ —27 4z —6)°
Jr— 23 23
4(z —2)*  4(z—6)*
En general,
(n _ (_1)ntt, nl [ 1 1
v =0 1 @=2)» " (@—6)nt

6.8. Usando derivacién implicita, hallar la pendiente de la recta tan-
gente a la circunferencia x? + y? — 4x 4 2y — 11 = 0, en el punto de abscisa
x = 2 y ordenada positiva.

Resolucién. La ordenada para x = 2
24> —4.242.y—11=0=1y; =3, y2 = —5.
El punto en cuestién es el (2,3). Derivamos implicitamente
20 +2yy’ —44+2y' =0
Sustituimos el punto (2, 3) en la derivada
224239y =442/ =0=9"=0

La ecuacién de la recta tangente serd

y—3=0x—-2)=y=3

que es una recta paralela al eje de abscisas.
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6.9. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva
x - sen(xy) + 4y> = 16 + x en el punto de abscisa x = 0 y ordenada positiva.

Resolucién. Para =0, 0-sen(0-y) +4y> =16 +0 = y = £2.
Derivamos

sen(zy) + z(y + zy’) - cos(zy) + 8yy’ =1
Sustituimos el punto (0, 2)

1
16y =1=y = —

16
La ecuacién de la recta tangente es y — 2 = 6 (z —0).
La ecuacién de la recta normal es y — 2 = —16(x — 0).

6.10. Hallar la ecuacién de una paribola de la forma y = xZ 4+ bx + ¢ que
sea tangente a la curva y = (x — 1)® en el punto de abscisa x = 1.

Resolucién. Para z = 1, la funcién y = (z — 1)3 toma el valor cero. Por tanto, el
punto de tangencia de ambas curvas es el (1,0), en el que tienen tangente comun.
Las derivadas de ambas funciones en x = 1 son

Y =2z+b=y'(1)=2+b
Y =3@-1)7"=y(1)=0
Igualando, 2+ b=0= b= —-2.

Y como la funcién y = x> + bx + ¢ pasa por el punto (1,0), se ha de verificar que
0=14+b+c¢, conloquec=1.

6.11. Determinar los puntos en los que la curva y =x%+x%2 —6x+1
tiene tangente paralela a la recta y = 2x + 1.

Resolucién. La pendiente de la recta y = 2z — 1 es m = 2. Derivamos la funcién
y = 322+ 22— 6
Dicha derivada ha de ser igual a m = 2

302 4+22—6=2=>131 = -2, 75 =

4 77
Los puntos son (-2,9)y (1, -7
os puntos son ( )y 3 57
6.12. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién y = In _T_ 1’
X

paralelas a la recta x — 4y + 1 =0.

Resolucién. La derivada primera de la funcién

;o 1
Y C2z(z+ 1)
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g

ha de ser igual a la pendiente de la recta z —4y+1 = 0. En forma explicita: y = —+

18

1
La pendiente es m = —. Por tanto

4
1 1 2
- = 9= =1, z=-2
20z + 1) 4§:r +x 0=z , T
Paraz=1,y=1In %:f%ln2

Param:f2,y:ln\/§:%ln2

Las rectas tangentes

1 1
1 1

6.13. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x* en el
punto de abscisa x = 1.

Resolucion.

/

1
yzxmjlny:mlnxj%zlnx—i—x;:>y/=a:x(lnx+1)

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = 1 es
m=1(nl+1)=1

La recta tangente
y—1=1(@x-1)=y==z

6.14. ;Bajo qué angulo se cortan las curvas de ecuaciones y = sen x e
y = cos x7.

Resolucién. Los puntos de corte de ambas funciones se obtienen resolviendo la
ecuacion

senx:cosx:>tgx:1:>x:£+k7r, keZ

El dngulo de corte de las dos curvas en x = % es el de las rectas tangentes respec-

tivas en dicho punto. Las pendientes en x = % son

’ T
Y =cos T =>mi =coS — =

V2
4 2

7T V2

/
:_S€n$:>m2:_56n7:_7
Y 1 2
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Por ltimo:

o = arctg 2v2 = 70°31'43"6

6.15. El lado de un tridngulo equildtero crece a razén de 5 cm. por
minuto. ;Con qué velocidad crece su area cuando el lado mide 26 cm.?

Resoluciéon. El drea A de un tridngulo equildtero en funcién de su lado I es

BV

A 4

. dA .
Se desea saber con que velocidad v = a crece A en el instante en que | = 26 c¢cm..

Mediante la regla de la cadena:

dA _dA dl

dA _ dA dl V3 di
dt — dl dt

4 dt

—9.

2
s 5. yo2.26. Y3 5 g5v3 L
dt

6.16. Las dimensiones de un depésito en forma de paralelepipedo son:

8 m. de largo, 2 m. de ancho y 4 m. de profundidad. Se esta llenando

de agua a razén de 2 metros cibicos por minuto. Hallar la variacién de

la altura del nivel del agua respecto al tiempo, en el instante en que la
profundidad del liquido es de 1 m.

Resolucién. Si la profundidad del agua es igual a z, el volumen de agua contenido

\% dx 1
1 depdsit =2.8-z=1 = — — .
en el depdsito es V' 8-z 6xr = x 6 = av 6

Segtn la regla de la cadena
do _do v _ 1
dt — dv dt 16 8 min’
El nivel del agua aumenta de un modo constante, debido a la forma del depésito.
Por otra parte, la profundidad del agua (4 m.) es un dato innecesario.

6.17. ;Con qué velocidad aumenta el area de un circulo en el instante
en que su radio vale 10 cm., sabiendo que dicho radio crece uniformemente
con velocidad igual a 2 cm. por segundo?.

Resolucion. A
A=r-r* = == =2xnr

dr
dA _dA . dr

A P
.  dr at ™ o
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Cuando r = 10 cm.
dA 2

42 yr10 = 400 I
dt s

6.18. Desde un mismo puerto salen simultdneamente dos barcos.
barco A, en direccion Norte, y el barco B, en direccion Este. ;Con qué

velocidad aumenta la distancia entre ellos si la velocidad del barco A es de
30 ki /h. y la del barco B es de 40 km/h.?.

El

Sol.:
D =+/(30 )2 + (40 £)2 =50 ¢
dD

2
6.19. Calcular lim w.
x—0 1—cos x

Sol.: Sustituyendo infinitésimos equivalentes y aplicando L’Hopital:

. x4 sen’z . x4+ sen’z . 1+4+2sen x-cos x 1
lim —— =lm ———=lm —————— = - =00
z—0 1 —cos x x—0 xX x—0 xr 0
2

1
6.20. Calcular lirr}) (; —ctg x).

0
Sol.: Es una indeterminacién de la forma oo — co. Pasando a la forma o’ susti-
tuyendo infinitésimos equivalentes y aplicando L’Hopital:

1

— =1
. 1 1 . tgr—=x . tgxrx—=x . 2
lim (f — —) = lim AL . lim r-z _ lim 05" —
z—0 \x tgx z—0 T-tg T =0 T-T z—0 2x
2-sen x-cos x

\ 4 . senx

lim —— €0 — [im =

xz—0 2 3

6.21. Calcular lim x*.

x—0

Sol.: A = lim z”. Tomando logaritmos:

x—0

InA=1lim z-lnxz=0-(—00)

xz—0

. S 00 . .
Se transforma en una indeterminacién de la forma — y se aplica L’Hopital
00
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Nota. Comprobarlo con la calculadora, dando a x valores préximos a cero: x=0.01,
x=0.001, etc.

6.22. Calcular liH}) (1 —x)°*& >,
x—

Sol.: Es una indeterminacién de la forma 1°°. Tomando logaritmos naturales:

1—
A:iig%) (1755)6““5#lnA:i%ctgm»ln(lfm):iii%m(tgixx):g
Aplicando L’Hopital:
-1
In A= lim l-z 2_71:—1:>A:e_1:1
z—0 1 1 e
cos?x
6.23. Calcular lim M
x—Z 1+tg x
Sol.:
lim L+in(cosz) 1+In0 oo
=% l+tga  1+tg3 o0
Aplicando L’Hopital:
—sen x
in A= lin}r%: lin}r —senzxcosx=—-1-0=0
T— 5 =5
cos?x
cos x + e*

6.24. Calcular lim ————.
x—oo Sen X -+ e*

Sol.: Es una indeterminacién de la forma . Aplicando L’Hopital:
00

—sen x + e* o0

w00 COS T +e¥ 0o
Aplicando L’Hopital reiteradamente, permanece la indeterminacién. L’Hopital no
es aplicable en este caso. Dividiendo por e”:
cos ©

+1
. ex
lim o7 =1

efl‘

va que sen x y cos x son funciones acotadas y € — oo cuando x — oo.

-7
i — <x<

6.25. Representar la funcién f(x) = Sen X Sl 5" =X=T  Estudiar
x—nmsiT<x<6

su continuidad y derivabilidad en x = 7.



134 Capitulo 6. Derivada de una funcién

Sol.: Las derivadas laterales en x =

flr+h) = f(x)

= lim —( = lim

/ L m+h)—7—0 . h
fr(m) = flng%) h—0 h h—0h 1
—h) — f(m) sen(m —h) — 0
" (n) = 1im L7 - —
f~(m) hli% —h h—0 —h
= 1im 5 i =
h—0 — h—0 —h

No es derivable en z = . Las derivadas laterales no coinciden.

—/2

Figura 6.13

Continuidad en =z = 7:
1) f(7w) = sen w = 0.
2) 11m+f(x) zilllg})f(ﬂ—kh) :}ll_r% (m+h—m)=0.

T—T

lim f(x) :;lbii%f(ﬁ_h) :}lligh sen (m —h) =0.

T—T

Por tanto, lim f(z) =0 = f(), lo que implica que f(x) es continua en = = .

T—T

ix<
6.26. Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) —{ i(ns)l{ §i7x0> o e

el punto de abscisa x = 0.

Sol.: Continuidad de la funcién en x = 0:

1) f(0)=0
2) xl_igl+ flz) = ;ILIE%) f(O+h)= }lllirg In (04+h)=—-c0

lim f(x):}lbli% f(O—h) m (0—h)=0

=1l
z—0— h—0

La funcién presenta una discontinuidad esencial en z = 0. Por tanto, no es deriv-
able en dicho punto.
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ﬂ 0/1
Figura 6.14

6.27. Escribir sin valores absolutos la funcién f(x) = |3* — 3|, represen-
tarla graficamente y estudiar su derivabilidad y continuidad en x = 1.

Sol.: 3* =3 >0=3">3= x> 1. Por tanto, z > 1 = |3" —3| =3 —-3. Si
<1, |3° —3|= —(3° —3) = —37 + 3.

La funcién puede reescribirse asf:

3*—-3six>1
f(x){ 34 3siz<1

Derivabilidad en x = 1:

Coy g SR = F) 3Ry 53R 1)
fr=m, Bl =S
— i 23 g g

h—0 h

yaque 3" =1~ h-In 3.

_ u _ql—h
f’,(l):flliin%f(l }i)h f(l):}lbii% 3_h+3:73-ln3

No es derivable en x = 1, ya que f, (1) # f_(1).

Figura 6.15
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Continuidad en z = 1:

1) 7(1) = 0.
. T T 1+h _

2) lim f(z)=lim f(1+h)= lim (3 3)=0.
. T _ _ _al-h _
lim f(x)_;llli% fQ—h) }llli%( 37" +3)=0.

rx—1—

La funcién posee limite en = = 1.

3) lim1 f(z) = f(1) =0= f(x) es continua en = = 1.

6.28. Estudiar la derivabilidad y continuidad de f(x) = x — E(x) para los
valores enteros de x.
Sol.: Sea a € Z:
1) fla)=a—E(a) =a—a=0.
2) li = li h)=1l h)— E h)=a—a=0.
) Im f(z)=lim fla+h)=lm(a+h) - El@+h)=a—a

lim f(x)z}lliir%)f(a—h)z}lliilt(a—h)—E(a—h):a—(a—l)zl.

T—a~

Figura 6.16

Es discontinua de una unidad de salto para a € Z. Como no es continua, tampoco
es derivable en a € Z.

6.29. Estudiar la continuidad y derivabilidad en x =0 y x = —1 de la
funcién

—x3si0>x> -1
—3x—2si —1>x

sen xsi0<x<nm
f(x) =

Sol.: Derivabilidad en z = 0:
FO+h)—f(0) _ i 57 (0+h)—0

/ T . h_
A -
Do) = i FO=R) = f(O) _ . —(0=h7-0_ . A _
FO=m™ = o e

No es derivable en z = 0.
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1

:1‘0 T

Figura 6.17

Continuidad en x = 0:
1) f(0) =0.
2) zliglJr flz) = }LILI%) f(O+h)= }Llil%) sen (04 h) = 0.
. T . 1 (0 P\ —
Jim f(z) = lim f(0—h) = lim —(0—h)" =0.

La funcién posee limite en z = 0.

3) lin%) f(x) = f(0) =0= f(x) es continua en x = 0.

Derivabilidad en z = —1:
. —1+h)—f(-1) .. —(-1+h)*-1
£ (=1 P h hd h
_ 2 _ 313
— lim 3h+3h" —h _ _3
h—0 h
: JE1=R) = f(=1) _ o =3(-1-h) 21
f=(=1) = lim “h = fim, “h =
3h
= lim = = —_3
hlLI%) —h
Es derivable en x = —1. Es continua por ser derivable en x = —1.

6.30. Sabiendo que In 13 = 2.565, calcular el valor aproximado de In 13.1.

Sol.: Seay =Inx = dy = — -dx.

1
T

1
Enx=13: dy = I 0.1 =0.0077

In 13.1 =In 13 + 0.0077 = 2.565 + 0.0077 = 2.5727

6.31. Sabiendo que arcsen 0.7 = 0.7754, calcular arcsen 0.72.

Sol.: Se considera la funcién y = arcsen x. Su diferencial:
1

dy = ——— -
Y

dx
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Enx=0.7dy = __r 0.02 = 0.028
1—(0.7)2

arcsen 0.72 = arcsen 0.7 4+ 0.028 = 0.7754 + 0.028 = 0.8034.

6.32. El radio de una esfera mide 10 cm.. Si dicho radio aumenta 1 mm.,
;cuanto aumenta su volumen?.

Sol.: V= f(r) = gﬂ'r‘n’ = dV = 4nr’dr

dV =47 -10% - 0.1 = 125.66 cm®.

6.33. Hallar el valor de n para que la funcién y = sea creciente.

Sol.: Para que la funcién sea creciente, la derivada primera ha de ser positiva:

;, nlz—=2)—(nz—-1) —2n+1 1
= = 0= -2 —1=2 1= -
Yy (:c—2)2 (m—2)2> n > n < n<2

ya que (z — 2)? > 0 para todo valor de z, x # 2.

x2

x—1"

6.34. Estudiar y representar graficamente la funcién f(x) =

Sol.: 1. Dominio. No estd definida en x = 1 ya que se anula el denominador. El
dominio es IR — {1}.

2. Puntos de corte con los ejes. Si =0, f(z) = 0. Si f(z) = 0, se tiene 2> = 0,
siendo = 0 una raiz doble.

3. Simetrias: f(—z) =

par ni impar.

Ya que f(z) # f(~x) y f() # —f(~x), no es ni

—x—1

4. Crecimiento y decrecimiento. Si la primera derivada es positiva, la funcién es

estrictamente creciente:
20(x —1) —2® 2% 22 2
!
x) = = >0=>2"—-2x>0
TO==Gp ~G 1y

ya que el denominador es siempre positivo. Resolviendo la anterior inecuacion,
resulta que f(x) es estrictamente creciente para z € (—oo,0) U (2,00). Decrece en el
intervalo (0,2) — {1}.

5. Maximos y minimos. La primera derivada:

22— 2z

m:0§$2—2$:0$$:0,$:2

flz) =
La segunda derivada:

o Q=2 (x—1°-2(x—-1)@*—22) 2
Fw) = (z — 1)} BCESE
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Se tiene que f”(0) < 0, f”(2) > 0. La funcién presenta un maximo en z =0 y un
minimo en x = 2. Sustituyendo estos valores en f(x): méximo en (0,0) y minimo en
(2,4).

6. Concavidad y convexidad. Si la segunda derivada es mayor que cero, la funcién
es convexa:

Es convexa para z € (1,00) y céncava para x € (—00,1).

7. Puntos de inflexién. Carece de ellos, puesto que:

1" 2
)= ——"=%#0
8. Asintotas. En z = 1 la funcién presenta una asintota vertical, ya que lim f(z) =
Q. z—1
22
— 2
Por otra parte: m = lim f(@) = Iim Z=L — 1im 2x =1
r—oo I r— 00 x x—o0 T — T

n = lim [f(a:)—mm]zlim( x21—x>zlim A

T—00 rz—oo \T —

La funcién presenta una asintota oblicua en y = = + 1.

Figura 6.18

1
ex —1°

6.35. Estudiar y representar la funcién f(x) =
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Sol.:

1. Dominio de definicién. La funcién no existe sie®* —1=0=¢*=1=z = 0.
Por tanto, el dominio es IR — {0}.

2. Puntos de corte con los ejes. No hay puntos de corte.

3. Simetrias. f(—z) = 679571_1 = f(z) # f(z), f(—=x) # —f(z). Ni par ni impar.

4. Crecimiento y decrecimiento. La primera derivada de la funcién: f'(x) =

(e 172
numerador es negativo para todo valor de z. Por tanto, es decreciente Vx € IR — {0}.

< 0. El denominador esta elevado al cuadrado y es siempre positivo. El

5. Méaximos y minimos. No hay maximos ni minimos ya que la primera derivada
no se anula para ningun valor de x.

6. Concavidad y convexidad. La segunda derivada:

. B —61(61—1)24—2621(61—1) B e2x+ea:
o= =1 GEE

El numerador es positivo y el denominador loessie” —1>0=¢" > 1=z > 0.
Por tanto, es convexa en el intervalo (0,00) y céncava en (—o0,0).

7. No hay puntos de inflexién ya que f”(z) # 0 para todo valor de z.

8. Asintota vertical en z = 0 ya que para x = 0 se anula el denominador.

Asintota horizontal en y =0 e y = —1 ya que:
li = li =0
Jm S =i ey
lim f(z) = lim =-1

T — —00 z——oco €% — 1

I
Figura 6.19

6.36. Hallar los catetos del tridngulo rectangulo de area maxima, entre
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todos aquellos que tienen hipotenusa igual a 20 cm.

Sol.: El area de un tridngulo rectdngulo de catetos a y b es igual a:

ab

S=—=

2

/9502 — 42
ycomoa2+b2=202:>S:a2Ofa.

Se ha obtenido S en funcién de a. Se ha de hallar el valor de a para el que S
alcanza su valor maximo. Para ello, se halla S y se iguala a cero:

1 —2a
5’:7.( 202 — g2 + ,7):0
2 “ @ 2.4/202 — g2

202 —a? —a?>=0=a =200 cm.

b = 4/20% — 200 = V200 cm.

Para comprobar que se trata de un maximo, se puede acudir a la segunda derivada
y ver que efectivamente S’(1/200) < 0.

6.37. La base menor de un trapecio rectangulo mide 3 cm. y el lado
oblicuo 6 cm. Hallar el dngulo que debe formar dicho lado con la base

mayor para que el drea sea maxima.
Sol.: El area del trapecio:

x+3+3.h71+6_
2 2

h

S =

h \6
>/

3 X
Figura 6.20

Escribiendo z y h en funcién del angulo a:

_Gcosa+6
B 2

6 sen «

S

yvaque h=6 sen ay x =6 cos a.

Derivando e igualando a cero:

S =18 [—sen’a + cos’a + cos o) = 18(2 cos’a+ cos a« — 1) = 0 = a = 60°
Para verificar el resultado se acude a la segunda derivada:

S" =18(—4 - cos a - sen a — sen «)
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S"(60°) < 0

6.38. Una estatua de 4 m. de alto esta situada sobre una base de 3 m.
de altura. ;A qué distancia, desde el suelo horizontal, se vera dicha estatua
bajo un angulo maximo?.

Sol.:
tg o +tg B
t ==
g(a+pB) "
3
7_ tga+;
r 1—§-tga
x
4
3 a
B
b
Figura 6.21

Despejando «, derivando e igualando a cero:

4(21 + 2?) — 82°

4x 21 + x2)?
a = arctg T2 éa/:%:0:>
1
+(orr )

421 +2%) - 82> = 0=z = V21 m.

6.39. Un canal de agua tiene una desviacién en angulo recto. El ancho
del canal es de 5 metros y el de la desviacién es de 3 metros. Hallar la
longitud méaxima de un tronco que, flotando en el canal, pueda tomar la
desviacién.

Sol.: Sea I = a + b la longitud total del tronco. Por semejanza de tridngulos (ver
figura):
a b
RV
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a
3.
5 b
: b2 — 52
Figura 6.22
3b
l=a+b= —2— +b
V52
b

3-vb%2—52—-3b
I'=

Vb2 — 52 T1— 3'(b2—52)—3b2

b2_52 (b2_52) b2_52+1:0

—754+(b* =5%) - /b2 =52 =0= (b>—5°)* =75 = b= V25 + V752 = 6.54 m.

a = 4.65 m.

l=a+b=11.19 m.

6.40. Dos ciudades A y B distan 4 y 7 km. de una linea de ferrocarril
rectilinea, respectivamente. Sabiendo que la distancia entre ambas es de 5
km., hallar el lugar de la linea en dénde debe situarse una estacién para
que la longitud de las carreteras a construir sea minima.

Sol.: El lugar estard situado a x km. del pie de la perpendicular trazada desde la
ciudad A a la linea férrea (ver figura).

La longitud de la proyeccién del segmento AB sobre la linea férrea es igual a 4 km:
/52 —-32=4

La longitud total de las dos carreteras:

I= 42 + 22+ /7 + (4 —2)?
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B
5. 3
A

4 4

X 4-x

Figura 6.23

Derivando e igualando a cero:
/ 2x 24 — x)

=0

I'= —
2-V16+22  2../72+ (4 — )2

Despejando x:
x = 1.45 km.

Ejercicios propuestos

6.41. Hallar, mediante limite de cociente de incrementos, la derivada

de las funciones: a) f(x) = v/2x — 1. b) f(x) = 21+ 5
x

6.42. Derivada de: a) y = sen x?, b) y = sen®x, c¢) y = sen®x>.
6.43. Hallar la derivada de y = (sen x)'& *,

6.44. Hallar la derivada de x¥ — y* = 0.

1
6.45. Hallar la derivada n-sima de y = ——.
X+ 2
6.46. Hallar la derivada n-sima de y = ;
T Y= X2 _sx +6°
2x + 1

6.47. Hallar la derivada n-simadey = ————.
x?2 —3x+2
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6.48. Hallar la derivada n-sima de y = sen 4x.

6.49. Derivar implicitamente y? - x = x* - y.

6.50. Derivar implicitamente xy? = x - arcsen y.

6.51. Derivar implicitamente (xy)%°" * x

= y .
6.52. Comprobar si la funcién y = €®** satisface a la ecuacién diferencial
y” — 2ay’ 4+ a®y = 0.

6.53. Comprobar si la funcién y = /(1 + x2)» satisface a la ecuacién
diferencial (1 + xz)y” +xy' —n?%y =0.

6.54. Idem y = sen(In x) a la ecuacién diferencial x*y” +xy’ +y = 0.

6.55. Hallar a y b en la ecuacién diferencial y” + ay’ 4+ by = 0, sabiendo
que y = e * 4+ 2e”2* verifica dicha ecuacién.

2

tg x

6.56. Hallar la derivada dey = X

con respecto a la variable u = e
2x+1

b+a-cost va2 —b2.sen t

6.57. Dadas x = arccos PR — e y = arctg bTa cost hallar
dy
dx’
.2 2 dy dx
6.58. Dada la funcién y = 4.In(x* + 1), comprobar que I dv - 1
X y

6.59. Hallar el dngulo que forman las curvas de ecuaciones y2 —4x =0
y 2x? + 5y = 12 en el punto (1,2).

6.60. Demostrar que la parabola

y=ax—x1)(x—x2), a>0, x1 < X2

corta al eje OX bajo dngulos o y (g <a<m 0<fB< %) que son

suplementarios.

6.61. ;Como debe elegirse el parametro n para que la curva de ecuacién
y = arctg nx, n > 0, corte al eje OX bajo un angulo mayor que 89°7.

6.62. Hallar el limite, cuando n — oo, de la ordenada de la funcién
y = x", correspondiente al punto de interseccién de la tangente en A(1,1)
con el eje de abscisas.
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6.63. Hallar los puntos en los que las tangentes a las funciones y = 2x?
e y = x* son paralelas.

6.64. Hallar las longitudes de la subtangente y subnormal a la funcién
f(x) =2x% en x = 1.

6.65. Hallar la ecuacién de la recta tangente a y = x> + 4x + 5, que pasa
por el origen de coordenadas.

6.66. Demostrar que la ecuaciéon de la recta tangente a la hipérbola
2 2

;(—2 —% =1 en el punto (xo,yo0) es =2 b2 =1.
6.67. Demostrar que la funcién f(x) = m-e™ tiene subtangente cons-
tante.

6.68. En un tridngulo rectangulo, el cateto b mide 50 cm. El cateto
c disminuye con una velocidad de 2 cm/s. ;Con qué velocidad decrece la
hipotenusa en el instante en que c=24 cm.?.

6.69. De un globo esférico escapa el aire con una velocidad de 10 cm?/s..
Cuando el radio del globo es de 50 cm.: a) ;Con qué rapidez esti disminu-
yendo dicho radio? b) ;Con qué rapidez estd disminuyendo la superficie
del globo?.

6.70. Una escalera de mano de 4 m. de largo esta apoyada en el suelo
horizontal y en un muro vertical. Suponiendo que el pie de la escalera
se separa del muro vertical a razén de 20 m. por minuto. a) ;Con qué
velocidad desciende el extremo superior cuando el pie estda a 3 m. del
muro vertical? b) ;En qué instante el pie y el extremo superior se estin
desplazando con la misma velocidad? c¢) ;En que instante el extremo su-
perior desciende con una velocidad de 40 m. por minuto?.

6.71. Un punto se mueve con velocidad constante sobre la curva
y = 3x2 — 2x +1
Cuando x = 1, la abscisa del punto esta variando a razén de 0.6 unidades
por segundo. ;Con qué velocidad varia la ordenada en ese instante?.
6.72. Un punto se mueve con velocidad constante sobre la curva
y = 6x> —3x+2

{En qué punto de la curva la abscisa y la ordenada del punto estdn variando
con la misma rapidez?.

3
6.73. Un punto se mueve sobre la curva y = 1 desplazandose su
X
abscisa con una velocidad constante de 2 unidades por segundo. ;Con qué



Ejercicios propuestos 147

velocidad se estd moviendo su ordenada al pasar por el punto (2,1)?.

6.74. Un punto se mueve sobre la curva y = x2, con velocidad constante.
(En qué lugar de la curva estan aumentando con igual velocidad la abscisa
y la ordenada de dicho punto?.

2 iy <
6.75. Calcular a y b para que la funcién f(x) —{ ;21;( +S;) );i_x1> ; sea

derivable.

6.76. Estudiar la derivabilidad y continuidad en x =0 de la funcién

e —-1six>0
f(x)_{ x3six<0

sen x six>0

6.77. Idem en x = 0 para f(x) —{ 2% six < 0

6.78. Utilizando el concepto de diferencial, hallar aproximadamente

V10.

6.79. Hallar aproximadamente, utilizando el concepto de diferencial, el
incremento del volumen de una esfera de 10 dm. de radio, cuando dicho
radio aumenta 3 mm..

6.80. Dada la funcién f(x) = v/4x — x2, ;es aplicable el teorema de Rolle
en el intervalo [0,4]?. Es caso afirmativo, hallar el valor de a.

6.81. Comprobar el teorema del valor medio para f(x) = x* — 3x + 2 en
el intervalo [2, 3].

Calcular los siguientes limites:

6.82. lim — X
x—0 1 —cos x
3
6.83. lim —~ .
x—0 X —Ssen xX
2x
6.84. lim e -1 )
x—0 X-e%* —eZx —x+1
6.85. lim o2 X
x—0 eX —e X
. cos 3 —1
6.86. lim ——=——.
x—0 X —1n (1+ x)
e* — g%en X

6.87. lim

x—0 X —sen x
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2 . 2
6.88. lim Inl+x+x*)+In(l —-x+x )
x—0 x(ex —1)
_2
6.89. lim —Sen’x
x—0 1
1—cos x

3 2
. x> —3x“+3x—1
6.90. 1
xlgi x3 —-x2-x+1

6.91. lim (sec x —tg x).

2

2 _
6.92. lim Y +T7-4
x—3 x—3

6.93. lim (1 — 2x — x°)*.

X—

6.94. lim (1 -+ sen x)°°%°° 2,
0

X—

2 1
6.95. lim (x +1>"’1.
x—1 X+1

6.96. lim ( 2 __ X*3).
x—1 \x—1 x2-1
. VIi+x—+v/1-—x
6.97. llm —m————.
x—0 3x
2
X2 —3x—5 xxJ:r25
6.98. li (7) R
ol X2 —4x+2

Estudiar y representar las funciones:

2

X
6.99. £(x) = =777
6.100. f(x) = %H.

6.101. f(x) = x + sen x.

x+1

6.102. f(x) =1In .
x—1

6.103. f(x) = x + ™.
6.104. f(x) = In (sen x).

6.105. f(x) = 2x? + |x| + 1.
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6.106. f(x) = [x* — 9| + |x].

1—
6.107. Determinar los valores de a para los que f(x) = X es decre-
ciente.
. . 2 X+a
6.108. ;Es céncava o convexa la funcién f(x) = en x = 2a?.
x—a

6.109. Determinar el punto de la funcién f(x) = 2x* mds préximo al
punto (0,6).

6.110. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,2) y
determina con los ejes de coordenadas un tridngulo de area minima en el
primer cuadrante.

6.111. Dado un semicirculo de 6 cm. de radio, hallar las dimensiones
del mayor rectangulo que se puede inscribir en él.

6.112. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que se
puede inscribir en un cono de 3 m. de radio y 7 m. de altura.

6.113. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor superficie lateral
que se puede inscribir en una esfera de 10 cm. de radio.

6.114. En un tridngulo se conoce el angulo a. Se sabe que los lados
contiguos a dicho angulo suman 20 cm. Hallar la longitud de estos lados
de forma que el area del triangulo sea maxima.

6.115. Determinar un punto de la recta y = 2x tal que la suma de los
cuadrados de las distancias de dicho punto a los puntos A(-5,0), B(5,0) y
C(0,c) sea minima.

6.116. Determinar un punto de la recta y = 2x + 1 tal que la suma de los
cuadrados de las distancias de dicho punto alasrectasy =x+3ey=3x—-5
sea minima.

6.117. Se tiene un rectangulo de 12 cm. de perimetro. Sobre sus lados
se trazan cuatro semicircunferencias exteriores a él. Hallar la superficie
total minima de la figura obtenida.

6.118. Hallar los maximos y minimos de la funcién

£(x) = (x—m}){(x—n).

6.119. Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de mayor volu-
men que se puede inscribir en una esfera de 10 cm. de radio.
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6.120. Hallar las dimensiones del tridngulo isésceles de mayor area entre
todos los de perimetro igual a L.

6.121. Un espejo plano, de dimensiones 80x90 cm., se rompe por una
esquina. De los dos trozos resultantes, el menor tiene forma de tridngulo
rectangulo, de catetos 10 y 12 cm., correspondientes a las dimensiones
menor y mayor del espejo. Hallar el area maxima del espejo rectangular
que se puede construir con el trozo mayor.

6.122. Una esfera de radio R esta inscrita en un cono de revolucién.
;{Cual ha de ser el dngulo del vértice del cono para que su superficie total
sea minima?.

6.123. Un barco esta situado a 9 km. de la orilla rectilinea. Se quiere
enviar un mensajero a un campamento situado en la orilla a 18 km. del
barco. Teniendo en cuenta que el mensajero recorre 4 km. por hora re-
mando y 5 km. por hora andando, hallar a qué punto de la orilla debe
dirigirse para llegar al campamento lo antes posible.

6.124. Una ventana tiene forma de rectangulo con un semicirculo en la
parte superior. Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 4 m., hallar
las dimensiones de la ventana de mayor superficie.

6.125. Una empresa fabrica un articulo que vende a 400 euros la unidad.
El coste total para colocar en el mercado x unidades de dicho articulo viene
dado por la funcién f(x) = 0.02x? — 160x + 400000. ;Cuéntos articulos sera
preciso vender para obtener un beneficio méximo?.



Capitulo 7

Aproximacion local de una
funcién

En algunas ocasiones se trabaja con funciones que serfa conveniente sustituirlas
por otras funciones més sencillas (por ejemplo, un polinomio) y tales que su diferencia
con las anteriores en un entorno de un punto sea evaluable y lo mas pequena posible.
Es decir, dada una funcién f(x), buscaremos un polinomio P(z) tal que, en un entorno
de un punto dado a, se pueda sustituir f(z) por P(x), cometiendo un pequenio error
medible.

7.1 Desarrollo de un polinomio en potencias de
X-a

Sea el polinomio P,(z) de grado n. Supongamos que desarrollado en potencias de
z — a tiene la forma

Po(z) = ao + a1(z — a) + a2(z — a)* + az(z — a)® 4+ ... + an(x —a)” (1)
Si lo derivamos sucesivamente
Pl(z) = a1 + 2az2(z — a) + 3az(z — a)® + ... + nan(z —a)" " *
Pl(x) = 2az2 + 3 - 2a3(x — a) + ... + n(n — Dan(z — a)" >
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Si despejamos ag, a1, az, ..., ap y sustituimos en P,(x), tenemos que
P (a) Py(a) Py (a)

(x—a)’+ ..+ (z —a)"

que es la llamada férmula de Taylor para polinomios.

Ejemplo 7.1 Desarrollar en potencias de x — 2 el polinomio P(x) = x* 4 32* — 3.
P(2)=2*+322-3=17
P'(z) =32 4+62=P'(2)=3-22+6-2=24
P'(z)=6x+6=P'(2)=6-2+6=18
P'(z)=6=P"(2)=6
P(:c):17+% (m—2)+§ (:c—2)2+% (z-2)° =
=17+24 (2 —2)+9 (z—2)° + (z - 2)°

7.2 Formulas de Taylor y Mac-Laurin

Supongamos que la funcién f(z) admite derivadas hasta el orden n + 1 en el punto
z = a y deseamos hallar un polinomio P, (z), con el mayor ”parecido” posible a f(z)
en un entorno de dicho punto, y as{ poder sustituir f(z) por P, ().

Suponemos que P,(z), desarrollado en potencias de z — a, es de la forma vista
anteriormente (I):

Po(z) = ao + a1(z — a) 4+ az(z — a)* + az(z — a)® + ... + an(z — a)"

Para lograr el mayor ”parecido” posible entre P,(z) y f(z) en x = a, la primera
condicién es que P, (a) = f(a), l6gicamente. Ademds, haremos coincidir las derivadas
primeras, segundas, terceras, etc., con este fin.

Procediendo del mismo modo que en la seccién anterior, tenemos que

Pu(a) = ao = f(a)

Pi(a) = a1 = f'(a)
Pl(a) = 2a2 = f"(a)
Pl'(a) =3-2a3 = f"(a)
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Despejamos ao, a1, a2, ...,an, y sustituimos en Pn(ac):

f"(a)
2!

(n(q
(x—a)2—|—...—|—fn§ ) (z—a)

que es el polinomio de Taylor de orden n de la funcién f(z) en el punto z = a.

Definimos el resto o término complementario de orden n de la funcién f(z) en el
punto £ = a como

" (e)

(n+1)! "

Rn(z) = (r—a , con a € (a,x)

R, (z) expresa el error cometido, en un punto z, al sustituir la funcién f(z) por
P, (x). Podemos escribir

()

n!

f"(a)

21 (‘T y a)" + R'VH’l(w)

(w—a)2+...+

f(x) = fla) +

Si a = 0, el desarrollo anterior recibe el nombre de férmula de McLaurin:

’ " (n
siendo
(n
Ryti1(z) = Ll(ﬁw) 2" con0< <1,

(n+1)!

de modo que fx estd comprendido entre 0 y x.

Ejemplo 7.2 Desarrollar f(z) = e* mediante la férmula de McLaurin para n =2 y
n=3.

Resolucion.

fl@)=e"= f0)=¢"=1
fll@)=e¢"= f(0)=e"=1
Sustituimos en la formula de McLaurin
Pl(:c)zl—f—%x:l—i—w

2

1 1
P2($)21+ﬁ$+§1‘2:1+x+%

Representamos grdficamente f(x), Pi(x) y P2(x) y apreciamos la aprozimacion:
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f(@)
/
Pa(x) Pi(z)
1
0
Figura 7.1
En general,
z? 28 "
flz) = 1+z+§+§+...+ﬁ+Rn+1(x)
:rn+1 o
siendo Rpy1(x) = CFl e, con0<f<1.

Ejercicios resueltos

7.1. Desarrollar f(x) = sen x mediante la férmula de McLaurin para n = 5.
Resolucién.
f(x)=senz = f(0)=sen 0=0
fl(x)=cosz= f'(0)=cos0=1
f'(z) = —sen z = f"(0) = —sen 0 =10
f"(z) = —cos = f"(0) = —cos 0 = —1
fV(x)=sen z = f(0)=sen 0=0
fV(x)=cos = f(0)=cos 0=1

fYi(z) = —sen

A continuacién hallamos Pi(z), Ps(x) y Ps(x), ya que P2(z) y Pi(x) coinciden con
Pi(z) y P3(x) por ser nulas las derivadas respectivas

1
Pl(:c):0+ix:x

1 1 ’
P3(J:)=O+Fx+0—§x3=m—%
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1 1 5 1 5 22 2P
Py (x)
Ps ()
f(=)
P3(x)
(6]
Figura 7.2

El desarrollo de McLaurin para n = 5:

5
22 2 senfz 4
x

Tyt e T e

con 6 € (0,1).

7.2. Hallar el desarrollo de McLaurin de orden n para la funcién
f(x) =(1+x)™.

Resolucion.

f(0)=1

fl@)=m1+2)"" = f(0)=m

f'(@) =m(m = 1)1+ 2)""* = f7(0) = m(m — 1)

f"(@) =m(m = 1)(m —2)(1 +2)" " = f(0) = m(m — 1)(m — 2)

@) =mim—1)...(m—n+1)(1+z)™ " = f0) =m(m—1)...(m—n+1)
El desarrollo de McLaurin:

f(:c):1+%1;4_%m2_~_m+m(mfl)..ﬁ(!mfn+1)

(5 ) ) e () o

siendo Ry41(z) = (nr—t 1) (14 0z)™ " gt

z" + Rn+1(x) =

7.3. Desarrollo de McLaurin para f(x) = In (1 + x).
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Resolucion.
F0)=In1=0
@) = = f0) =1
F'@) =~ = L@ =1
f”’(x) _ (1 fx)3 = f///(o) -9
fIV(x) = - (1 j!x)zl flv(o) = -3
f (@) = (=)™ <(f T ml))l = f7(0) = (=) (n - 1)!
Entonces,
2 2? 1"
lna::()—i—:v—?—i—?—...—i—( n"t — 4 R (@)
) _ n! " :Cn+1 _ (_1)nxn+1 )
siendo Rp41(z) = AT (—1) I - T D10 siendo 0 €

0,1).

7.4. Hallar el desarrollo de orden dos en un entorno de g para f(x) = tg x.

Resolucion.
f(w)ztgxéf(%) =1
/ _ 1 / E w
File) = cos?x =/ (4) <
" 2-sen x w(T
Fie) = cos3x =/ (Z) =14

Aplicando la férmula de Taylor,

; x_1+2 (x—ﬁ)—i—é ($_3)2+2~cos2a+6-sen2a (az—z)?)
gr= 1! 4 2! 4 3! costa 4

s
conz<a<x.

7.5. En el desarrollo de McLaurin de f(x) = e** aparece un término igual
a 36x®. Calcular a.

Resolucién.
f(z) =" = f(0) =1
fl@)=a- e‘”éf( )=
f'(x) =a® = f(0) =
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f”/(l') — a3 . %% = f///(o) — a3

Por tanto,
2 3

ar __ g a’f 2 e .3
e f1+1!x+2!m+3!x+...
3

a
§:36:>a:6.

7.6. Hallar cosm/12, con un error menor que 103, utilizando la férmula
de McLaurin.

Resolucién.
flxz)=cos z= f(0)=1
f'(x) = —sen z= f'(0)=0
f(z) = —cos z = f"(0) = -1
f(x) =senxz = f"(0)=0

YV (z)=cosz= fV(0)=1

El desarrollo de McLaurin:

z? ozt a2t

cosmzl—a—i—ﬂ—a—i—...

El error ha de ser menor que una milésima: 1072 = 0.001. Tomamos una cifra
decimal mas, es decir, cuatro cifras decimales, y si tomamos términos del desarrollo
hasta que se anulen dichas cuatro cifras, tenemos

cos 112 =1—-0.0342 + 0.0002 — 0.0000 + ... = 0.9659.

Directamente, con la calculadora, resulta 0.9659258.

7.7. Hallar In 1.3, con un error menor que 10~ 2, utilizando la férmula
de McLaurin para f(x) =1n (1 + x).
Resolucién. Como hemos visto en un ejercicio anterior

z? 2 a2t

ln(l—l—x):x—?—i—?—Z—&—...

Tomamos x = 0.3 y tres cifras decimales, ya que el error ha de ser menor que
1072 = 0.01:

In (14 0.3) =0.3 —0.045 4 0.009 — 0.002 + 0.000 — ... = 0.262

7.8. Dada la funcién

f(x) = 10x*° — 3x®° + x'°
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hacer un desarrollo en serie de potencias de x — 1 y hallar f(1.001) con un
error menor que 1072,

Resolucion.
flz) =102 — 323 + 2% = f(1) =8
f'(z) = 4002 — 902%° +102° = f'(1) = 320
f(x) = 1560023® — 26102%® 4 902 = f”(1) = 13080
" (z) = 5928002 — 7308027 4 72027 = f"'(1) = 520440

El desarrollo de Taylor,

320 13080 520440 :
f(x):8—|—7(:r—1)—|— o (x—1)° + 30 (x—1)%+ ...

Tomamos tres cifras decimales, como hicimos en el ejercicio anterior, puesto que
el error ha de ser menor que 1072 = 0.01:

f£(1.001) = 8 +0.320 + 0.007 + 0.000 + ... = 8.327

7.9. Calcular sen 0.3 mediante la férmula de McLaurin. Acotar el error
cometido al tomar los siete primeros términos del desarrollo.

Resolucion.
_ 2 x® 27 |sen (0z)| s
sen:rf:rfaJrﬁfﬁ 78! x
con 0 <6 <1.
0.3 03%° 037
sen 0.3 =0.3 — =3 + T 0.295520206

El error cometido es
0.3"
€= |sen (0.3 6)|

y como |sen (0.3 0)| < 1, tenemos que

8
€< % = 0.0000000016

7.10. Utilizando un desarrollo en serie, calcular el valor de e%? para
n = 3 y acotar el error cometido.

Resolucién.
fla) =" = f(0) = 1
fla)=e"= f'(0)=1
fl(@)=e"= f"(0)=1
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f///(m) — 6(1: = f///(o) — 1

Por tanto
2 3

z T T
Ox
€ 4
ConR4(x):jx,O<9<1.

En el intervalo (0,0.2), 2 es una cota superior de f(z) es

2-(0.2)*
Ra(z) < # = 0.000133333...
2 3
siendo %2 =1+ 0.2 + (0'22,) + (O;) =1.221333333...

7.11. Calcular, mediante un desarrollo en serie, el siguiente limite

X2

lim —————.
x—0 € — ecos X

cos T

Resolucion. Desarrollando en serie de McLaurin e 3

Fa) = e = f0) =
fl(x) = —sen z- e * = f'(0) =0

f'(x) = sen’x - e ® — cos x - e°° T = f"(0) = —e
Por tanto,
. x? . x? 2
lim Ca— = lim — 5 =-.
z—0 o _ i z—0 _ e
e— (e o7 & +..) TR

7.12. Calcular, mediante un desarrollo en serie, la integral

%5 sen x
/ dx.
o X

Resolucién. Desarrollamos en serie sen x
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7.13. Resolver la ecuacién cos x = x.

Resolucion. Desarrollamos cos x en serie de McLaurin

2
1—%:x:>x2+2m7220:>$=71+\/§

2
Hemos tomado cos ¢ ~ 1— - por motivos de sencillez en los célculos. La solucién

obtenida ha sido z = —1 + v/3 = 0.732050.... La solucién verdadera es x = 0.739085...

7.14. Hallar una funcién f(x) tal que f(0) =1 y f'(x) = f(x) + x.
Resolucién.

FO0)=f0+0=1+0=1

F@) = f@)+1= f10) = f(0) +1=1+1=2

[ (@) = f"(x) = f"(0) = f'(0) = 2

f(0) =2, Vn >2
Desarrollamos por McLaurin

22 223 22°

.%'2 m3
=—-1—-z+2 (1+x+§+§+...):—1—x+261.

e _ 1,72 z?  z?
ya que e = —|—ﬂ+i+§+---.

Ejercicios propuestos

7.15. Desarrollar en potencias de x — 1 el polinomio P(x) = x* — 1.
Desarrollar en serie de McLaurin las funciones siguientes:

7.16. f(x) = a*

7.17. f(x) = arcsen x

7.18. f(x) = arccos x

7.19. f(x) = arctg x

7.20. f(x) =sec x
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7.21. f(x) =In cos x
7.22. f(x) =In (x+ V1 + x2)

7.23. Obtener los cuatro primeros términos del desarrollo de In x en
potencias de x — 2.

7.24. Obtener los ocho primeros términos del desarrollo de €* en po-
tencias de x — 1.

7.25. Desarrollar en serie, mediante la férmula de McLaurin, la funcién
f(x) = (x + 3)e**
hasta el orden 3.

7.26. Hacer un desarrollo de la funcién
f(x) = vx

en potencias de x — 1.

7.27. Hallar una cota del error cometido al calcular cos 0.1 a partir del
desarrollo de McLaurin para n=7.

7.28. Hallar el valor de a para que en el desarrollo de la funcién
y® —axy — 8 = 0, en un entorno de cero, aparezca un término igual a

7.29. Verificar la férmula aproximada

x
In (10 =23+ —
n (10 + x) + 10

Comparar los resultados obtenidos con la férmula anterior para x = —0.3
utilizando la calculadora.

7.30. Calcular, mediante desarrollos en serie, el limite

. X
lim ————.
x—0 COS X — e*

7.31. Calcular, mediante un desarrollo en serie, el limite
Xx+cosx—1

lim

x—0 X
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7.32. Calcular, mediante un desarrollo en serie, la integral

0.5 )
/ e * dx.
0



Capitulo 8

La integral indefinida

La integracién es uno de los conceptos més importantes del Céalculo. Es la operacién
inversa de la diferenciacién y surge de la necesidad de hallar el area limitada por una
curva. En este capitulo, dada la diferencial de una funcién, estudiaremos diversos
métodos para hallar dicha funcién.

8.1 Introduccion

Sea la expresion

dF(z
dx

~

=4x — 12 o bien dF(z) = (4= — 12) dz

Si deseamos hallar la funcién F'(x), encontramos infinitas soluciones:
F(z) = 22° — 12z
F(z) =22% — 12245
F(z) =22% — 122 — 7

Deducimos de lo anterior que F(z) ha de ser F(z) = 22 — 122 + C, siendo C una
constante.

En general, si f(x) estd definida en un intervalo (a,b) y dF(z) = f(z) en (a,b),

dx

decimos que F(x) es una primitiva de f(x) y la escribimos en la forma

Fa) = / o
En la funcién del ejemplo anterior,

/(4:%12) de =22* — 122+ C
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en donde C es la llamada constante de integracion.

Proposicién 8.1 Si Fi(z) y Fa(z) son primitivas de f(z), entonces F1(z) y Fa(x) se
diferencian en una constante.

En efecto,
dFl(fﬁ) o dFQ(l‘) o dF1(1’) dFQ(l’) o
dx = f(@), dx =f@) = dr  dz =0=
w =0= Fi(z) — Fo(z) =C = Fi(z) = Fo(z)+ C. O

Por lo tanto, si F'(x) es una primitiva de f(x), todas las primitivas de f(x) son de
la forma

/f(a:) dz = F(z)+C

El conjunto de las funciones de la forma F(z) + C recibe el nombre de integral
indefinida de f(x).

8.2 Propiedades elementales

1. La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales respectivas:
Ju@ s g@ias= [ s ae+ [ ow as

2. La integral del producto de una constante por una funcién es igual al producto
de la constante por la integral de la funcién:

/k~f(x)dx:k/f(x)dac

8.3 Tabla de integrales

Mediante la regla de la cadena y las férmulas de derivacién, obtenemos la tabla si-
guiente:

x'n+1
/x" dz = | +C, (n#-1)
T n+1
[r@ er a0

/f’(x) sen [f(z)] dz = —cos [f(z)] + C
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F@) g

/f/(x) ef @ dp =™ 4 ©

/f’(x) af@ dmz%—!—C (a>0, a#1)
O
———2  dx = arcsen f(z)+C
/ 1—[f(z)]? @
—— dx = arccos f(x)+C
1—[f(z)]? @
7}“(:10) T = arc T
T e T e

8.4 Integracién por sustitucion

Si deseamos calcular una integral / f(x) dx, puede ocurrir que la sustitucién z = u(t)

transforme dicha integral en otra mds sencilla de calcular. En efecto, si z = u(t) =
dx = u/(t) dt. Y entonces

/ fw) do = / Flu(t)] o/ (¢) de

Integral que, una vez hallada la primitiva en funcién de la variable ¢, puede es-
cribirse en funcién de = hallando la funcién inversa de x = u(t).

Ejemplo 8.1 Sea / 1 — 22 dx. Mediante el cambio x = sen t = dx = cos t dt:

/\/17m2 dx:/cos%dt:/% dt:%+sez2t+cz

:%+ sen tQ'COSt—l—C’: arcs;nx+x\/12—x2 s

8.5 Integracion por partes

Sean las funciones u(z) y v(z), derivables en el intervalo (a,b). Entonces, la funcién
u(z) - v(z) es derivable en (a,b), siendo

d(uv) =u dv+v du
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Si integramos los dos miembros
uv:/uvar/vdu#/udv:uvf/vdu
que es la férmula de la integracién por partes.

Ejemplo 8.2 Calcular f:r “ln x dx.

Elegimos convenientemente u y dv:

u:lnx:>du:dic
T
2
dU:xdmév:%

Por tanto,

2 2 2 2 2
T z- 1 T T T 7
/m-lnxdx—?lnxffgEdm—?lnxf/§dx—?lnxfi+0

8.6 Integracién de funciones racionales

P
Para obtener la primitiva de una funcién racional ngi, donde P(z) y Q(z) son
T
polinomios de grados m y n respectivos, procedemos del modo siguiente:

1. Si m > n, efectuamos la divisién entre P(x) y Q(x), obteniendo

P(x) R(x)
=C(z) +
ow ~ " Qw)
siendo C'(z) y R(x) los polinomios cociente y resto de la divisién de P(z) entre Q(z).

R(x)

Q(z)
dado que el grado de R(z) es menor que el grado de Q(z).

A la funcién racional

le aplicamos el procedimiento expuesto a continuacion,

2. Si m < n, se consideran cuatro casos:

a. El polinomio Q(z) tiene n raices reales distintas, x1, ..., x». En este caso,
efectuamos una descomposicién en fracciones simples
P({E) A1 A2 An
= +..+
Qlx) zx—11 x— T2 T — Tn
en donde A;, A2, ..., A, son numeros reales que podemos calcular sumando las

fracciones anteriores e identificando los coeficientes de las potencias de igual grado de
los numeradores del primer y segundo miembro. De este modo, aparecen integrales
muy sencillas, de la forma

/ida::A-ln |z — k| + C
x—k
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b. Si el polinomio Q(z) tiene una raiz x1, de orden de multiplicidad r, efectuamos
una descomposicién de la forma

Ay n Ay n As T A,
z—z1 (r—x1)2 (z—m1)® 7 (z—mx1)"

y los coeficientes Ay, Az, As, ..., A, se hallan del modo antes expuesto.

Si Q(x), ademds de la rafz multiple 1, posee raices reales simples, a éstas las
tratamos del modo expuesto en el apartado a.

c. Si en el denominador Q(z) aparece un factor de la forma az?® + bx + ¢, que no
posee raices reales, tomamos una fracciéon de la forma

Ax + B
ax?+br+c

y calculamos A y B modo anélogo a como se hizo anteriormente.

d. Si en Q(z) aparece un factor (az? 4 bz +c)", donde az? 4 bx + ¢ no posee raices
reales, tomamos una suma de fracciones de la forma

Az + By Asx + Bo 4 A,z + B,
ar?+br+c  (az?2+br+c)2 T (ax2+br+o)r

8.7 Meétodo de Hermite

Este método se suele emplear cuando las raices de Q(z) son multiples (especialmente
si son complejas).

El integrando se descompone de la forma

CRIEDR

donde Q*(z) es el maximo comiin divisor de Q(z) y de su derivada Q’(z). El polinomio

q(x), con coeficientes indeterminados, tiene su grado inferior en una unidad a Q*(x).
o Q(z)

Por ultimo, C(z) = 0 () yc

grado inferior en una unidad a C(z).

q(z)

Q(z)

(z) es un polinomio con coeficientes indeterminados y

, hallamos los coeficientes indeterminados y obtenemos

Pa) _ a@) | [ )
/ Q@) d““"‘@*(x)*/ c@ “

El problema se reduce al célculo de esta dltima integral.

Derivamos
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8.8 Integracién de funciones racionales trigono-
métricas
Las integrales de la forma

/R(sen x, cos ) d

donde R(sen z, cos z) es una funcién racional de sen x y cos x, se pueden resolver
mediante el cambio x = 2 - arctg t.

Escribimos sen z y cos x en funcién de t:

sena:*i cosar*l_252
T4t T 142
La diferencial es
do — 2dt
T1+t?

Sustituimos en la integral y el integrando se transforma en una funcién racional en

la variable t. Por 1ltimo, escribimos la primitiva en funcién de x haciendo t = tg %

8.9 Integrales dela formal, = /cosnx dx, ne N

Sin=106n= -2, laintegral es inmediata.

Ejemplo 8.3
/cos z dr =sen x+ C

Ejemplo 8.4
/00572:10 de=tgax+C

Veamos los casos restantes:

1. Si n es impar positivo, hacemos el cambio sen x = t.

Ejemplo 8.5 Calcular/cossm dzx.

Hacemos el cambio sen © =t = cos © dr = dt y resulta

/cosgcc dz = /coszm -cos x dr = / (1 — sen’z) - cos x do =

3 3
:/(1—752) dt:t—%—i—C:senx—segx—i—C




8.9. Integrales de la forma I, = /cosnx dx, ne N 169

1+ cos 2x

2 o la féormula

. ey , 2
2. Si n es par positivo, usamos la férmula cos“z =

recurrente
—1
n-I,=cos" "w-senz+(n—1) I,_o

que rebaja el grado en dos unidades.

Ejemplo 8.6 C’alcular/cos41’ dx.

2
/00.9493 d:c:/ (%) d:c:i /(1+2 cos x + cos*2x) dx =

1 1
)]—i—C:gx—i—z sean—l—@ sen 4z + C

sen 4x
4

1 1
=1 [w+sen2x+§ (z+

ya que

2 1+ cos 4z 1 sen 4x
/cos?xdwz/#dazzi(x—i— ) —|—C’)+C’
Vamos a hacerlo de nuevo con la férmula recurrente anterior:

4~I4=cosga:-sen r+3-1>

1 1 1 2
14:Z-cossac-sen:c+g/coszccdaz:icos‘n’m-senm—i—%/de:

230033x~senx+gx+13—6sen2m+6’

3. Sin es negativo, utilizamos la formula recurrente anterior, despejando In—_2. Si
n es par, llegamos a I_2. Si n es impar, llegamos a I_1, que resolvemos mediante el

cambio sen x =t 0t =tg 5

Ejemplo 8.7 Calcular/cosig'x dx.

n—2=-3=n=-1
—1-I,1:cos_Qx-sen:c—2~I,3:>

1 1 senx 1 1+tg
I 3==11—<= =_1
37977 T2 cos2r 2 n‘l—tg

P S N Y O O
7| cosx 1—t2 1+t 1—¢

L Férmula recurrente es aquella que esta definida en términos de ella misma.

N8 [o]8

’ sen T
2 cos?x

ya que
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1+
1-t

1+tg 3

2|t C

‘—i—C:ln

= ln‘ =
2

haciendo el cambio x =2 arctg t.

8.10 Integrales delaformal, = / sen"x dx, n € IN

Sin=106n= -2, laintegral es inmediata.

Ejemplo 8.8
/sen r dr = —cos x+ C

Ejemplo 8.9
/sen_Qa: dr =ctg x +C

Veamos los casos restantes:

1. Si n es impar positivo, hacemos el cambio cos z = t.

Ejemplo 8.10 Calcular/sensm dx.

Hacemos el cambio cos x =t = —sen x dx = dt y resulta

3 2
/senxdm:/sen x-sen x dr =

3 3
:_/(1_t2) dt:_t+%+C:—cosx+cogx+C

. .. , 2 1 — cos 2z ,
2. Si n es par positivo, usamos la férmula sen“zr = —s —° la férmula

recurrente
-1
n-I,=—sen" "z-cosx+ (n—1) I,_o

que rebaja el grado en dos unidades.

Ejemplo 8.11 Calcular/sen4x dx.

_ 2
/sen4:r dx:/ (%) dm:i /(172 cos & + cos’2x) dx =
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4 1 1
serzl x)]—FC:;x—fsean—!—fsenélx—!—C

[x—sen 29L’—|—1 (z+
2 8 4 32

e

ya que

2 1+ cos 4z 1 sen 4x
/cos 2ﬂcdx:/ fdxzi (x—i— 7 —|—C)—|—C

Vamos a hacerlo de nuevo con la férmula recurrente

n-I,=—sen" 'z cos x + (n—1) In_2 =
4.1y = —sen®z-cos t+ 3 - I»
1-— 2 1 2
donde I = sen’x dm:/ %dﬂ?:i (x_senQ x)_’_c.

1 3 1 3 1+ cos 2z
14:Z~cos3m-senm+1/costdx:10033x~senm+1/ﬁdm:

:i <fsen3x-cosm+g (xfsenat-cosm)>+c

8. Si n es negativo, utilizamos la férmula recurrente anterior
-1
n-I,=—sen" "z-cosx+(n—1) Ih_2 =

despejando I,—2. Si n es par, llegamos a [_2. Si n es impar, llegamos a I_1, que
resolvemos mediante el cambio cos x =t 6 x =2 - arctg t.
Ejemplo 8.12 C’alcular/sen_gz dx.

n—2=-3=>n=-—1

—1-1I_1= —sen 2z -cos x —2- I 3=

1 1 _ 1 1 _
I,gzil_l—gsen 2x-cosx=§ln ‘tg%‘—i sen %z - cos T+ C

ya que

I, = dx =2 ﬁ:ln\t|+C:ln’tg£|+C'
sen T t 2

haciendo el cambio x = 2 arctg t.
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8.11 Integrales /Senm -cos"x dx, m,n € Z
1. Si m es impar positivo, hacemos el cambio cos = = t.

Ejemplo 8.13 Calcular /sen x-cos’x dz.

Hacemos el cambio cos v =t = —sen x de = dt y tenemos

3 3
/senm~0052mdm:—/ t? dt:—%—l—C:—CO;m—i—C

2. Si n es impar positivo, hacemos el cambio sen x = t.

Ejemplo 8.14 Calcular /567121’ -cos x dx.

Hacemos el cambio sen x =t = cos x dr = dt y tenemos

3 3
/sen2x~cosxda::/ 2 dt:%+czsenm+c

3

3. Sim y n son pares positivos, usamos las férmulas

Py 1 — cos 2x 5 1+ cos 2z
SENET=———F—— Y C0sT=———

Ejemplo 8.15 Calcular /sen x - cos’x dz.

—~ 1
/senzx cosxda::/l aés 2z 1+cos 2o dx = — /(1—0052223)031;:

2 4
r 1 oz 1 1+ cos 4x .
< Z/COS?:L‘CLQ? 1 Z/#dx—
sen 4x r  sen 4z
_Z_g_ 52 YT 1 s ¢

4. Si m y n son negativos pero al menos uno de ellos dos es impar, hacemos el
cambio cos x =t si el impar es m. Si el impar es n hacemos sen = = t.

Ejemplo 8.16 Calcular /sen_lx -cosx dx.

-1 92 dx
sen” "x-cos "z dxr = S —
sen x - cos?x
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Hacemos el cambio cos x =t = —sen x =t y obtenemos

dx _ dt
sen - cos?x (1—1¢2)-¢2

Hacemos una descomposicion en fracciones simples

1 A B
- -

D
A+t)A—t)-t2 1+t 1-t 2

+o =

+|Q

Al —)t* + B(1 +t)t* + Ct(1 — ¢*) + D(1 — %)
1+t)(1—1t)-t2
(—A+B—-C)t*+ (A+B—-D)t* +Ct+ D
1+8)1—t)- 2

Identificamos coeficientes y obtenemos el sistema

—A+B-C=0
A+B-D=0 I S v
C—0 :>A—B_§,C_O,D_1
D=1
Por dltimo
a1 fdt 1 [ dt  [dl_
(1—#2)-¢2 7 2 1+t 2 1—t 2

1 1 1 1—-t 1
=—=In|l+t|+ = In|]l —¢t|+ = =1 — 4 = =
5 1+t + 5 in| |+t+C n1/1+t+t+C
1—cos x 1
=1 1/ C
n 1+cosx+cosm+

5. Sim y n son pares y negativos, hacemos el cambio tg « = ¢, del que deducimos

o 14
y sen “x = Foa

_ dt
que cos 2:U:1+t2, dx = T e

Ejemplo 8.17 Calcular /sen_Qx - cos %z dx.

—2 —2 dx
sen” “x-cos “x dxr = e S
Sen<x - cos“x

Hacemos el cambio tg x =t y obtenemos

d 142
* - U g =
sen?x - cos?x 2

1 1
:/(§+1> dtz—;—‘-t-i—C:—ctg r+tgx+C
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8.12 Integrales irracionales

. . . . a
a. Si en el integrando aparece la expresion v a2 + b?z?, hacemos el cambio z = 3 tg t,

resultando /a2 + a?tg?t = a - sec t.

b. Si en el integrando aparece la expresién v/a? — b%?z2, hacemos el cambio z =

a
3 Sen t, resultando va? — a?sen?t = a - cos t.

c. Si en el integrando aparece la expresién vbz? — a2, hacemos el cambio xz =

% sec t, resultando va?sec?t —a? = a - tg t.
d. Si aparece la expresién vx2 + bz + ¢, hacemos Vz? +br+c =t —x y se

transforma en una integral racional.

e. Si aparece la expresién v/ —a2 + bz + ¢ = y/(a + x)(3 — z), hacemos —x? +ba +
¢ = (a+ x)*t? y se transforma en una integral racional.

8.13 Integrales binomias

Son de la forma fmm (a + bz™)Pdzx, siendo a,b € Ry m,n,p € Q, distintos de cero.

Para resolverlas, hacemos el cambio " = ¢ y obtenemos una integral de la forma
1 q p
— [t a+bt)” dt
n

en la que se pueden presentar los casos siguientes:

a. p es un numero entero positivo. Desarrollamos (a + bz™)? y obtenemos una
suma de integrales inmediatas.

, T . . s
b. g es un nimero entero y p = — racional. Hacemos el cambio a + bt = z°.
S

a+ bt s

=z .

T , .
c. pyqg= " son numeros racionales pero p + q es entero. Hacemos

d. p<Oenteroyq= " racional. Hacemos t = z°.
S

Ejercicios resueltos

352
8.1. Calcular \/ﬂix dx.
VX
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Resolucién. El minimo comun multiplo de los indices de las raices es 6. Por lo
tanto, hacemos la sustitucién = t® y tenemos que

3, 44 6 L7 6/
/t ;’;t 6t5dt:6/(t5+t6)dt:6<%+t7) C=z+6 - +C

8.2. Calcular/ sen®x dx.

Resolucién. Mediante la sustitucion cos € =t = —sen x dx = dt, obtenemos

3 3
/sen2x‘senxdm:7/(17t2) dt:f(tf%)JrC:—costrcongrC

dx
8.3. CalCular/ mdx.
Resolucion.
dx do — dx 71 dx B
22 +4x+8 7 | (z4+2)24+4 4 <x+2)2+1_
2
1
— dx
1 2 1 T +2
=-.2 | —=— == tg [ =—=
1 / z+2\2 2“Tcg<2)+c
(2) +1

8.4. Calcular/ x-e* dx.

Resolucién. Por partes
u=z=du=dx

dv=ce"dr=v=¢"

/x-em dz::w-em—/ezda::x~ez—ez+0

8.5. Calcular / e* . sen x dx.

Resoluciéon. Integramos por partes
u=¢c" = du=¢e" dx

dv =sen x dx = v = —cos ©

I:/ez~sen:cdx:fez-cosx+/ez-cosxdx



176 Capitulo 8. La integral indefinida

Aplicamos de nuevo integracién por partes
u=-¢e" = du=¢e" dz

dv=-cosz dxr=v=senx

I:/ez‘senxdaz:—ez-cosm+6z~senm—/ez~senxda¢:

=—€"-cosx+e’-senx—1
Por tanto:

I+I:2I:fez~cosx+ez-senx:>1:76 -cosx;e ~senm+c

8.6. Calcular I = / arctg x dx.

Resolucion. Integramos por partes

I:/arctgmdx:x-arctgxf/1:17_;_(?2:x-arctgxf%ln(lerQ)JrC

3
8.7. Calcular I = w dx.
x2—-5x+6

Resolucién. Puesto que el grado del numerador es mayor que el grado del denomi-
nador, efectuamos la divisién

(x+5+721$_29 )dw—x—2+5x+ _2le=29 dx
z2 —5x+6 T2 (z —2)(x — 3)
Descomponemos en fracciones simples

2220 A A Air -3+ A —2) _
(z—2)(z—-3) -2 =x-3 (z —2)(z —3) -

(Al + Ag)x — 341 — 2A,
(z —2)(z —3)

Identificamos coeficientes

A+ Ay =21 B -
—3A; —2A5 = —-29 } = A1 = —13, A, =34
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21z — 29 —-13 34
/(:E—S)(x—Q) dmi/x—de_F/x—?)dx
_z

I= 5 +5z—13-In |z —2/+34-In |z —-3]+C

dx
8.8. Calcular / m.
Resolucién.
1 A Ay As
C-1P@+) 7-1 (@-12 241"

Ar(z —1)(z +1) + Ao(z + 1) + As(z — 1)*

@-D2(e+1) -

(A1 + As)a® + (Ay — 243)x — Ay + Ay + As
(2 — D2 +1)

Identificamos coeficientes

A1+ Az =0 1 1 1
A2—2A3:0 :>A1:_Z7 142257 AS:Z
—A1+Ar+A3=1
_1 1 1
4 2 4
= [ 4 2 4 =
1 xfldaj+/(:rfl)2dm+/:v+1 x
1 1 1 1
x-dx
8.9. Calcular / R rxt =11 .
Resolucion.
T Ar + B C

(@2+z+D(z+1) 224+2+1 z+1

Procedemos como en el ejercicio anterior e identificamos coeficientes
A=B=1,C=-1

La integral se reduce a dos integrales més sencillas

rz+1 dzr 1 2x + 2
— dz — de == | ———— dz —1 1| =
/$2+x+1 : /:z:+1 ’ 2/$2+x+1 v in o+l
1 20+ 1 1
== dr —1 1| =
2/<$2+x+1+x2+x+1> z—inlz+1|

1 ) 1 1
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Por 1ltimo, tenemos que resolver la integral

/ 1 dm—/ dx _4/ dz _
2 1 N2 3 3 4 1\2 -
S (s +3) % g (r+g) +

2 S
2
4 b2/ N _
3 @gbqﬁ4_3 <a+iyﬂ_
V3 V3 V3 V3
2z 1
= arct (——i——) +C
g /3 3
dx
8.10. Calcular / m.

Resolucion. El denominador no tiene raices reales. Vamos a utilizar el método de
Hermite

Q) = 9+ 22)?
Q(x)=2-(9+2%) 2z
Q*(z) =m.cd. {Q(x),Q (z)} = 9 + 2*

Por tanto
1 _i(AerB) Cz+D
(9+22)2  dr \ 9+ a2 9 + 2
. T+ . . .
Derivamos e identificamos coeficientes
9+ x2
C=0
—-A+D=0 _n_ 1 o
9B t9c=0 (TATP= g B=0=0
9A+9D =1
Resultando
T 1 dx T 1 T
=% 1 - L t()C
80+22) ' 18 /9+m2 B8O+ "5 W 3) "
8.11. Calcular I:/ dix
3 + cos x

Resolucién. Hacemos = = 2 - arctg t (seccién 8.8)

1—/ 1 2-dt_/ dt _1/ dt _
- _2' 2 2 Y i N2
11— 1+t 2+2 2 ( )+1

3+ 1+4¢2
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V2
2

2
72:7(17'&9
)+1

1
Sh el
t V2

V2

—2arct (Lt E)—&-C’
2 Iz Y2

/
o~

8.12. Calcular/ cosec x dx.

Resolucién. La haremos mediante el cambio = 2 - arctg t (seccién 8.8)

1+t° 24t dt T
1= . = [ —=In|t =In|tg =
/ 2% 148 p =inll+o n‘g2‘+0
/%2
8.13. Calcular / vxi+4 dx.
X
Resolucién. Mediante el cambio x = 2 - tg t (seccién 8.9), se convierte en racional
7— \/4‘t92t+4.2dt_2 sec t dt _ o dt
h 2-tgt cos?t tg t-cos?t sen t - cos?t
Hacemos t = 2 - arctg z (seccién 8.8)
2dz
I—9. 1+ 22 2o (1+ 22?2 dz
B 2z (1722>2_ z- (1 —22)2
1422 \1+422

Y mediante una descomposicién en fracciones simples

(1+22)*
z(1 — 22)?

A A As A A

+ +

z 1+z (1422 1-=z

Identificamos coeficientes y resolvemos el sistema

A =1,

Resultando

AQZO, Angl, A4:0yA5:1

122'/ (%*(1+1z)2+

siendo

8.14. Calcular I :/

1 2
dz=2-1 _c
(1—z)2) z n|z|—|—1+z+
L 2 +4—2
2 4+44+2

dx

(x+1)\/x2+x+1.

(1—2)?

2
1—=z

+C
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Resolucién. Mediante el cambio 2® + x + 1 = (¢t — )? tenemos que

t?—1 Dodp = 2% + 2t + 2
2t+1 T2t +1)2

1 22 +t+1
I= 5 5 A At )dt:
t?—1 -1 (2t + 1)
+1)(t—
2t + 1 2t + 1

2 dt 1 1

z+Vx+x+1
T+2+Vrz+az+1

dt

t
—l"‘m’w—l”‘

8.15. Calcular/ cos *x dx.

Resoluciéon. n —2 = —4 = n = —2.

Utilizamos la férmula recurrente

n-I, =cos" ‘x-sen x + (n—1) In_2

resultando
—2.-] 5= cos 3z - sen z—3-1_4=
2 1 senx 2tgx sen x
I 4 =-1_ =
tT 3 + 3 cos3w 3 3 cos3x
ya que

cos?x

172:/ dz =tgax+C

8.16. Calcular/ sen *x dx.

Resolucién. n —2 = —4 = n = —2.

Utilizamos la férmula recurrente
n-I,=cos" 'z -senxz+(n—1) I, o

resultando
—2- ] o=—sen *z-senz—3-I_4,=
2

1 _
[,4:§I,z—§sen 3¢ . cos & =
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_ 2 _ 1 _ 2 1 _
/sen Yz do = 3 /sen ’z d:c—g sen Qx-cosmz—g Ctgm—g se‘n 3z -cos z+C

ya que
d
I_2:/ < =—ctgx+C

8.17. Calcular/ x8 \3/1er3 dx.

Resolucién. Es una integral binomia (seccién 8.10). Hacemos el cambio z° =t =

322 dz = dt y resulta

I:% /t2(1+t)% dt

Y haciendo 1+ ¢ = 2® = dt = 322 dz:

[:é /(z3—1)2~z~3z2 dz:/(z9—2z6+zd) dz =
210 22:7 24
07 Tates
YA+a)0 23/ (T +2%)7 /(1 +2%)°
- n - - + 9 +C

Ejercicios propuestos
Calcular las integrales:

8.18. / tg x dx

x dx

8.19. _
Vx24+5

8.20. | X 4x
1 + sen2?x

8.21. / sen’x dx

8.22. / sen’x cos x dx
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arcsen x dx
8.23. - -
/ V1 —x2
8.24. /x cos x2 dx
8.25. / V2 X gk
2-—x
8.26. / dx
x2+x+1
8.27. /x sen x dx
8.28. / In x dx
In x
8.29. — dx
x
8.30. / x dx
sen?x
8.31. / sen(ln x) dx
3x — 2
.32. —d
8.3 / x2 -4x+5 N
8.33. / e?resen Xdqx
8.34. / arcsen x dx
8.35. /x VvV1+x dx
2
X
8.36. /x3+3x2 — dx
8.37. / dx
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8.38 M dx
*9C. (x2 +1)2

dx
8.39. —
[t
8.40. /m dx
1+sen x
8.41. /tg3x dx
8.42. / x 2 (1+x3) % dx
8.43

,/#dx
VX2 +2x+4
/\/x3—1
. — dx

x

8.44

8.45. / (1 +tg x)® dx

1 3
8.46. / (A+sen x)?
COS X

4x
8.47. — dx
/ V1 —4x4
[arc sen x
8.48. / H_xz dx
8.49. / In (1 —+vX) dx

8.50. / x® . arc tg % dx

8.51. / arc sen % dx

8.52. / 1 &
(x2—3)2
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Capitulo 9

La integral definida

El problema de hallar el drea bajo una funcién f(z) y el problema de calcular la
tangente a la funcién en uno de sus puntos, son los que han dado origen al Célculo
Infinitesimal. En este capitulo abordamos el primero de ellos. Consideramos la integral
definida como un &rea, pero dicha integral puede evaluar otras magnitudes depen-
diendo de la funcién f(z) del integrando, tales como volumenes, longitudes, trabajo,
momentos, etc.

9.1 El area bajo una funcién f(x)

Sea f(z) una funcién definida en [a,b], tal que f(z) > 0, Vz € [a,b]. Consideramos
una, particion

P ={zo,z1,...,xn}

de [a,b], con z; < zi41 (0<i<n—1),z0=ay z, =0

0 a=xXq X1 X eee b=x,

Figura 9.1

Llamamos norma de la particiéon P a la amplitud del mayor de los intervalos de
dicha particién, § = maz {|z; — zi—1|}.

Sean m1 y M, el infimo y supremo de la funcién f(z) en [z, z1]. En dicho intervalo
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[0, z1] las dreas s1 y S1 de los rectdngulos de alturas mi y M; son
s1 =mi(z1 —x0); S1 = Mi(z1 — x0)

El drea A;, entre la funcién f(z) y el eje OX en [zo,x1], estard acotada entre s1 y
S1, esto es
s1<A1 <5

En general, si m; y M, representan el menor y mayor valor que toma f(z) en
[xi—1, 2] tenemos que

si =mi(xi — xim1);  Si = Mi(zi — xi—1)

El drea A;, entre la funcién f(z) y el eje OX en [x;—1, x;], estard acotada entre s;
y S, esto es
5 <A < S
y sumando todos los intervalos de la particién P tenemos que

n

5= ic‘?i = iml(xz —zi—1) < iAi < iMz(-Tz —Ti1) = ZSi =S (I
i=1 i=1 i=1 i=1

1=1

n
siendo Z A; = A el drea comprendida entre f(z) y el eje OX entre z =a y x = b.
i=1
Cuanto m4s fina sea la particién P (cuanto menor sea la norma ¢§), més se aprox-
iman s y S al valor de A. Cuando la norma tiende a cero, s y S tienden a A como
limite.

Tomamos t; € [z;—1,2;] y tenemos que
ms < ft) < M;

El 4rea bajo f(z) entre z = ay « = b es igual a
A= fims = Jim 3 )0~ 2i-) = fim S

Esto es, el drea comprendida entre f(z) y el eje OX, entre las abscisas ¢ = a y
z = b, se puede expresar como la suma de infinitos rectangulos de altura igual al valor
de f(x) y cuyas bases tienden a cero.

Vamos a ver ahora la relacién existente entre la integral de una funcién f(x) y el
area bajo dicha funcién y que el calculo del anterior limite se puede reducir al cédlculo
de la primitiva de f(z).

9.2 El area y la integral

Sea y = f(z) una funcién continua en un intervalo [a,b] C IR. Sea x € [a,b] y sea s(x)
el drea bajo f(z), entre a y x. Si z experimenta un pequernio incremento Az, s sufre
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un incremento As, de modo que dicho incremento queda acotado por la dreas de los
rectangulos inferior ABCD y superior ABEF (ver figura 9.2).

Figura 9.2

Area rectangulo ABCD < Area bajo flx) < Area rectangulo ABEF

Esto es
AC - Az < As < BF - Az

Si dividimos por Az
AC < As < BF
Az

Si Az — 0, BF tiende a AC como limite (ver figura 9.2), tenemos que

%:Ezyzdszy-dmisz/f(x)-dx

que se designa por F(z) + C. Por tanto
s=F(z)+C

Hemos relacionado el drea bajo f(z) y la integral de f(x). Este resultado es
conocido con el nombre de teorema fundamental del Célculo.

Para determinar C', se observa que s = 0 cuando x = a. Sustituimos
0=F(a)+C = C=—F(a).

Entonces
s=F(z) — F(a)

El 4rea total bajo f(x), entre x = a y x = b, serd
s =F(b) — F(a)

El resultado anterior se representa con el simbolo

b
/ f(@) do = F(5) — F(a)
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y se conoce con el nombre de regla de Barrow. Se lee “integral de f(z) desde x = a
hasta x = 0", donde a es el llamado limite inferior y b el Iimite superior.

b
/ f(x) dz se conoce con el nombre de integral definida.

Recordando (I), tenemos que
b n
[ 1) do = tim > fiee —een) (1)

b
Hemos considerado la integral / f(x) dx como el drea, pero dicha integral nos

permite evaluar otras magnitudes dependiendo de la funcién f(z) del integrando. Con
la integral definida se pueden calcular volimenes, longitudes, trabajo, momentos, etc.

9.3 Propiedades de la integral definida

Si f(z) es una funcién continua en [a, b], se verifican las siguientes propiedades:

1. Si g(z) es también continua en [a, ],

/a @) + 9(@)] do = / fe) dat / () do

/:k-f(x)daz:k:/abf(:r)dx

/abf(a:) dxz[f(a;) dm—i—/cbf(m) dz
./abf(:c)dx——/baf(x)dw
| ‘/abf(m) aa S/:If(:v)l da

6. Si f(z) < g(x) en [a,)],

2. SikeR,

3. Sic€ la,b],

N

ot
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9.4 Teorema del valor medio

Teorema 9.1 Si f(z) es una funcidn continua en [a,b], existe al menos un punto
a € [a,b] tal que

b
/ flx)de=(b—a) fla).

El teorema anterior afirma que el drea comprendida bajo la funcién f(z), entre a
y b, es igual al drea de un rectdngulo de base b — a y altura f(«) (ver figura 9.3).

Figura 9.3

9.5 Cambio de variable en una integral definida

Al efectuar un cambio de variable en una integral definida, se suelen hallar los limites
de integracién correspondientes a la nueva variable, evitando asi el trabajo de tener
que deshacer la sustitucién y recuperar la variable primitiva.

Ejemplo 9.1 C’alcular/ Vz dx

/fd Q*ﬁ} %

Si hacemos © = t* = dx = 2t dt, tenemos que para x = 4, t = 2, y para
=29, t=3. Por tanto

2t3 38
de = | 2t* dt = ==,
/\F v /2 [3}2 3

9.6 Volumen de revolucion

Sea f(z) una funcién continua en el intervalo [a,b]. Deseamos hallar el volumen de
revolucién engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por f(z) y OX
entre las abscisas t =a y x = b.

Realizamos una particion P = {xo, 1, ...,z } del intervalo [a,b], con zo = a'y
T, = b, como hicimos en la secciéon 9.1. Un rectdngulo de base x; — z;—1 y altura
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f(t:), ti € [zi—1,zs], engendra al girar un disco de radio f(t;) y altura z; — z—1.
La suma de los volimenes de todos los discos que origina la particion P, es igual al
volumen total buscado

V= lm Z 7 ) (@i — 2ima)

que, considerando la funcién g(z) = 7 - [f(z)]? y recordando (II), es igual a

n

b b
V = lim g(ti) (s — zi—1) = / g(z) de = 7r/ [f(2)]? dx

5§—0
i=1

—.

Figura 9.4

9.7 Longitud de un arco

Sea f(z) una funcién continua en [a,b]. Sea P una particién del intervalo [a,b]. La
longitud de la cuerda P;—1 P; es

PiiP; = \/[f(@i) = flwim)]2 + (i —2i—1)? =

= \/1 + @) = Fli-)]? (T — Tiz1)

(i —xi-1)?



9.8. Area de la superficie de revolucién 191

Figura 9.5

Segun el teorema del valor medio de Lagrange (seccién 6.16), existe un punto
t; € [zi—1, ;] en el que la pendiente de la recta tangente, f’(¢;), es igual a la pendiente

de la cuerda
J(xs) = f(wio1)

Ti — Ti—1

zlP \/1+ f/ l‘zl

Cuando 4 — 0, la suma de las longltudes de las cuerdas P;_1P; sera igual a la
longitud L del arco de curva f(z) desde x = a hasta x = b. Y recordando (

—hm Z«/ [f'(ts —Ti—1) /UlJr dy dm
L—/d\/1+<z)2dy

yva que la longitud del arco L es la misma integrando desde x = a hasta x = b, respecto
al eje OX, que integrando desde y = ¢ hasta y = d, respecto al eje OY.

lo que implica que

O también

9.8 Area de la superficie de revolucion

El drea buscada sera igual a la suma de las areas laterales de los troncos de cono que
origina la particién anterior P, cuando § — 0.

Hemos visto en la seccién anterior que

zlP \/1+ f/ xz_mzl

Por otra parte, la superficie lateral de un tronco de cono es w(R + r) I, siendo R
y 7 los radios de las bases y [ la longitud de la generatriz.

Por tanto, el area lateral de uno de dichos troncos sera:

S, — o % TF PO (2 — i)

Por ser f(z) continua, existird al menos un punto t; € [z;—1,z;] tal que

fai) + f(wi-1)

f(t) = 5
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El 4rea total sera

n

§ = lim Z% ) 1+ [/ )2 (2 —2i1) =

=1

b

=2m flx)1/1+ (%)2 dx

a

d 2
S =27 / ya/1l+ (di) dy
¢ dy
b 2 d 2
L= 1—&—(@) dx = 1+(d—1) dy
" dx . dy

9.9 Volumen de un sélido de seccion conocida

o también

ya que

Al girar alrededor del eje OX, el drea plana limitada por la funcién f(z) y el eje OX,
entre las abscisas © = a y x = b, genera un volumen igual a

/a @) de

Podemos interpretar el integrando 7 [f(z)]? como el 4rea del circulo determinado
por la interseccién del volumen de revolucién con un plano perpendicular al eje OX, a
una distancia z del origen de coordenadas. Andlogamente, si la seccién determinada
en un sélido por un plano perpendicular al eje OX, a una distancia x del origen, es
igual a A(x), entonces el volumen total serd

V:/abA(x) d

Ejercicios resueltos

9.1. Calcular el area limitada por la funcién f(x) = e* y el eje OX entre
las abscisas x =0y x =1n 2.

Resolucion. El area del rectangulo vertical de ancho dx y altura igual a e” es
€® - dz. La suma de las dreas de los rectdngulos, desde x = 0 hasta z = In 2 es (II)
igual a (ver figura 9.6)

In 2
/ e’ dr = [ez} =em?2 " =2—1=1 unidad de super ficie
0
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dz,
14
6I
%
in 2
Figura 9.6
9.2. Hallar el drea limitada por y =x2, larecta y = —x+ 2 y el eje de

abscisas.

Resolucién. El 4rea total serd igual a la suma de las 4reas bajo y = 2, desde
2 = 0 hasta = 1, més el drea bajo y = —x + 2, desde x = 1 hasta = 2 (ver figura

9.7)
1 2 391 2 2
2? dx + (—J3+2)d£€=|:£:| —|—{—x—+2x} =§u.5.
0 1 3 1o 2 1 6

dx
dx,

Figura 9.7

9.3. Hallar el drea comprendida entre la pardbola x=8+2y —y? y
el eje OY, entre las ordenadas y = -1 e y = 3.

Resolucién. Integrando respecto al eje OY:

3
/ (8+2y—y®) dy = {8y+y27%

-1

9.4. Hallar el drea limitada por las funciones y = x% e y = x.

Resoluciéon. La altura del rectangulo vertical, de ancho dx, es igual a la diferencia
de las ordenadas de y =z e y = z°. Su érea serd igual (z — 2?) - dz. La suma de las



194 Capitulo 9. La integral definida

areas de los rectangulos serd (ver figura 9.8)

dz

Figura 9.8

9.5. Calcular el drea limitada por la funcién f(x) = x> — 4 y el eje OX,
entre las abscisas x = -2 y x = 4.
4

Resolucién. El valor de la integral / (:v2 — 4) dx es cero, debido a que el drea
—2
toma un valor negativo entre z = —2 y & = 2, por ser negativos los valores de f(z) en
dicho intervalo, y toma un valor positivo entre x = 2 y « = 4, por tomar f(z) valores
positivos en ese intervalo. Para evitar esto, debemos hacer (ver figura 9.9)

2 4 64
A:—/ (x2—4) d:v—i—/ (m2—4) dac:?u.s.
2

—2

2

\

Figura 9.9

2

9.6. Hallar el area limitada por y; = 6x — x“ e y2 = x? — 2x.

Resolucién. Las pardbolas y; = 6z — 22 e y2 = x? — 2z se cortan en los puntos de
abscisaz =0y x = 4.
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El 4rea del rectdngulo de altura y; —y2 = 62 — 2® — (2% — 22) = 8x — 222 y base
dzx es (8 — 22?) dx. La suma de las dreas de los infinitos rectdngulos desde z = 0
hasta = = 4 es igual a (ver figura 9.10)

Figura 9.10

9.7. Hallar el 4drea limitada por la pardbola y? = 4x y la recta y = 2x — 4.
a) Integrando respecto a OY. b) Integrando respecto a OX.

Resolucién. a) Los puntos de corte de ambas funciones son (1,—-2) y (4,4). Por
otra parte, el rectdngulo horizontal de altura dy y longitud igual a la diferencia de las

4 4 P
abscisas de la recta y la pardbola y;— - yz, tiene un area igual a (% — %) dy.

El 4rea del recinto sera

Figura 9.11

b) Para integrar respecto a OX, dividimos el recinto en dos partes
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dx

0U2 4

Figura 9.12

Entre £ = 0 y = 1 la altura del rectdngulo es igual al doble de la ordenada
y = v/4x, mientras que entre x = 1 y & = 4 su altura es igual a la diferencia de
abscisas de la pardbola y la recta, v4z — (22 — 4). Por tanto

/12¢de+/l4(\/f—(2x—4)) dr =9 u.s.

0

9.8. Hallar el area de un circulo de radio r.

Resolucién. Consideramos el circulo 22 + y? = 2. El 4rea es

4/T\/r2—x2 dx
0

Hacemos x =17 sen t = dx =1 cos t dt y tenemos que

E £ 2
4/ r? cos’t dt = 47’2/ H% dt = mr? u.s.
0 0

9.9. Hallar el area del menor de los sectores que la recta x = 2 determina

en el circulo x* + y? = 25.
5
2/ 25 — x? dx
2

Hacemos x = 5 sen t y tenemos que

Fl Fl
2/ V25 — 25 sen?t 5 cos t dt = 50/ cos’t dt =
2
a’l‘cseng a

rcsen 2
5

Resolucion.

5 1 bl
:50/ + cos 2t dt:25[t+sen Qt}z _
“ 2 2 2

rcsen 5

5 2
=25 [arasen % + %\/ 25 — 12} = —25 arcsen % + % —2v21 u.s.
2

a’rcsen%
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9.10. Hallar el volumen generado en la rotacién del recinto limitado por
la pardbola y? = 8x y la recta x = 2, alrededor del eje OX.

Resolucién. Tomamos un rectdngulo de ancho dz y altura y = v/8z que engendra
un disco de volumen 7 y? dz = 7 8z dz, al girar alrededor del eje OX (ver figura
9.13).

(2:4)

V8z

Figura 9.13

El volumen total serd igual a la suma de los volimenes de los discos, desde x = 0
hasta = = 2, esto es

2
V= 7r/ 8x dx = 167 unidades de volumen
0

Otra forma de hacerlo seria tomando rectangulos horizontales, como se aprecia en
la figura 9.14:

(2,4)

dy

Figura 9.14

Al girar el rectdngulo de la figura alrededor del eje OX engendra un anillo de radio
2

y =+8x, altura 2 —x = 2 — % y grosor dy. Cortamos longitudinalmente el anillo y
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lo transformamos en una ldmina de longitud 27y, altura igual a 2 —z = 2 —3%/8 y
grosor y (ver figura 9.15).

dy
L
B iﬂ-H -
dy
y
—_

2Ty
Figura 9.15

El volumen del anillo serd igual al volumen de la ldmina de la figura 9.15:

2
2y (2 —x) dy = 27y (2— %) dy

El volumen total sera igual a la suma de los voliimenes de los anillos desde y = 0
hasta y = 4, esto es

4 2
V:27T/y(2—y—)dy:16ﬂ'u.v.
o 8

9.11. Hallar el volumen generado en la rotacién del recinto limitado por
la pardbola y?> = 8x y la recta x = 2 alrededor de dicha recta.

Resolucién. Tomamos un rectdngulo de ancho dy y longitud igual a 2 —z. Al girar

2
alrededor de la recta z = 2 engendra un disco de volumen w(2—xz)? dy = 7 (2— %) dy
(ver figura 9.16).

(2:4)

dy

Figura 9.16

El volumen total V' serd igual a la suma de los volumenes de los infinitos discos,
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desde y = —4 hasta y = 4, esto es

4 2\ 2
Y 256m
V=2 22 ) dy= " uw.
”/0( §) du="g5 we

Otra forma de hacerlo serfa utilizando anillos. Tomamos un rectangulo vertical de
ancho dz y altura y = v/8z. Al hacerlo girar alrededor de la recta z = 2 engendra un
anillo de radio 2 — z, altura y = v/8z y ancho de la pared igual a dx (ver figura 9.18).

(2,4)
d
Yy
0 2
Figura 9.17
dx
e
y i H - H y
2 — x 271'(2 — l‘) dl‘
—_
Figura 9.18

El volumen del anillo serd igual al volumen de la ldmina de la figura:
2r (2—z) ydx =27 (2—z) V8zx dx

El volumen total V' serd igual al doble de la suma de los volumenes de los anillos.
Esto es

2
V=47r/ (2—x) \/Sxdac:%uv
0

9.12. Hallar el volumen engendrado al girar el circulo x> + y? = 4 alrede-
dor de la recta x = 3.
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Resolucién. Tomamos un rectangulo horizontal de ancho dy. Al hacerlo girar
alrededor de la recta x = 3 engendra un disco con radios exterior e interior iguales a
34+ x y 3 — x, respectivamente. El volumen de este disco serd

2

734 z)?dy — (3 — x)’dy = 7r(3—|— 4 — y2)2dy - 7r(3 — /4 - y2) dy =

= 12m\/4 — y2 dy

Figura 9.19

El volumen total es

2
V:2/ 12m/4 — y? dy = 247° u.v.
0

La integral anterior podemos resolverla mediante el cambio y = 2 sen t.

Si deseamos calcular el volumen anterior utilizando anillos, tomamos un rectdngulo
vertical de ancho dz y altura 2y = 24/4 — 22, que al girar alrededor de la recta x = 3
engendra un anillo de radio 3 — z, altura 2y y grosor dx. Esto es

Figura 9.20

Si procedemos del mismo modo que en problemas anteriores, el volumen del anillo
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es
2m(3 —x) 2y do =27 (3 — x) 24/4 — 22 dx

El volumen total:
2 2 2

V=27T/ 3—=x)2 4—m2dac=47r/ 3 4—x2dm—47r/ x4 —a? de
—2 —2 —2

La primera integral podemos resolverla con el cambio de variable z = 2.sen t,
mientras que la segunda podemos hacerla con 4 — 22 = ¢, resultando

V = 2472 w.v.

Nota. En este caso no seria licito escribir el doble de la integral desde cero hasta
2, ya que los volimenes desde -2 hasta 0 y desde 0 hasta 2 no son iguales.

9.13. Hallar el drea de la superficie de revoluciéon generada al girar la
funcién x3 = 3y entre las abscisas x =0y x = 1.

Resolucion. 5 )
_T Ay _ e (@) 14t
y_3:>dx—x =1+ du =1l+=z.

Por tanto, la superficie A es
1.3
x
A=27 / — V1+4+ztde
0 3
Hacemos el cambio 14 z* =t y resulta A = g (V8—1) u.s

9.14. Hallar la longitud de la curva y = x2 entre x = 0 yx=1.
Resolucién.
dy 3.
dr ~ 2
La longitud L es

/1/1+ 2pt dm—/g/ a: 13 _8 u.l.
resuelta mediante el cambio 1 + Z =2

9.15. Hallar la longitud de la curvay = In x desde y = 0 hastay = In (2V/2).

Resolucién. y =In ¢ = x = e¥ = dz/dy = €Y. La longitud L es igual a

b A 2 In(2v2)
L:/Hl—i—(@) dy = V1+e2v dy
a 0

con el cambio 1+ e* = 2, resulta L = 3 — (%) In2—v2—In(V2-1)ul.
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9.16. Hallar el volumen de un sélido de base circular de 4 unidades
de radio sabiendo que toda seccién determinada en él por un plano per-
pendicular a un didmetro fijo es un tridngulo rectangulo isésceles con la
hipotenusa en el plano de la base.

Resolucién. Consideramos el circulo 2 + y? = 42 (ver figura 9.21).

=

Figura 9.21

El drea del tridangulo seccién, a una distancia x del origen de coordenadas, sera

2y-y
S ===
2

=y*=16—2z°
ya que su altura h es igual a y.
El volumen pedido es

4 4
Vz/ (16—x2)d1’=2/(16—x2)da::@u.v.
0

—4

9.17. Resolver el problema anterior si la seccién es un cuadrado.

Resolucién. El area de la seccidon determinada por un plano perpendicular al eje
de abscisas, a una distancia x del origen, es

S=(2y)° =4y =4-(16 — z%)

El volumen total V del sélido es

4 4
V:/ 4-(167x2)dx:8/ (16712)dx:%uv
0

—4

9.18. Idem si la seccién es un semicirculo.

Resoluciéon. El drea del semicirculo seccién es

g— w.y?

2

(16 — z°)

ol
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El volumen V del sélido es

Yo Y 1281
Vz/ —~(16—:c2)dx:2/ — (16 — 2°) dz = —— u.v.
L2 ) 2 3

Nota. En este caso el sélido es una semiesfera de radio 4.

Ejercicios propuestos

9.19. Hallar el drea comprendida entre las pardbolas y = 6x —x2 e

y =x? - 2x.

9.20. Hallar el drea comprendida entre la pardbola y? = 4x y la recta
y = 2x — 4. a) Integrando respecto a OX. b) Integrando respecto a OY.

9.21. Hallar el area de la elipse de semiejes a y b.

9.22. Hallar el area de cada uno de los recintos en que la parabola
x? = 2y divide a la circunferencia x> + y? = 8.

9.23. Hallar el volumen del sélido engendrado al girar alrededor del eje
OX el tridangulo de vértices A(2,0), B(6,1) y C(4,2).

9.24. Hallar el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el

1
recinto limitado por la funcién f(x) = TV las rectas x = +3.
\ x

9.25. Hallar el volumen generado en la rotacién del recinto limitado por
la pardbola y = 4x — x* y el eje de abscisas, respecto a la recta y = 6.

9.26. Hallar el volumen generado al rotar alrededor de la recta x = 2 el
recinto limitado por dicha recta y la pardbola y? = 8x.

9.27. Hallar el volumen engendrado al rotar el recinto del ejercicio
anterior alrededor del eje OY. a) Mediante discos. b) Mediante anillos.

9.28. Hallar, mediante anillos, el volumen generado en la rotacién del
recinto limitado por y = —x%2 —3x+ 6 y la recta y = 3 — x alrededor de la
recta x = 3.

9.29. Calcular el volumen de una esfera de radio r. a) Mediante discos.
b) Mediante anillos.

9.30. Representar graficamente y = e y hallar el volumen generado,
al girar alrededor del eje OY, el recinto limitado por dicha funcién, el eje
OX y las rectas x =0y x = 1.
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9.31. Hallar el volumen generado en la rotaciéon de un arco de y = sen 2x
alrededor del eje de abscisas.

9.32. Hallar el volumen de un cono de radio r y altura h. a) Mediante
discos. b) Mediante anillos.

9.33. Hallar la longitud de la circunferencia de radio r.

9.34. Hallar el perimetro de uno de los tridngulos curvilineos limitados
por el eje de abscisas y por y =1n (sen x) e y = In (cos x).

9.35. Hallar el volumen de un sélido cuya base es el circulo de ecua-
cién x? + y? — 16x = 0, sabiendo que toda seccién determinada en él por un
plano perpendicular al eje OX es un rectangulo de altura igual al doble de
la distancia del origen de coordenadas al plano de la seccién.
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Soluciones

Capitulo 1

1.21. z

1.25.

1.35.
f) R, g)
1.36.

1.37.

260
110

Racionales: b, c, g y j.

a) (—o0,1), b) (_4/5700)7 c) (_007 _17/4)7 d) (_OO>9/7]7 e) IR_[_275/2L
{3}, h) [1,4/3], 1) 0

a) (—o0,7/4], b) (=3,-2), ¢) (—o0,—2/3), d) 0.
a) (—o00,1), b) (—o0,—-1/3), ¢) (—5,—1), d) [-1,1)U[2,00), €) (—3,—1)U

(1v2)a f) [_17 1}7 g) [2700)’ h) (_007 _2] U (1/57 1/3)a .]) (—OO, _7) U [3700) U {2}

1.39.
(V7,00),

1.40.

1.41.
1.42.
1.43.
1.44.
1.45.
1.46.
1.47.
1.48.
1.49.
1.50.
1.51.
1.52.

( 8 12) b) (700’71/2)7 C) [7\67\/5)7 d) (700,7\ﬁ)u((—1,1)U
[0 OO), 072/3)’ g) (_1>2)7 h) (273] U [778)

a

a)0, b)IN, ¢)@, d) IN, e) F;(IN)=IN, F.(IN) =10
c) R, d) F;() =1, F.(I) =Q
a) IR, b) 0, ¢c) R, d) R, e) F;(R)=10, F.(IR)=0

) IR
e)
a) cierta, b) falsa, ¢) falsa, d) cierta
)
a) 0

sup A=méx A=2, inf A=1. Carece de minimo.

sup B=1, inf B=0. Carece de maximo y minimo.

sup C=1, min C=2/3. Carece de maximo.

méax D=1, inf D=0. Carece de minimo.

inf E=2, sup E3. Carece de médximo y de minimo.

inf F=0. Carece de minimo y supremo. No estd acotado superiormente.
max G=8/15, inf G=0.

inf H=a, sup H=d.

a) AU B = [1,4]. Interior de AU B = (1,4). Adherencia de AU B = [1,4].

Fi(AuB)={1,4}. F.(AUB)={4}. Min AUB =1, mdx AUB = 4.
b) AN B = (2,3). Interior de AN B = (2,3). Adherencia de AN B = [2,3].
Fi(AnB)=0. F.(AnB)={2,3}. Inf AnNB=2,sup AN B = 3.

1.53.

A={nt2

n+17

1.54.

Int A=(2,3). Adherencia A=A U {1}. Derivado A=[2,3] U {1}. Aislados
n€ N} Fi(A)= {2 neIN}U{3}. F.(4)={1}.

n

13.26, 4.48, 65.18, 24.95

Capitulo 2

2.23.

\/g. 6%7‘
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2.24. 2.3,
2.25. ¢3!
2.28. /2 z o5, con k=0,1,2.

3

229. 1 x,,,, , conk=0,1,23.
il

2.30. 2 pizkn, con k=0,1,2.
3

2.31. 22 — 42 +5=0.
1 4

232 — — — ..
7 1!

2.33. —2 + 2i. Raices: \/%Tum ,con k=0,1,2.

3

D] —

.11 1
2.34.—zy§+§-z7zy§—

2.35. —1/2+£+/3/2 1.
237.b6=0, a € R.

2.38. a =0, b € IRy viceversa.
2.39.a=0, b=0.

_ 2km
71275
2.50. 1.54 +1.32 3.

241. «

2.51. 1.75 1.

Capitulo 3

3.27. a) n2n+5' b) a7z = 5;% c) 10 d) diverge.
3.30. 3

3.32. 0

3.33. 2.

3.34. 0

3.38. 2 (Stolz).

3.39. aqu (Stolz).

3.40. 0 (Stolz).
3.41. In a (haciendo /a—1=1).

342 @1

Ina’
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3.43. Vab.
3.44. 3.

Capitulo 4

4.42. Div. (criterio general)

4.43. Div. (crit.gen.)

4.44. Div. (comparacién serie armonica)
4.45. Conv.(Raabe)

4.46. Div. (D’Alambert)

4.47. Div. (D’Alembert)

4.48. Conv. (Pringsheim)

4.49. Div.
4.50. Zl m Convergente (Raabe). Suma=3.
4.51. Z m Convergente (Raabe). Suma=1.

1

3
Il

4.52. % (serie geométrica).

4.53. 12.
4.54. -0.095.

Capitulo 5

5.33. IR.

5.34. R—{-2,2}.

5.35. (—00,—v/2) U (v/2,0).

5.36. [—1,1].

5.37. (—2,0].

5.38. (—2,2).

5.39. (—00,2) U (2,00).
5.40. [1,100]

5.41. (0,00) — {k,k € IN).

542 [T 4km 2+ lwr)Jc cz.

s
4
5.43. IR.
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544, T+ 2km
5.45. [-1,1]
5.46. 0.
s [o.]]
5.48. f(z+1) =12z% + 20z + 13
5.49. a) f~'(x) = \/cos g b) fH(x) = é arcsen %
5.52. y=2(3z+2)2
5.53. y =4z — 2.
354 a) (Foa) = 5o b) (o N = (25) 5
5.55. A:tgx-a2;b2.
5.56. 5.
5.57. n=2-In6.
5.58. Es continua Va, a € Z.
5.59. Discontinua en z = g + k7 de una unidad de salto.
5.60. Discontinuidad esencial en x = 0.
5.61. Discontinua en x = 3, de dos unidades de salto.
5.62. Discontinuidad esencial en x = 1.
5.63. Discontinua en z = 1 de salto —1.
5.64. Discontinuidad evitable en z = 0.
o s={ 1128,
5.66. n =0.
5.67. Continua en x = 1. Discontinua en el resto.
5.69. -2.0625

Capitulo 6

6.41.

6.42.

6.43.

010 = =g VI = G

a) y =2x.cos 2> b)y =2.sen z.cos x c)y = 2x.2.sen x>.cos z.

y' = (sen z)"9 *. in (sen ) + COSQx.

cos?x
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6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

6.49.

6.50.

6.51.

6.55.

6.56.

6.57.

6.59.
6.61.
6.62.
6.63.

6.64.

6.65.
6.68.
6.69.

6.70.

6.71.

6.72.

, lny—%
y=—=.
na—2
I N N S
) ( ) n (x+2)n+l'
Yy (=" -n! (x_g)n+1+(x_3)n+1 .
(n _ (1. !.{ 5 _ 3 ]
Y (=1D)"-n (z — 2)nt1 (z — 1)+t
y(n _ (—1)%.4”‘.608 4x si n impar
(—=1)% .4".sen 4z si n par
;L 2zy — y?
T 2wy — a2’
) areseny —y*
QY — ——
1—y2

, ay-cosx-ln(zy)+y-senxz—zxy-lny

v= 2 —x-sen
a=3, b=2.
dy 2(x® +x +1) - cos’x
du etg . (2x 4+ 1)2
1 ( Sugerencia: Hacer % = % : Z—f)
83°39'35"
n > 57.3
e L.
r=0, r ==+l1.
% y 8.
y=(4+£2V5)x.
—0.87 cm/s.
a) -0.00032 cm/s. b) -0.4 cm?/s.
a) _—\[70 m/min. b) 2v2m. c) % m.
2.4 unidades por segundo.
1

xr = —.

3



210

Capitulo 9. La integral definida

2
6.73. —3 unidades por segundo.

11
6.74. (=,— .
(3:3)

6.75. a=4, b= -2.

6.76. Continua y no derivable en x = 0.

6.77. Continua y no derivable.
6.78. 3.16

6.79. 127 dm’.

6.80. a=2.

6.82. 2.

6.83. 6.

6.84. -1.

6.85.

6.86. ——.

6.87. 1.
6.88. 1.
6.89. 1.
6.90.
6.91.

Al © 9

6.92.

6.93. e 2.

9

N

6.94.

®

®
ol

6.95.
6.96.

6.97.

I C»S'\H 8

6.98.
6.107. a > 1
.107. 5"

6.108. Convexa.

6.100. (j: §§>
81
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6.110. y—2= —%.(:c - 3).

6.111. 3v/2y 62 cm.
6.112. r=2m., b= g m..

6.113. r =5v2 em., h =102 cm.

6.114. a =10 ¢m., b =10 cm.
2¢ 4c
115. —,— .
a5 (55 55)
8 19)
3’3 /)
9 2

6.117. 9+ -5 cm”.

6.118. Miaximo en x = —+/mn. Minimo en z = /mn.

/2 /4
6.119. r = % cm., % cm..

6.120. EI tridangulo equilatero.

6.116. (

6.121. 6307.5 cm?.
6.122. 2.arcsen %

6.123. A un punto situado a 12 km. del pie de la perpendicular trazada desde el
barco a la costa.

4
6.124. 8 m. de base y —— m. de altura.
T+ 4 T+ 4

6.125. 6000 articulos.

Capitulo 7

7.15. P(z) =4(x — 1) +6(x —1)® +4(x — 1)> + (z — ™.

717 x+x73+1'3'$3+1~3 5 x7+ 1.3.5_._(2n_1).$2n+1+
7. 2.3 2.4.5 2:4-6-7 ) 2.4.6..2n- (2n+ 1)
? 5 2n+1
T T 1-3-z 1-3-5..2n—1) -z
A8, — — i )
7.18 2 :L'+2 3+ 2.4 5+ 2~4~6...2n-(2n+1) + :|
3 5 7
r z d n+1 1
7.19. - — —_— - — -1 - 4
T 3 + 5 7 + + (=1 (2n—|—1)~x2n+1+

32e¢® + 16(0z + 3)e?%® 4

7.25. f(x) = 3 + Tz + 8x* + 62° + 1
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z—1 (z—1)2? (z—1)3
.26. =1 -
7.26. f(x) + ) 3 + 6 +
510713
7.27.
2
7.28. a=6
7.30. —1
7.31. 1
7.32. 0.468...
Capitulo 8
8.18. —in|cos x|+ C
8.19. Va2+5+C
8.20. arctg (sen z)+C
891 2x — sen 2m+c
4
sen’z
8.22. +C
3
2
3.93. arcsen“x i
2
sen z?
8.24. +C
2
8.25 2arcsen§72 17(§)2+C
.25, 2. 3 1
23 2z + 1
8.26. —— arct +C
3 S

8.27. sen x —x cos v+ C

828. zlin|z|—z+C

829. 2-zln|z|—4 -z +C
8.30. In |sen z|—ctgxz+C

8.31. g [sen (In |z|) — cos (In |z|)]+ C

8.32. g In |2 — 4z 4+ 5| + 4 - arctg (x —2) + C
1 _ 2 . arcsen x

g3 (CHVIZa e +C

2
834. z-tgx+lin|cos z|+C
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8.35.

~\/(1+x)5—2-\/(1+w)3+0

8.36. ln\m71|ffln|x+1|+ In|lz+3/+C

N = 00— Ul

8.37. In|z| —In |x—1|+ Inljz—2/+C

z—3 2 1
8.38. m—kln (z —|—1)—§arctgm+0

1 T
39, = T —_—
8.39 2a7‘cgm+2(x2+1)+0

8.40. In |1 +tg x| — % In (1+tg’z) +C

1
2 cos?x

8.42. \/H”’"
1+x

843. x —In(x+2)%+
8.44. %(\/x?’ —1—arctg \/x3 — 1) +C

8.45. :c—&—ln‘l—tg f’—l— (1—tg f)—i—C

8.41. (cos x) +

8.46. 4 In(sec z +tg ) — 4 In(cos x) — 3 sen x — % sen’z + C

8.47. arcsen(2z?) +C

8.48. 2\/ (arcsen )3 + C

8.49. (z—1) zn11—\/5|—§+\/§+0

4 3
8.50. (w— — 1) arctg g A el

4 6
8.51. x arcsen x +In % +
8.52. 3\/% +C
Capitulo 9
9.19. 63—4 Uu.S.

9.20. 9 u.s.
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9.21. mab u.s.

2 2
4 4
9.22. 2/ (\/8—332—%) dac:27r—|—g u.S., 671—5 Uu.S.
0

3
9.24. 271'/ d7x2 =2m - arctg 3 u.v.
o 1tz

14087
15

4
9.25. 7T/ [6° — (6 — 4z + 2°)] dx = w..
0

4 2
Y 256m
.26. 2 2— = = .
9.26 7r/0( 8>dy T

‘ 4 1287 :
9.27. a) 27r/ ( — y—) dy = —— w.wv., b) 47r/ V8x dx =
0 0

5

1
9.28. 27r/ («® —2® — 9z +9) do = @ u.v.
-3

9.29. Considerando el circulo 2% + y* = r%: a) 27r/ (r* -z
0

b) 47r/ yA/1r2 —y? dy = %mﬁ u..
0

5

1287

u.v.

3

%) de = %m" u..,

1
9.30. Mediante anillos, 27r/ T - 6712 dx = 7r<1 — 1) u.v, mediante discos,
0

e
I ! 1

er/ w-(flny)dy:Tr(177> u..

€ 1 (&

5 2
9.31. 7T/ sen®2x dr = Ta U,
o 4

h
9.32. Se considera la recta y = E, que pasa por (0,0) y (h,7): a) 71'/ —_—
0

h
2 r 2 2
mrh u.v., b) 27T/ (hy— hi) dy = mrh u.v.
3 A r 3

9.33. Considerando la circunferencia x? +y* = r*: L = 4/
0

s

3
9.34. g—i—Q/ cosecwdmz%—&—?ln (tg %) u.l.

16
9.35. / 4x+/64 — (z — 8)? dz = 10247 u.v.
0

r-dr

2 —x

= 27r w.l.
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Este texto trata de ser un puente entre la ensefianza media y la
ensenanza universitaria. Nuestra intencion al escribir

estas paginas

fue la de proporcionar al alumno los conocimientos basicos
para seguir

con aprovechamiento un primer curso de Calculo en una
carrera técnica.

Asi, este libro va primordialmente dirigido a aquellos

alumnos que

Inician sus estudios universitarios.

En cada capitulo, las explicaciones teoricas van
acompanadas de ejemplos aclaratorios. Ademas, se incluyen
mas de 100 ejemplos y se proponen mas de 600 ejercicios, la
mitad totalmente resueltos y el resto con sus soluciones,

que

tratan de aclarar los conceptos teoricos, sin detenerse en
posibles casos particulares. Por todo ello, el libro esta
pensado parael autoaprendizaje del Calculo.





