Problema 1 I

a) Demostrar que la recta y=—x+ 4 es tangente a la curva y= x> — 6x* + 8x. Calcular el

punto de tangencia y estudiar si la recta dada corta a la curva en otro punto distinto al
de tangencia.

b) Probar que existe un punto de la curva definida por y=e* +arctgx cuya tangente (en
dicho punto) es paralela a la recta y = 3x + 2.

a) Tenemos que hallar los puntos de la curva en los que la pendiente es la de la recta tangente, es
decir, 1.
x=1

f'(x)=3x* -12x+8=-1 — {
X=3

Para x=1 — f(1)=1*-6-1"+8:1=3 —» y-3=—(x-1) = y=-x+4.

Para ver si la recta corta a la curva en otro punto distinto del punto de tangencia, resolvemos
el sistema formado por sus ecuaciones.

y=-X+4 =

} - xX*-6x2+9x-4=0 = {

y=x>—6x* + 8x x=4

Six=4 — f(4)=0 = (4,0) eselotropunto de corte.

b) Tenemos que probar que existe algun valor de x tal que f'(x) =¢* + = 3.

1+ x?
Para resolver la ecuacion e*(x* +1) —3x*> —2=0 recurrimos al teorema de Bolzano.
— f'(x) escontinua Vx eR

— lim f'(X)=—0 y lim f'(x) =+

X—> —0

Por tanto, en algun punto x se verifica que f'(x)=3

Problema 2

[

a) Sea “a” un numero real estrictamente positivo. La recta tangente a la gréafica de la fun-
cion y=Inx en el punto (a,Ina) corta al eje de ordenadas en el punto P,. Si Q, esel

punto de interseccion del eje de ordenadas con la recta y=Ina, probar que la distancia
entre los puntos P, y Q, es una constante independiente de “a”.



b) Determinar el polinomio p(x), de grado menor o igual que 3, tal que la curva y = p(x)
sea tangente a las rectas y=2—-x y x+y=0 en los puntos de abscisa x=0 y x=1,

respectivamente.
c) Estudiar para qué valores a, b y ¢ la recta que une los puntos A(-1,1) y B(1,3) es

tangente en el punto B a la gréfica de la funcion f(x) =aL(1+x*)—bx+c.
a) La recta tangente en (a,Ina) tiene por pendiente y'(a).

1 1
y=Inx —»> y'== - y'(a==
X a

., 1 1
La ecuacion de larecta tangentees: y—Ina=—(x—a) — y=Ina+—(x-a)
a a

El punto P, es el punto en el que la abscisa vale cero, luego P, (0,Ina-1).
El punto Q, esel punto Q,(0,Ina). La distancia entre los dos puntos es:
Ina—(lna-1)=1
b) El polinomio es de la forma p(x)=ax®+bx* +cx+d — p/(X)=3ax*+2bx+c.

Si la curva y=p(x) es tangente a la recta y=—x+ 2 en el punto de abscisa x=0 significa
que p(0)=2y p'(0)=-1.

p(0)=2 —» d=2 p'(0)=-1 —» c¢=-1

Si la curva y=p(x) es tangente a la recta y=—x en el punto de abscisa x =1 significa que
p)=-1y p'(1)=-1.

p()=-1 —»> a+b+c+d=-1 p’)=-1 > 3a+2b+c=-1
De las ecuaciones anteriores se deduce que:

a+b-1+2=-1 a+b=-2 a=4
+2b-1=-1[  3a+2b=0

El polinomio pedido es:
P(X) = 4x> — 6X> — X+ 2

c) La recta que pasa por Ay B tiene por ecuacion:

Kﬁ:(z,z) — ngzl — y-1=1.(x+1) —> y=x+2



Por ser tangente en B a f(x) se verifica: f)=3 —» alL2-b+c=3

La pendienteen Bes f'(1) =1.

2
f(x)=aL(l+x*)-bx+c — f'(X)= axz_b - f’(l)zé—bzl — a-b=1
1+x 2
aL2-b+c=3 c=3-alL2+b
— ¢c=3-(1+b)L2+b
a—-b=1 a=1+b

Podemos elegir arbitrariamente los valores de b y resultan entonces valores de a 'y ¢, para los
cuales se verifican las condiciones que pide el problema.

b=0 — c¢=3-1L2

Por ejemplo, si
JEmpIo, St {bzl S c=4-202

Problema 3

]

(1 - cosx) senx
a) Consideremos la funcion f(x) = NG
A si x=0
Razonar qué circunstancias tienen que darse para que la funcion f sea continua en
x =0. Determinar el parametro A para que ocurra lo anterior.

X=0

2 f—
b) Estudiar la continuidad de la funcion f(x) = X

en el intervalo [-m,n| y demos-

trar que en el origen tiene una discontinuidad evitable. Redefinir la funcion para que sea
continua en dicho intervalo.

a) Tiene que verificarse que Iirr(l)f(x) =f(0)=A

. (1—cosx)senx

lim =

x>0 X2 S lim (1-cosx)senx
. (1—cosx) senx x>0 x?

lim 5 =0

x—0" X

0 = A=0

b) La funcién no est4 definida en x= —g y X=— Yya que la tangente no esta definida para

N

esos valores. Sin embargo, como en esos valores la tangente tiende a infinito, en valor absolu-

to se puede considerar definir f(—%j =0y f(g) =0.



Por otra parte, f(x) tampoco esta definida si x+ tgx=0. Esto sucede cuando x=0, pero
también cuando x=-2'02875 y x=2'02875, puntos que también pertenecen al intervalo

[-n,7].

La discontinuidad en x =0 es evitable, ya que

. X% —3x 3
lim =——
x>0 X+tgX 2 x*=-3x 3
— lim =——_
X% — 3x 3 x>0 X + tg X 2

lim =——
x—0" X + tg X 2

y, asi se puede evitar poniendo f(0) = —g :

Las otras dos discontinuidades son inevitables. Por tanto, el problema propone algo imposi-
ble. No se puede redefinir la funcién de modo que sea continua.

Problema 4

]

a) Calcula de manera razonada dos funciones que no sean continuas en un cierto punto X,

de su dominio y tales que la funcion suma sea continua en dicho punto.
b) Si f es una funcién continua en un punto a eR y g es discontinua en el mismo punto,
¢puede ser la funcion f + g continua en a?

c¢) Dar un ejemplo de una funcion f discontinua en todos los puntos de [0,1] y tal que |f |
sea continua en todos los puntos de [0,1].

+1 si x<0
-1 si x>0

-1 si x<0
+1 si x>0

y g(X)={

a) Podemos considerar f(x) :{

Las dos son discontinuas en x = 0, pero la funcion suma es:

0 si x<0
ﬁ+gxw:fuy+mm={o PO

que si es continuaen x=0.

b) Si f es continuaen a eR y f + g también lo es, entonces (f + g) — f = g también lo sera, por
tanto f + g no puede ser continua en a.

_ » 1 sixesracional y x €[0, 1]
c) Por ejemplo, la funcion f(x) = _ o ya que |f(x) | =1.
—1 si x es irracional y x €0, 1]



Problema 5 I

a) Dada la funcion f(x) = x| x| ¢Existe derivada en x=0?
b) Hallar todos los puntos en los que la funcion f(x) =| x? — 9 | es derivable.

¢) Estudiar la derivabilidad en x =0 de f(x)=|x*|.

—x* si x<0

a) Lafunciénes f(x)=9 0 si x=0

x2 si x>0

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x=0 es:
f'x)=—2x — f'(0)=0

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=0 es:
f'x)=2x — f/(0)=0

Como f/(0)=f'(0)=0 = f'(0)=0

x> -9 si Xe]—oo,—3]u[3,oo[
9-x* si xe]|-3,3]

b) La funcidénes f(x) = {

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x=-3 es:
f'(x)=2x — f’(-3)=-6

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=-3 es:
f'(x)=-2x — f/(-3)=6

Como f'(-3)#f/ (-3 = 3Af'(-3)

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x =3 es:
f'(x)=-2x — f'(3)=-6

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x =3 es:

f'(x)=2x — f/(3)=6



Como f'(3)=f'(3) = 3f'(3)

De lo anterior se deduce que la funcién derivada de f(x) es:

Fre) 2X si Xe]—oo,—3[u]3,oo[
() = -2x si xe]-3,3|

3

X si x<0
c) Lafunciénes f(x) =<5 0 si x=0
x® si x>0

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x=0 es:
f'(x)=-3x> — f'(0)=0

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=0 es:
f'(x)=3x> — f/(0)=0

Como f'(0)=f/(0)=0 = f'(0)=0

Problema 6

i

a) Utilizar la definicion de derivada de una funcién en un punto para calcular la derivada

en x=0 de la funcion f(x) = XL(1+ ] ! 2) . (L = Logaritmo neperiano).
+ X

b) Encontrar, utilizando exclusivamente la definicién de derivada, la de f(x) =3/x—-2 enel
punto X, =5.
(Nota: Puede ser Gtil usar la relacion a® —b® =(a—-b)(a® + ab+b?).

£(0+h) — f(0 hL(l+11h2]_o 2+ h?
(+r)1_() * =IimL( h J:LZ

a) f’(O)=Mrg =lim e

h—0 h h—0

_ 35+h-2-%5-2 . %3+h-33
= lim =lim———
h—0 h h—0 h

f(5+h)-f(5

b) '(5) = lim

Para utilizar la indicacién, podemos poner:



) (e h

Y3+h-33= -
" B3+ h)? +3B+h)3+¥3¥  YB+h)?2+3/(3+h)3+3Y3F

1 1
=1m =
=0 3f(3+h)? +3/(3+h)3+33 39

h—0

h
i 33+ h)? +3/(3+ h)3+ %3
h

Problema 7

]

_ x> —5x+m si x<1
a) Averiguar todos los valores reales m y n para los que f(x) = , ) es
-X"+nx s x>1

derivable.

b) Dada la funcién f(x) = x" senl, si x=0 y f(0)=0, siendo n un nimero natural, se
X
pide:

1) Demuestra que f es derivable en x=0 para n=2.
2) Demuestra que f no es derivableen x=0 para n=1.

a) La funcion debe ser continua en x =1y, para ello, los dos trozos deben empalmar. Por otra
parte, para ser derivable en x =1, las derivadas laterales han de coincidir.

Continuidad
lim (x* —=5x+m)=-4+m
f(1) = —4+ m =l - —4+m=-1+n = m=n+3
lim (=x* + nX) =—1+n
x—1"
Derivabilidad

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x=1 es:
f'(x)=2x-5 —» f'(1)=-3
La derivada por la derecha de la funcion f(x) enel punto x =1 es:

f'(x)=-2x+n — f/()=-2+n



Para que sea derivable en x =1 tiene que verificarse que las derivadas laterales sean iguales.

n=-1
fr)=f(1 —3=-2+n
‘W=t - +n = {mzz
b)
x? sen1 si xz0
1) Para n=2, lafunciénes f(x)= X :
0 si x=0
1
h*sen~ -0
£(0) = lim 1O+ M =10 _ ., h _jimhseni=0 yaque ‘hsen1 <|h|
h—0 h h—0 h h—0 h h
paratodo h=0.
xsenl si x#0
2) Para n=1, lafunciones f(x)= X :
0 si x=0
hsené—o
£(0) = lim TOEM=TO oo " b jimgent
h—0 h h—0 h h—0 h

1 . L . .
Cuando h se acerca a0, senﬁ oscilaentre —1 y +1 sin limite. La derivada en 0 no exis-

te.

Problema 8 I
1+§/x_2 si x<0

Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion f(x) = y calcu-
1- %/x_2 si x>0

lar el &rea encerrada por la funcion fy las rectas y=0,x=1y x=-1.

La funcion f(x) es derivable para x<0 y para x> 0. Veamos qué sucede en x=0.

Continuidad
Iim(1+3 x*|=1
£(0) =1 =0 > |im(1+%/x_2)=1
Iiry+(1—3 xz):l x>0

La funcion es continua en x=0.



Derivabilidad

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x =0 es:

4 _L 4 = —00
f=s= > 70O

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=0 es:

-2

33/x

f'(x)= - f/(0)=-w

La funcion no es derivable en x=0.

El &rea es:

0 2 1 2
A:J (1+x3jdx+J(l—x3jdx=
-1 0
570 571
x+§x3 + x—§x3 =2
5 -1 5 0

Problema 9

]

a) Sea f(x) continua en [—1,5], tal que f(-1) <0 y f(5) = 7. Responder razonadamente si

la funcion g(x) = f(x) - 5 tiene al menos un ceroen |-1,5].
b) ¢ Tiene alguna raiz real la ecuacién senx+ 2x— 1= 07 Si la respuesta es afirmativa, de-
termina un intervalo de amplitud menor que 2 en el que se encuentre la raiz.

a) Si f(x) es continua en [—1,5] , entonces g(x) = f(x) — 5 también lo es.

g(-1) = f(-1) - 5<0

o(5) = (5)~5=7 5_2>0} = por el teorema de Bolzano HCE]—l,S[ tal que g(c)=0

b) La funcion f(x)=senx+ 2x—1 es continua.

f(0)=-1<0

or el teorema de Bolzano 3c<|0,1| tal que f(c)=0
f(1):sen1+1>0} - P g e] [ que T(c)



Problema 10 I

a) Sea la funcion f(x) =%(x—4) Si OSXS% y f(x)= e i %<x£ 1. Esta funcion esta

definida en el intervalo [0,1], f(0)=-1<0 y f(1)=e™ >0, pero no existe ningln
ce]0,1] tal que f(c) = 0. cContradice el teorema de Bolzano?

b) La funcion f(x) se define en el intervalo [—1,1] del modo siguiente: Vale -1 si x<0,y
vale 2x® —1 si x> 0. Explicar si f(x) cumple el teorema de Bolzano.

X—4

a) Sea la funcion f(x) =

I'I'I
wn
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=
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. X—-4 7

lim —=——

1 8 1
(1) 7 XAZ 7 _Z
fl=|=—— i > —o#e

2 8 . 2 -2 8
lime™ =e*
l+
x—>§

la funcion no es continua, por tanto, no es aplicable el teorema de Bolzano.

-1 si x<0

b) Sea la funcion f(x) =
) (x) {2x3—1 si x>0

Estudiamos la continuidad en el punto de abscisa x=0.

Iirpﬁ—lz—l
£(0) = -1 - > limf(x)=-1
©) lim (2x° - 1) =-1 AT

x—>0*

la funcidn es continua en x =0 Yy por tanto es continua en todo el intervalo [—1,1] :

Como f(-1)=-1<0 y f(1)=1>0, se puede aplicar el teorema de Bolzano y por tanto exis-

te algun c e] - 1,1[ tal que f(c) =0, lo que se verifica para ¢ = 3\/%



Problema 11 I

Se piden los valores de los parametros a y b, de forma COSX Si —m<x<0
que sea aplicable el teorema de Bolzano a la funcion
adjunta.

Hallar asi mismo el punto X, interior al intervalo b
|- = .= [ al que hace mencién dicho teorema. X

Continuidad en x=0

lim cosx=1
x—0"
f(0)=cos0=1 ) , — a=1
lim(a+x°)=a
Xx—0"

Continuidad en x=1

lim (1+x?)=2
X—1"
fy=L22p \ > b=2
1 lim—=b
x—1" X

cosx Si —m<x<0

Sia=1y b=2,lafuncion y=41+x> si 0<x<1 escontinuaen[-m,x].
2
X

Como f(-n)=cos(-n)=-1<0 y f(n) :E> 0, podemos aplicar el teorema de Bolzano, es
T

decir, existe algin x, €]—n,n[ tal que f(x,)=0. Aqui, f(—%) =0 = X, =—g

Problema 12

[

a) Comprueba si se verifica el teorema de Rolle para la funcion f(x) = x* —2x* + x+1 en el
intervalo [0, 1].

b) Pruébese que la ecuacion x°® —2x* + 3x =3 admite una solucién y s6lo una en el inter-
valo 1,2 .

c) Demuestra que la ecuacién x> + x+ 1= 0 s6lo tiene una solucion real.
d) Demostrar que la ecuacion x*® — 5x + 3=0 no puede tener méas de dos raices reales.

1995



a) La funcion es claramente continua en [0,1], derivable en ]0,1[ y ademés f(0)=f(1) =1,
por tanto, en algtin punto ¢ €]0,1[ ha de ser f'(c)=0.

3X* —4x+1=0 —

, . e . 1
La Unica solucion valida es x = 5.

b) La funcion es f(x) = x* — 2x* + 3x — 3.

Es continua en el intervalo [1,2] y ademés f(1)=-1<0 y f(2)=3>0. Por el teorema de
Bolzano existe algin x €]1,2] tal que f(x)=0.

La funcion es derivable VxeR. Si hubiera dos soluciones x,,X, e]1,2[ entonces
f(x,)=f(x,) =0 y se podria aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [x1 ,xz]. Existiria
entonces ce]x, ,x, [<]1,2[ tal que f'(c)=0. Pero f'(x) = 3x* — 4x + 3 no tiene solucio-
nes reales.

c) Por ser una funcién polindmica sabemos que es continua y ademas verifica que
f(-1)=-1<0 y f(0)=1>0. Por el teorema de Bolzano, ha de existir algin x €] -1,0]
tal que f(x)=0.

Por otra parte, la funcion es derivable Vx eR. Si hubiera dos soluciones x, ,X, e] —1,0[
entonces f(x,)="f(x,)=0 y se podria aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [x1 ,xz].
Existirfa entonces ¢ €]x,,x,[ = ]-1,0[ tal que f'(c)=0. Pero f’(x)=1995x'*** +1>0
para todo X, asi que no hay mas que un valor en el que f(x) se anula.

d) Si f(x) presentara tres raices reales distintas, entonces, segun el teorema de Rolle, su deriva-
da se anularia al menos dos veces.

Pero f'(x) =18x" — 5 solo se hace 0 para x = 117/1—?; :

Problema 13 I

a) Dada la funcion f(x) =e™ + 2x—1, comprobar que la ecuaciéon f(x) =0 tiene dos solu-
ciones, 0y a, estando a en el intervalo [-2,-1].



b) Demuestra que la ecuacion x* + 4e* (x—1) = 0 tiene Gnicamente dos soluciones. ¢Podri-
as decir entre qué dos niUmeros enteros consecutivos esta cada una de las soluciones?

c) Demuestra que la ecuacion e* =1+ x, tiene inicamente la solucién real x=0.

a) La funcion f(x) es continua en [—2 ,— 1]. Comprobamos el valor que toma la funcion en los
extremos del intervalo. f(-2)=e*-5>0 y f(-1)=e—-3<0. Por el teorema de Bolzano,
existe al menos algiin o €]-2,-1[ tal que f(a)=0.

Como f'(X)=-e*+2 —> —-e42=0 > e"=2 —> —-x=In2 > x=-In2

La funcion crece en ] —In2,© [ y decrece en ] —ow,—1In2 [ por tanto sélo puede cortar al eje
de abscisas en dos puntos, es decir, f(x) =0 solo tiene dos soluciones.

b) El teorema de Bolzano puede servirnos para decidir que hay solucion. Hallamos unos cuantos
valores sencillos del primer miembro de la ecuacion. Entonces:

P(-2) =143 P(-)z=z-194 P0O)=z-4 P@Q)=z=1 P(2)=4555
que pone en claro que hay al menos dos soluciones, unaentre —2 y —1 yotraentre Oy 1.

La derivada es P’(x) = 4x (e* + x?) y solo se hace cero una vez. Por el teorema de Rolle s6lo
puede haber dos soluciones.

c) Sabemos que si  f(x)=¢* —x—1, se verifica f(0)=0. Si hubiera a>0 tal que f(a)=0
entonces, por el teorema de Rolle, deberia suceder para algin c e] 0, a[ que f'(c) =0, es de-
cir, que f'(c)=¢e° —1=0. Pero esto sélo es cierto para ¢c=0.

Analogamente, si hubiera b <0 tal que f(b) =0 entonces, por el teorema de Rolle, deberia
suceder para algtin d ]b,0[ que f'(d) =0, es decir, que f'(d)=e" —1=0. Pero esto sélo
es cierto para d = 0.

Problema 14

[

a) Estudia la derivabilidad en x=0 de la funcién f(x)=1-3/x? vy analiza si la funcién f

verifica las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 1] .

b) Probar que la funcion derivada del polinomio P(x) =x(x—1) (x+1) (x+ 2) tiene todas
sus raices reales.

a) f(0) = lim

h—0

fO+h)-f(0) . -h®
h

IlmT que se hace infinito. La derivada no existe en x=10.



No se verifican las condiciones del teorema de Rolle ya que la funcién es continua en [—1,1],
f(~1) = f(1) = 0 pero f no es derivable en | -1,1].

b) Como las raices de P(x) son x, =0,x,=1,Xx,=-1Yy X, =-2, por el teorema de Rolle,
P’(x) =0 tiene una solucién en |-2,-1[, otraen |-1,0[ y otraen ]0,1[, es decir, tiene

tres raices reales, que es el maximo namero de raices que puede tener un polinomio de tercer
grado como es P'(x).

Problema 15 I
27

a) Estudiar si la funcion f(x) = In (—cos x) existe en [? 4?“} Razonar si en dicho interva-

lo se puede aplicar el teorema de Rolle. En caso afirmativo, hallar el valor de ¢ dado por
el teorema.

X
x+1)(x-1)

b) Estudiar si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) = n el

: 11
intervalo | —=,=|.
2 2
a) El intervalo estd comprendido entre 120° y 240° y en él el coseno es negativo, por lo que la
funcién f(x) =In(—cosx) si esta definida y es continua y derivable.

Como f(%n) = In(—cos%nj =—-0693L.. vy f(%) = In(—cos%nj = —0'693L.. se verifica

que f(z?nj:f(%r) luego se puede aplicar el teorema de Rolle, es decir, existe

E[%n%n} tal que f'(c) =0. Eneste caso f'(X) = —tgx que se anula para x = rt, es decir

C=m.
I S XE[_LO{
(x+D)(x-1) 2

b) La funcion dada es: f(x) = 0 si x=0
X XE}O,E}
(x+D)(x-1) 2

La funcion es continua ¥x e{—%,o[u}o,—]



Continuidad en x=0

lim——>X__p
x->0 (X+1)(x-1)

f(0)=0 — limf(x)=0
lim—-———=0 =
x>0 (X+1) (x-1)

La funcion es continuaen x=0 Yy derivable V¥x e{—% ,0 [ ) } 0 % } :

Derivabilidad en x=0

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) enel punto x=0 es:

x? +1

f’(X) = (X2 _1)2

f(0) = 1

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=0 es:

x? -1

f'(x) = —(XZ Y

- f(0)=-1

Como f’(0) = f/(0) = 32f'(0), por tanto, no es aplicable el teorema de Rolle.

Problema 16

[

a) Utiliza el teorema de Bolzano y el teorema de Rolle para probar que las gréaficas de las

funciones f(x) = x> y g(x) =2, definidas para x>0 se cortan en un sélo punto.
. —x*+ax si —1<x<3 .
b) Dada la funcion f(x) = X rax I X hallar a, b y ¢ para que la funcion
bx+c si 3<x<5

f(x) cumpla la hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 5]. Calcular el punto
en el que se verifica la tesis. Representar la funcién para los valores hallados de a, b y c.

x> -27%=0
y=X

_ f(x) = x? _
a) El sistema es equivalente a

ara x> 0.
g(x) =2 } P

La funcién h(x)=x*-27 es continua en [0,+oo[. Por otra parte h(0)=-1 y
lim h(x) =+, por tanto por el teorema de Bolzano tiene una solucién en [0,+ oo |.

X—>+00

Como h’'(x)=2x+27In2>0 para x>0, significa que la funcion es creciente. Por tanto,
solo puede haber un punto en ] 0,+ oo[ en el que h(x) =0.



b) Hay que conseguir que la funcion sea continua y derivable en [—1, 5] y que los valores en —1
y en 5 sean iguales.

Si f(-1)=f(5) - -1-a=5b+c

Continuidad en x=3

lim (—x* + ax) =-9+ 3a

f(3)=-9+ 3a el > —9+3a=3b+c
lim (bx+c)=3b+c

x— 3"

Derivabilidad en x=3

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x = 3 es:
f'(X)=-2x+a — f'(3)=-6+a
La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x =3 es:
f'(x)=b — f/(3)=D

Como f'(3)=f/(3) = -6+a=b

10

a=—

a+5bh+c+1=0 3

Obtenemos el sistema: 3a-3b-c—-9=0} = <b= —%
a—b-6=0 c=9

Problema 17 I

Estudiar si se puede aplicar el Teorema del Valor Medio o de Lagrange a las funciones
1

f(x)=x(x—1)2 y g(x)=x*>-2x+3 enelintervalo [1,3] v, en caso afirmativo, aplicarlo.

Las funciones f(x) = x+/x—1=+vx>-x* y g(x)=x* - 2x+ 3 son continuas en [1,3] y deri-
vablesen |1,3[ yaque:

3x? - 2x 3x-2

f/(x) = - '(x) =

2Xx—2 con X e]1,3[

por tanto existe ¢ ]1,3[ tal que:



f,(c)_f(3)—f(1)_427—9—\/1—1_@_3\/5_ -2 [c,=10893
3-1 2 2 2 24c-1 c, = 2'2440
—_— 2_ . —_— 2— . —_—

(=90 -00) _(F-2:3+3 - -2:1+3) _6-2_, , , _ .,

3-1 2

Problema 18

[

a) Estudiar si es aplicable el Teorema del Valor Medio o Lagrange a la funcion:

0 si x=0
ce]0,1[ al que se refiere el teorema ( Lx = logaritmo neperiano de x).

xLx si x>0 ) . .
f(x) = ) en el intervalo [0,1] y, en caso afirmativo, hallar el valor de

b) Se tiene la funcién f de [-2,0] en R dada por: f(x) = Y
— si —2<x<-1
X

Pruébese que f satisface las hipotesis del teorema del valor medio y calculese el valor

intermedio vaticinado por el teorema. Si hay varios valores intermedios validos, calcu-
lense todos ellos.

a) La funcion es claramente continua en [0,1] y derivable en ]0,1[ con f'(x) = Lx+1, por lo
tanto el teorema es aplicable y por tanto existe ¢ e] 0,1[ tal que:

f’(c):w Lc+1:ﬂ — Lc=-1 = c=e"=07368
1-0 1
b)
Continuidad
lim 1:—1
Xx—>-1" X .
, = limf(x) =-1 f(-1) =-1
. X" =3 x—-1
lim =-1
X—-1*

Por tanto la funcién es continua en [—2 , 0]
Derivabilidad

La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x=-1 es:



2

f/(x) = —Xi S f(-)=-1

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=-1 es:
f'(x)=x —» f/(-)=-1

Como f’(-1)=f!(-1) la funcion es derivable en x=-1, por tanto la funcion es derivable
en ] -2, O[ y se puede aplicar el teorema del valor medio.

fO-f(2) _‘2‘(‘3 1

Existe algin Ce]—Z,O[ tal que: f'(c) = 0-(-2) 2 2

Tenemos que buscar los puntos en los que f'(c) = —%.
. . , 1 1 1
Miramos si los hay en |-2,-1[. Alli: f'(x)=——= — —Zc, P c=—2.
X
. . . 1
Miramos si los hay en |-1,0[. Alli: f'(x)=x = c=—3.

Se obtienen dos soluciones, ¢, = 2 yec,= —% y no hay mas.

Problema 19 I

Sea s(x) una funcion definida dentro del intervalo [—1,1] y derivable dos veces, tal que

s"(X) =X, X e] -1, 1[ . Supongamos que en el punto x =0 se cumple que s’(0) =s(0)=1. Se
pide cuantos ceros tiene exactamente la funcion s(x) dentro del intervalo [—1, 1]

2 2 3
s'(x):jxdx=x?+k en ]—1,1[ s(x):J(X?Jrk]dx:%Jrkark' en ]—1,1[

s'(0)=1 - s'(0)=k=1 s(0)=1 — s(0)=k'=1

3
Por tanto, la funcion s(x) es s(x):%+x+l en |-1,1]

(Aunque no se dice explicitamente, parece que hay que suponer que s(x) es continua en [—1,1],
pues de otra forma los datos en ]— 1,1[ no nos serviran para nada al tratar de determinar los
ceros en [-1,1]).



Como s(—1):—%<0 y s(l):l—;>0, por el teorema de Bolzano existe al menos algun

ce]-1,1] tal que f(c)=0. Veamos cuéntas soluciones puede haber.

2
Como s'(x) :X? +1 en |-1,1[ es claro que s(x) no puede tener dos ceros en |-1,1[ ya

que, de otro modo, en algin punto intermedio seria s’'(x) =0 lo que es imposible pues s'(x) >1.
Asi, s(x) tiene un Gnico ceroen |-1,1].

Problema 20

[

x> +bx+c si x<0

Sea la funcion f(x)=1 L (1+x) ) 0 donde L (1+ x) denota el logaritmo nepe-
——F si x>
X

riano de 1+ X.

a) Determinar c para que f sea continua en 0.
b) Determinar b para que f sea derivable en 0.
¢) Utilizando el Teorema del Valor Medio de Lagrange demostrar que existe un punto

2—¢e
X, €(0,e—1) talque f'(x,)= .
0 ( ) q ( 0) (e_l)Z
a)
lim (xX* +bx+c)=c
f(0)=c 1 - ¢=1
lim L(1+X)= lim 1+Xx =1
x>0 X x=>0" ]
Por tanto, para que la funcion sea continua en x=0 x> +bx+1 si x<0
ha de ser c=1 y la funcion es ahora la representada f)=1 L(1+x)
al margen. x>0
X

b) La derivada por la izquierda de la funcion f(x) en el punto x=0 es:
f'(x)=2x+b —> f'(0)=b

La derivada por la derecha de la funcién f(x) en el punto x=0 es:

X L(1+x)

£1(x) = 1+ X _X=QA+x)Ld+Xx)

x? x*(1+X)

1
f1(0) = —=
1(0) 5



Como las derivadas laterales deben ser iguales, f’' (0)=b=1f/(0) = —% = b= 1

Por tanto, para que la funcién sea derivable en x=0 , X )
X*——+1 si x<0

ha de ser b= L y la funcion es ahora la represen- f(x) =
2 L(1+x)

X

tada al margen. x>0

c) Ahora f(x) es continua en [0,e—1] y derivable en |0,e—1[. Se le puede aplicar el Teore-

ma del Valor Medio y concluir que existe X, e] 0,e— 1[ tal que f'(x,) :w, es

e—10
decir:
L(1+e—1)_(02_0+1) 1 1
fr __e-1 _e-1 ~_ 2-e
(Xo) = — I
e—-1-0 e—1 (e-1)
Problema 21 I
. . SN , . X —CO0SX
a) ¢Por qué no se puede aplicar la regla de L'Hopital al calculo de lim
X—> 400 X
2
e —lox—
2

b) Calcula lim
x—0 X2

X

i . - . e —e*+ax
c) Determinar “a” para que existay sea finito lim ——
x>0 X — Senx

a) La derivada del numerador es 1+ senx Y es claro que no tiene limite para X — oo. El limite
del cociente propuesto existe y es:

lim XCOSX _ i (1_ cosx] _1

X = +00 X X—> 400

e —1-Xx—— X X
. . et -1-x . e -1
b) lim 2 —im — lim ~0
x—0 X x—0 2X x—0 2
. e¥—e7+ax . e*+e*+a
c) lim————=Ilim——

x>0 X —Senx x=>0 11— cosX



Para que podamos seguir aplicando la regla de L'Hopital hace falta (ya que 1— cos0=0) que
e’ + e’ +a=0, es decir, a= 2. Entonces se tiene:

. ef4e =2 . ef—e* . ef4e”
lim——=lim——=lim———=2
x>0 11— COSX x>0 senx x>0 COSX

Problema 22

[

1
a) Calcular lim (Inx)¢
X+

. -L(1 . .
b) Calcular lim X (1+x) (L =Logaritmo neperiano)

x>0 (X + L (1+x))?

1
L (e*-1)

c) Si L designa al logaritmo neperiano, calcular lim x

x— 0"

1 1
. ~ . -~ . 1
a) A= lim (Inx)* — InA = lim In(Inx)¢" = lim —[In(Inx)] =0
X — +00 X — +00 X—+o @

1
yaque In(Inx) < x. INA=0 - A=¢"=1 = lim (Inx)¢" =1

X —> 00

1o b
b) lim Xx—In(l+x) 1+ X X

) 7 =1im :Iing =
x>0 (X+In(1+x))* x> 2(x+|n(1+x))(1+ 1) x>0 2(X+In(1+ X)) (2+x)

. 1 1
lim ==
x—0 1 8
2[[1+—— - (2+x)+(x+In(1+x))
1+X
1
: : Inx x
¢) A= lim x"©? 5 InA=lim Inx"®? = lim —=—= lim —X—=
x—0" x—0" x—0" |n(ex —]_) x>0t ¥
e* -1
et S e
lim =lim —=1 InA=1 > A=e = Ilim X =e

x—0"  xe* x—>0" % 4+ xe* x—0"



Problema 23 I

1
a) Calcular Iirq (2—x)%¥x

(2—-x)e" —(2+x)

2

b) Calcular el limite lim

x—0 X
c) Hallar el siguiente limite ~ lim '1+X3_ i-x
X—> X
-1
. = . L In(2-x) . 92_
a) A= Iqu (2-x)* —> InAzlqu In(2-x)¥* =Ilim ¥=|mu=

[N

—X

A=e = Iirq(2—x)

(2-x)e" = (2+x) —ex+(2—x)ex—1:

=e

—e* e +(2-x)e"

b) lim 5 =lim lim
x—0 X x—0 2X x—0 2
1 -1
ol x—J1-x . 2J1+x 24J1-x 1
c) lim =lim ==
x—0 3x x—0 3 3

Problema 24 I

a) Calcular lim (x—n)tg%

. arctgx—-x
b) Calcular Ilmg—
x>0 X —senx

. 2arctgx—x
c¢) Calcular lim carcgx-x
x>0 2X — arcsen X

a) lim (x—m)tg> = lim X_T:(=Iim %:-2
—> T —>T Cotgi —> T X
2sen” =
2
1
arctg x — X 1 ;L —x?
b) lim /2= 2= |jm =X = lim

x50 X—senX x>0 1-cosX x>0 (1+Xx%)(1-cosX)

0



—2X -2

im = ||m =
x>0 2% (1—cosX) + (1+x?)senx x>0 2 (1—cosX) + 2xsenx + 2xsenx + (1+ x*) cosx

. 2arctgx—x .
o) lim =220 77 _im
x>0 2X —arcsenx x-—0 1

Problema 25 I

Razonar si la funcion f(x) =e* +In(1-x) tiene un extremo en x, =0, utilizando el desa-
rrollo de Taylor de orden 3 en el origen.

Comenzamos por calcular las sucesivas derivadas de f(x) y su valor en O:
f(x)=e*+In(1-x) —» f0)=1 f’(x):ex—li — f'(0)=0
- X

f(x) =" —

" _ " —pX _ 2
1_x)° - f"(0)=0 f"(x)=e %)’

— f7(0)=-1

ex+|n(1—X)=f(0)+f'(O)X+f Z(IO)szrf 350) X3 + X6

3
X
Junto a cero, f(x) se comportacomo y=1- e

3
y X . )
La funcidn yzl—z es decreciente VxeR, es céncava Vxe]|-o,0[ y convexa

vxe]0,0[

por tanto, en x =0 la funcidn no tiene extremo sino un punto de inflexion.

Problema 26 I

. ., o 2
Sin calcular la expresion analitica de f(x), w)

obtener la representacion grafica de f'(x)
siendo la gréafica de f(x) la gréafica adjun-
ta.

-1 0 1 2 3

Teniendo en cuenta que, la derivada representa la pendiente de la recta tangente a la curva
y =f(x) en el punto de abscisa x, podemos deducir de la grafica cuanto vale esa pendiente.



La funcion f(x) parece estar definida
vx e[-1,3]-{1} y asi f'(x) estard posi-
blemente definida en principio
vxe|-1,3[-{1}.En los puntos -1 y 3
pueden existir las derivadas laterales a la
derecha e izquierda respectivamente.

Entre —1 y 0 la pendiente de y=1f(x) es
2, entre 0y 2 la pendiente es —1 y entre 2 y
3 la pendiente es +1.

Problema 27 I

Tenemos una funcion derivable f(x) defi-

nida en el dominio de las x>0, de la que
lo Unico que sabemos es que su grafica es,
aproximadamente, la que se indica en la
figura (el eje de las y es asintota vertical,
la recta de ecuacion y = x es asintota obli-

cuay tiene un minimo en el punto de abs-
cisa x=1). Hacer un esquema sencillo de
la gréfica de la funcién derivada f'(x)

explicando razonadamente la respuesta.

La derivada esta definidaen x> 0.

En las cercanias de x=0 la funcion es de-
creciente y la pendiente es negativa acer-
candose a —o.

Para x =1, la pendiente se hace 0y luego se
va acercando a 1, ya que la curva se acerca
asintoticamente a y=x. La gréafica de la

derivada es la adjunta.

\

SN

\{




Problema 28 I

a) En la figura se representa la gréafica de
la derivada f' de cierta funcion f. Con
este dato, determinar si existen maxi-
mos, minimos relativos o puntos de in-
flexion de f en los puntos de abscisa
x=1y x=2.

\

b) Se sabe que y=1f(x) e y=g(x) son dos curvas crecientes en x=a. Analicese si la curva
y =f(x) — g(x) ha de ser, entonces, creciente en x=a. (Si la respuesta es afirmativa, jus-
tifiquese; en caso contrario, dar un contraejemplo que lo confirme).

¢) Considera la funcion f(x) = x® y comenta la comparacion entre:

1) El incremento de f(x) al pasar del punto 2 al punto 2'1.
2) Ladiferencial de f(x) en el punto x=2 para Ax=0'1.

a) Para que existan extremos (maximos o minimos) de f tiene que verificarse que f’ ha de ser
cero en ellos.

Segun se observa en la grafica, f'(1) =0. Como f’(1—h) para h pequefio, h> 0, es positivo
y f’(1+h) para h pequefio, h> 0, es negativo, para x acercandose a 1 por la izquierda la
f(x) crece, y cuando x pasa de 1y esta cerca de 1, entonces f(x) decrece, por tanto en x=1
hay un maximo.

Al ser la pendiente de la recta tangente en x =2 igual a cero, significa que f''(2) =0. Como

f/''(2) >0, ya que la curva y = f'(x) se comporta como y = x* en lo que se refiere a su con-
cavidad en las cercanias de x =2, resulta que en x =2 hay un punto de inflexion.

b) La respuesta, en general es negativa. Si f(X) =x y g(x) =2x, las dos funciones son crecien-
tes en todo R y sin embargo y = f(x) — g(x) = —x es decreciente en todo R.

¢) Elincremento es: f(2'1) —f(2)=2'1°* -2°=1'261

La diferencial es: df(x,h)=f'(x)h=3x*h — df(2,0'1)=3-2*.0'1=1'2

Problema 29 I

Estudio y representacion gréafica de la funcion f(x) = e”* -(x2 -3+ 2)

1. Dominio



D[f(x)]=VvxeR
. Periodicidad
No es periddicayaque f(x+T)=¢e*'" -((x +T)* =3(x+T)+ 2) = f(Xx)

. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(-x)=e™* ~((—x)2 —3(—x) + 2) =g ~(x2 +3x+ 2)
f(-x)#f(x) = Lagrafica de la funcion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Simetria respecto al origen de coordenadas

—f(x)=—€"-(x* =3x+2)

—f(x) # f(-x) = La grafica de la funcion no es simétrica respecto al origen de coordena-
das

. Asintotas

Asintotas verticales

No tiene

Asintotas horizontales

lim e* '(xz —3X+ 2) =+ = No hay asintota horizontal por la derecha

X—> 0

lim e* -(x2 - 3X+ 2) =0 = Larecta y=0 esuna asintota horizontal por la izquierda.

X—> -0

Asintotas oblicuas

e (x> =3x+2
m= lim m: lim ( ):oo = Notiene
X—=>+0 X X—> +00 X
X 2
e* (X —3x+2
m= lim m= lim ( )=0 = Notiene
X—> —0 X X—> —© X

. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas




ex-(x2 —3x+2)
0

y

} — y=e’.2=2 Cortaenelpunto (0,2)
X

Cortes con el eje de abscisas

y:ex-(x2—3x+2) e #0

y=0

} - ex-(x2—3x+2):0 N x=1

x2-3%+2=0 = {
X=2

Cortaen los puntos (1,0) y (2,0)

6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

La funcion f(x) es creciente Vxe]|-o0,-061[U]161,0]
La funcion f(x) es decreciente  Vx e]|-0'61,161]

Maximo  (-0'61,2'28)

Minimo  (1'61,- 1'19)

7. Concavidad vy convexidad. Puntos de inflexién

La funcion f(x) esconcava Vxe|-o,—2[U]l,00]
La funcién f(x) esconvexa Vxe|-2,1]

Los puntos de inflexion son (-2,162) y (1,0

8. Tabla de valores A
X | f(x)
-3 | 099
-2 | 162
05 | 123
0'75| 0'66
25 | 913

3 | 4017 T

1\} >




Problema 30 I

2 —
e . x4 si x<0
Representar graficamente la funcion  f(x) = X
x® —4x* +3x si x>0
Si x<0
1. Dominio

D[f(x)]=vx <0

2. Periodicidad

#f(X).

2 —
No es periddica, yaque f(x+T)= W

3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(—x):(_xz —4:x_>—(4

f(x)=f(—x) = Lagraficade la funcion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

4. Asintotas

Asintotas verticales

2

. X , )
lim =+00 = Larecta x=0 esuna asintota vertical.
x—>0" X

Asintotas horizontales

2 2 2
lim X—4: lim ()()—4— i X

X—>—0 X X—> +00 _X X—> +0 _X

Asintotas oblicuas

— 2 W2 2
m=tlim T jim X im XA i O A iy Xy
X —> +00 (—X) X—> 40 Y = {

X— —© X X— -0 X X— —0 X

X—> —0 X—> —0

n= lim [f(x) - mx]= lim |:X2_4—X}: lim ~2 = 1im 2 -0

m=1
n=0



Larecta y=Xx esunaasintota oblicua.

. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordena-
das

=0 > x*-4=0 —> x=-2

Cortaenel punto (-2,0)

Cortes con la asintota oblicua

=X — x*-4=x* = —4%#0 No corta.

X —>

. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2X-X—(X* —=4) x*+4
1100 = 2D X

X X

Veamos los valores para los que f’(x) se anula:

x> + 4

X2

=0 — x’+4=0 = Noseanulaen ningln punto.

La funcion f(x) es creciente Vx<0

No tiene méaximos ni minimos.

. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

X-x*—(x*+4)-2x -8

x* x3

£1(x) = =

Los valores de x para los que se anula f”(x) son:



—=0 — -8#0 = Noseanulaen ningun punto.
X
La funcion f(x) es concava vx<0

No hay punto de inflexion

Si x>0

1. Dominio

D[f(x)]= Vx>0
2. Periodicidad

No es periddica, yaque f(X+T)=(X+T)° —4(x+T)* +3(x+T) =f(X).
3. Simetrias

Simetria respecto al eje de ordenadas

f(—x) = (=%)° = 4(—x)? + 3(—x) = —x® — 4x* — 3x
f(x)=f(—x) = Lagraficade la funcion no es simétrica respecto al eje de ordenadas.

4. Asintotas
No tiene por ser una funcion polinémica.

5. Cortes con los ejes

Cortes con el eje de ordenadas

=x3 — 4x?
y =X X +3X} y=0 — Cortaenel punto (0,0).

Xx=0

Cortes con el eje de abscisas

0 x*—4x*> +3x=0 — X(x*-4x+3)=0
y:

y:x3—4x2+3x}
x=0
x=1 = Cortaen los puntos: (0,0) ; (1,0) ; (3,0)

X* —4x+3=0 = {
X=3



6. Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)=3x"> —8x+3
Veamos los valores para los que f’(x) se anula:

X =045

x> -8x+3=0 —
x=2"21

Los intervalos de monotonia son:

10,045 ; 045,221 ; ]221,00]

f(01)=223>0 = enelintervalo ]0,045[ lafuncion f(x) es creciente.
f'()=-2<0 = enelintervalo ]045,221[ lafuncion f(x) es decreciente.

f'(3=6>0 = enelintervalo ]221,00[ lafuncién f(x) es creciente.

En resumen, el esquema de monotonia de f(x) es:

Signo de f' + - +

Monotonia de f 0 7 ~ 7
La funcion f(x) es creciente vx €]0,045[ U] 221,00
La funcion f(x) es decreciente  Vx €]0'45,221|
Maximo en el punto  (0'45,0'63)
Minimo en el punto  (221,-2'11)

7. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

f"(x)=6x-8
Los valores de x para los que se anula f”(x) son:
6x-8=0 = x=13

Los intervalos de concavidad y convexidad son:



]0,13[ 5 ]13,]
f"(1)=-2<0 = enelintervalo ]O,l‘é[ la funcion f(x) es convexa
f7(2)=4>0 = enelintervalo ]13,00[ lafuncion f(x) es concava
En resumen, el esquema de concavidad y convexidad de f(x) es:

Signo de f "' B +

Concavidad / Convexidad © /\ 13 \_/

La funcion f(x) es concava VX e] 1'§,oo[

La funcion f(x) es convexa VX e] 0 ,1'§[

Punto de inflexion (13,-074)
8. Tabla de valores A

x | f(x)

5 | —472

4| -3

21| 0

—05| 75

05 | 0'62 >
15 | -112

2’5 | —1'87
6 90

Problema 31

[

Representar gréaficamente la funcion y=|x|+|x—1| e indicar razonadamente en qué
puntos dicha funcién no es diferenciable.



Para representar una funcion dada como suma de valores absolutos conviene eliminar éstos. Para
ello, cada una de las expresiones que estan entre barras convendra definirla en dos trozos:

-X si x<0

IX|=< 0 si x=0

X si x>0
-(X-1)=-x+1 si x-1<0 -X+1 si x<1
x—1= 0 si x-1=0 = x—1= 0 si x=1
x-1 si x—-1>0 Xx-1 si x>1

y después, ver la forma que adopta la funcion suma en los intervalos: ] —,0 ] ] 0,1[, ] 1,00 [

—X X

-X+1 < X-1—7—

0 1

e X=X+1 — < X=X41 — < X+x-1 ——

-2x+1 si xe]-,0]
La funcion que resulta es: f(x) = 1 si xe]0,1]
2x—1 si xe[l,00]

La funcién no es diferen- L
ciable en los puntos de
abscisa:

x=0 vy x=1

que, como se observa en la
grafica de la funcion, co- 1
rresponden a puntos angu-
losos, si bien la funcion si
es continua en dichos pun-
tos.






