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OPCION A
a 0 a
1.- a) Calcula, segun los valores de a, elrangode A=|a+1 a 0

0 a+l a+l1

Para a = 1, calcula el determinante de la matriz 2A" . A™
1

-— x 0
2
1 -1 t
b)Sea B=| y E 0 |Calcula x e y para que se cumpla que B~ =B'.
0 0 1

(Nota: A', B' representan la matriz traspuesta de A y B respectivamente)

a)
a 0 a a 0 0

A=la+1 a 0 |=la+l a -(a+l)=a ail _ia;l)‘:a-[a (a+1)+(a+1)2]
0 a+l1l a+ 0 a+l a+1

a=0
A=a-(a+1)-(a+a+1l)=a-(a+1)-(2a+1)=>Si|A=0=a-(a+1) (2a+1)=0=1 a+l=0=a=-1
2a+1:0:>a:—%

Vaeﬂf{—{—l,—%,o}:wqfO:rang (A)=3

Sita=-1
-1 0 -1

A= 0 -1 0 |=rang(A)=2
0 0 O

Sta=——
I A O S I SR
2 2 2 2 2 2

a=| L L ol 2L Lol 12 = rang (A) =2
2 2 2 2 2 2
o L 1||g L |0 0 o

2 2 2 2

Sia=0

0 0O

1 0 O|=rang(A)=2

011
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Continua el problema 1 de la Opcion A
a) Continuacion

101 10 1 . ‘At‘:|A|:4
A=2 1 0=0 1 - —1-‘2 j:z+2:4: ‘Al‘_1_1:>\2-At-A-1\=23-\AI\.\A-1\:
022 02 2 A4
\2~At~A-1\=8-4-1=8
b)
_i x 0
1 1 1 . 1 1
B|= — O=—==xy=— —4+xy |[=SI|Bjl=0=——-Xxy=0=xy=—-=
i<y 3 O=—g-w={gr)=siBizo=—foy 0=
0 O
1
~Z y 0
> y
Existe Bl:VXyei}{—{—%}Blzﬁ:(adj B')=B'=| x % 0=
0 0 1
1 - X 0 1 - X 0 1 y 0
2 2
adjB' =| -y 1 0 =B = & —y 1 0 lx Lo =
2 [1+ny 2 0 (2)
1 A 1 1
0 0 -—-=-x 4 0o 0 _|=
4 y [4+ij
- 11 X 0 —+:—332+xy:1
1
2| —+X —+X = 2| —+X
(4 yj ’ ; VO [4 y)
B™ = 1 y 11 0= x % 0|= X =y:>%+xy2:x:>%:x—xy2
T4 X 2.0 = —+ X
4 y [4+ij 0 0 1 4 y
0 0 1 y :x:>£+xzy:y:>§:y—xzy
Z+xy
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Continuacion del Problema 1 de la Opcién A

1
Xy=1l-—=xy=—
y=1-,=x
y 2 y 3 2 2 2 2 2
==xl-y° )= x= =—= X" =31-X)=x"=3-3x"=4x" =3
4 a-y?) L-y?) " "4l-x*) 4 b-x)
Xy xy= X
I Y
3
3 4 6 3 43
2 V3 43 2y3 2
x2=§:>x=iJ§:> 2
4 4 3
X__@jy_ 4 6 3 |3
2 3 43 2y3 2
2

2.- Dadoelplano 7:X—2y+32+6=0

a) Calcula el &rea del triangulo de vértices de los puntos de corte de 7z con los ejes de coordenados.

b) Calcula la ecuacion general del plano que es perpendicular al plano 7z, paralelo a la recta que pasa por
los puntos B(0,3,0)y C(0, 0, -2) y pasa por el origen de coordenadas.

c) Calcula el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano 7 :X—2y+3z2+6=0

a) Sean X, Y, Z los puntos de corte del plano con los ejes OX, OY y OZ respectivamente, el area del

triangulo que forman es igual a la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores XY y XZ (Nota:
Estos vectores, al calcular valores numeéricos, no pueden ser sustituidos por sus canénicos)

X=21 X=-6

OX={y=0=1-2-0+3.046=0=>1+6=0=>1=-6=X{ y=0 = X(-6,0,0)
z=0 z=0
x=0 x=0

OY ={y=pu=0-2u+3-04+6=0=-2u+6=0=>-2u=-6=pu=3=Y{y=3=Y(0,3,0)
z=0 z=0
x=0 x=0

0z = y=0=0-2-0+30+6=0=230+6=0=23a=-"-6=2a=-2=2727y=0 :>Z(0,0,—2)
=« 7=-2

XY =(0,3,0)-(-6,0,0)=(6,3,0)

—_—

:A:l.m@\
XZ = 2

—_—

0,0,-2)-(-6,0,0)=(6,0,-2)

——
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Continuacion del Problema 2 de la Opcién A

a)Continuacion

k
0 |=-6i-18k +12] = ‘W Aﬁ‘ = J(=6)2 +122 + (~18)° =/36+144 +324 =

O W .

i
XY A XZ = 6
6 -2

‘W/\X_Z"=\/504=2«/126=6\/ﬁ:> A=%~‘X_Y>/\X_Z>‘=¥=3\/ﬁu2

b) El plano £ queda determinado por el vector del plano 7, ya que es perpendicular a este plano, el vector

BC, ya que es paralelo a la recta que determina, y el vector OG, siendo O el origen de coordenadas y G el
punto genérico del plano. Estos tres vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el vector OG
es combinacion lineal de los otros dos, por eso el determinante de la matriz formada por ellos es nulo y la
ecuacion pedida del plano.

\Z:(l’_Z!B) X vy Zz
BC=(0,3,0)-(0,0,-2)=(0,3,2)=> =1 -2 3=0=-4x+37-9x-2y=0=
0G=(x,y,2)-(0,0,0)=(x,y,2) 0 3 2

—-13x-2y+3z=0= f=13x+2y-3z=0

¢) El punto O pertenece a una recta r perpendicular al plano 7 cuyo vector director es el del plano.
Hallaremos el punto de interseccion P entre la recta hallada y el plano 7, punto medio entre O y su
simétrico O’

_ X=A
v,=(1,-2,3 : -
x =r=<y=-21= PuntodeinterseccionP=>1-2-(-21)+3-31+6=0=141+6=0=
0(0,0,0)
z=31
0+ X,
x=—E _3 0% :>7xo.=—6:>xo.=—E
7 7 2 7
0+,
1Mi=—6=i=-2-_3_p y:—Z-(—E):P(—E,E,—gj: 8 9%Yo gy 1oy, =12
14 7 7 777 72 7
3 9 0+2z, 18
—3./_2 ——= =Xy =-18= X, =——
VA 3( 7} 7 5 0 o 7
of 8 12 18
7°7 7
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2
. - . x-1

3.- a) Calcula las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (X) = %
X"+

e 2
b) Calcula I(Xz_—l) dx
1 X“+1

a)

x> +1=0= x* = -1= x = ++/—1 = Sin solucidon en el campo de los nlimeros reales =
Dom(f)=Vvxe®R
No hay asintotas verticales

Asintotas horizontales

X! 2—+ L 1-—+ L 1 4 + ]

. (X—1)2 . X2 =2x+1 o G x2  x? . X X2 o o 1-0+0
y=lim-— = lim—— =—=1Iim 5 =lim = = =
xoo X441l xoe x4 41 0 xXow X N 1 X—>® 1+i 1+£ 1+0

x> x? x? o0
Existe asintota horizontal, y =1, cuando X — o
2
y= lim X_—2X+1 _ f _ Aplicando L'Hopital s = lim 2x -2 _ —_e . Aplicando L'Hopital s = lim E =1
X—>—00 X2 +1 00 x>0 2X — 00 X—-0 2

Existe asintota horizontal, y =1, cuando X — —o

Asintotas oblicuas

X2 —2x+1 x? 2x+1 1 2+
o f(x) . y2a1 L XP=2X+1 o . y3 Sy Ty g2
m=|lm£=|lm X+l _im - =—=lim*— X X —|im XX
X—0 X X—0 X X—0 X +X o0 X—00 X + X X—00 l_'_i
2 X3 x?
1 2 1
© o o 0-0+0 ] , )
=L O ©_ =0 = No existe asintota oblicua cuando x — o
1 1 1+0
+7
o0
X% —2x+1 x? 2erl 1 2+1
, X X 1 L L
. X°=2x+1 o 3 3 3 ) 2 3
m= lim —X-+1 I - - = lim XX X |im XXX _
X—>—00 X X—>—00 X + X — 00 X—>—00 X X X—>—00 1 1
N t oo
x3 X X
1 2 1
T o Ze 0-0+0
==X 0 =0 _ =0 = No existe asintota oblicua cuando x — —
1 1+0
1+ —
o0
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Continuacion del Problema 3 de la Opcién A
a)

£(x)= 2 (x—-1)(x? +1)-2x (x-1 2 (x-1) [x2 +1-X (x—l)] _2(x-1) (x2 +1-x2 +x)

(x2 +1)2 - (x2 +1)2 (x2 +1)2
2>0=>VVxelR
£(x) = 2(x—1)(x2+1):>Crecieme:> £(x)> 0 2(x—1)(x2+1)>02> Xx-1>0=x>1
(x2+1) (x2+1) X+1>0= x>-1
(x2+1f >0= vxe®
2>0 (+) (+) (+)
x>-1 (-) (+) (+)
x>1 (-) (-) (+)
(x*+1)*>0 (+) (+) (+)
Solucion (+) (-) (+)
Crecimiento VX e fR/(X<—1)u(X >1) Decrecimiento VX e R/-1<x<1
b)
x> —2x+1 ‘x2+1
—x*-1 1
—2X
(x-1° . 2x
x2+1  x2+1

O o 2 o o] 2 - [ 2~ (e-n)-ine]”

x=e=>t=e?+1

x> +1l=t=2xdx=dt = )
X=1l=>t=1"+1=2

j(;(;i)lz dx = e_1—[|n (e2 +1)—|n 2]=e—1—|n (e2 +1)+ In2=e-1+In 711
1
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4.- a) De una funcién derivable f(x) sabemos que pasa por el punto (0, 1) y que a su derivada es f'(x) = xe**
. Calcula f(x) y la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto correspondiente a x =0
b) Enuncia el teorema fundamental del calculo integral.

a)
2% 2% 2% 2x 2x 2x 2x _
f(X)=J.Xezxdx=x.e _J.e dx:Xe —ijetﬂzxe R = £ x—1 _ € 2 1+K
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
X=u=dx=du t ,
Por partes = ezde:dV:>V:J-ezde:J-etﬂ:e_:e
2 2 2
dt
2x:t:>2dx:dt:dx:?
2% _
f(x)=® (2x 1)+K
4
2.0 _ _a0
f(0)=1= 277 (2.0 l)+|<=1:> ° +K=1:>—%+K=1:>K=1+%=%:‘

-1=0-(x-0 -1=0 =1
{m=f'(O):O-eZ‘O=0-e°:o.1:o:>y (x-0)=y =y

b) Si f(x) es continua en [a , b], la funcion F(t) = f(X) dx,conte [a , b], recibe el nombre de funcién

D e

integral de f(x) en [a, b], de ello se determina el

Teorema fundamental del calculo integral

Si f(x) es continua en [a, b], entonces la funcién integral es derivable y cumple que:

F'(t)= f(x), vte[a,b]
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OPCION B

1.- a) Discute, segun los valores de m, el sistema:

X+y=m
X—my =-13
3X+5y =16

b) Resuélvelo, si es posible, param =2

a) En este caso para que sea compatible el determinante de la matriz de los coeficientes tiene que ser nulo
después veremos si Determinado o Indeterminado, si no es, el determinante, nulo el sistema es
Incompatible

a)
1 1 m
|A/B|=[L —m -13=-16m—39+5m+3m*+65-16=3m’-11Im+10= Si|A/B|=0=
3 5 16
i N5
3m? -11m+10=0= A =(-11)° -4-3.10=121-120=1> 0= x = i X 1t 10 s
6 6 3

vme R - {% , 2} = |A/ B| # 0= rang (A/ B) =3 > Numero de incognitas = Sistema Incompatible
Sim= >
3

. 3 3|5 3 3|5 3 3|5
1 -3 13|=[3 -5[-39|=|0 -8-44|=/0 00 = rang(A) = 2 = Namero de incognitas
3 5116 | (3 5[16 ) 0 2|11 (0 211

Sistema Compatible Deter minado

Sim=2

1 1|2 1 1]2 1 12 1 12

1 -2/-13|=|0 -3]-15|=|0 -1/-5|=|0 -1]-5|= rang(A)= 2= Numero de incognitas =
3 5116 0 2|10 0 1|5 0 0|0

Sistema Compatible Deter min ado

b)

Si m =2 = Sistema Compatible Deter min ado

1 12 3
(O 1‘5]3y=5:>x+5=2:>x=—3:>Squ0|on:>(x,y):(_3,5)
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X=3+A+2u
2.- a) Estudia la posicion relativa de los planos 7, : X+Y+z-5=0,7,:¢ y=1-A—-pu

z=1+u
Si se cortan en una recta, escribe sus ecuaciones paramétricas.
b) Calcula la ecuacion del plano 75, que pasa por el origen de coordenadas y es perpendiculara 7, y 7,.

Calcula la interseccion de 7., 7, y 75.

a) Dos planos pueden ser paralelos o coincidentes siempre que sus respectivos vectores directores sean
iguales o proporcionales, de ser asi tendremos que ver si un punto cualquiera de uno de ellos es solucion
del otro ya que seran coincidentes sino son paralelos.

Si no hay proporcionalidad ni igualdad en la comparacion de sus vectores directores los planos se cortan
segun una recta.

Para hallar el vector director del plano 7, calcularemos el producto vectorial de los vectores que se nos dan
en la ecuacion paramétrica que lo determina

> - —

ﬁz(l’_l’o):\/—@:\ZA\Tzzl -1 0z—i—E+2E—j:—i—j+k:>
v,=(2,-1,1) 2 -1 1

v, =(1,1,1) 1 1 1 ()
_n — — =—%>== No son planos paralelos, ni coincidentes
v =(-1,-1,1) -1 -11

]

Son dos planos que se cortan segln una recta

Para determinar la ecuacion general del plano 7, y conocido su vector director, este es perpendicular al

vector PG, en donde P es un punto cualquiera del plano (tomaremos el indicado en su ecuacion
paramétrica) y G el punto genérico del plano, y su producto escalar es nulo y la ecuacién del plano

v, =(-1,-1,1)=(,1,-1)
PG=(x,y,2)-(3,1,1)=(x-3,y-1,z-1)
1,1,-1)-(x-3,y-1,2-1)=0=>x-3+y-1-z+1=0=>7,=x+y-2-3=0

r_{x+y+z+5:0

:\ZL%:\Z-%zO:

=2X+2y+2=0=>X+Yy+1=0=>x=-1-y=-1-y+y+72+5=0=>z=-4

X+y—-2-3=0
X=-1l-«a
r-{ y=«a
z2=-4
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Continuacion del Problema 2 de la Opcién B

c) El vector director de 7, es el producto vectorial de los vectores directores de 7, y 7, y es perpendicular
al vector OG, siendo O el origen de coordenadas y G el punto genérico del plano, por lo tanto su producto
escalar es nulo y la ecuacion de 7.

— |

v, =(,1,1) — — —

> — —

k
1 =—i+j+E—k—i+]=—2i+2]:>

y
L]

\"

|l e S S

—_—

. L,0) —=v_10G=v_-0G=0=(1,-1,0)-(x,y,z)=0=
0G=(x,y,z)-(0,0,0)=(x,y,z) ~ 3
0

X+y+z=-5 1 1 1, 1 1 1
x+y-z=3 =>|A=1 1 -1=/0 0 -2=-420= rang(A)=3= Nimero de incognitas
Xx—-y=0 1 -1 0, 0 -2 -1

Sistema Compatible Deter min ado = Se cor tan en un punto =
1 1 1}-5 1 1 15

1 1 -1/3 |=|0 0 -2[8 :>—22=8:>z:—4:>—2y+4:5:>—2y:1:>y:—%
1 -1 0l0) |0 -2 -1|5

x—£—4:—5:>x:—1+£:—£:>8e cortan enel punto (x,y,z)= —i,—l,—4
2 2 2 2 2

3.- @) Enunciado e interpretacion geométrica del teorema de Rolle.

. 3 x> +ax+b si x<2
b) Si ¢ > 2, calcula los valores de a, b, ¢ para que la funcion f (X) = cumpla las

X+1 si x>2

hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0,c].

a)
Teorema de Rolle
Sea f(x) una funcién continua en [a , b], derivable en (a , b) y que verifica que f(a) = f(b); entonces existe, al

menos, un punto C € (a ,b) tal que f'(c) =0

10



I.E.S. Mediterraneo de Mélaga Septiembre 2012 Juan Carlos Alonso Gianonatti

Continuacion del Problema 3 de la Opcion B

b)
La funcion tiene que ser continua en el intervalo [0, ¢ ] y derivable en el intervalo (0, ¢) para cumplir las
condiciones del teorema de Rolle. Estudiémoslas en x = 2 que es el tnico punto en donde puede haber no
cumplimiento de lo necesitado
Para que sea continua en x = 2

lim f(x)=2°+a-2+b=2a+b+4 @) ) "

X2 . = f(2)=Ilim f(x)=lim f(x)=>2a+b+4=3=2a+b=-1

f(2)=lim f(x)=2+1=3
x—2"

x—2* Xx—2"
Para que sea derivable en x = 2

i lim f'(x)=2-2+a=4+a
f'(x)={2xl+aSi S'X >X2<2:>{H2 (Iizn (-1 = lim £'(x)= lim f'(x)=> 4+a=1=

x—2" x—2*
x—2*

a=-3=2-(-3)+b=-1=-6+b=-1=b=5=
2 - _n2 _ . _
f(0)=1" S s X<z f0)=0°-3-0+5 5:>f(0):f(c):>c+1=5:>c:4
Xx+1 si x>2 f(c)=c+1

4.- Dibujay calcula el area de la regién limitada por la gréfica de la parabola f(x) = - x> + 2x + 3 la recta
tangente en el punto donde la parabola tiene un extremo y la tangente a la pardbola en el punto en que la
tangente es paralela a la recta y = 4x (Nota: para el dibujo de las graficas, indicar los puntos de corte con
los ejes, el vértice de la parabola y la concavidad o convexidad).

a)
Recta tan gente por el extremo (méximo 0 minimo absoluto)
f'(x)=-2x+2= f'(x)=0=> 2x+2=0=2x=2=x=1= f(1)=-1°+2-1+3=4=y =4
Recta tan gente paralela a y = 4x
f'(x)=4= -2x+2=4= -2x=2=x=-1= f(-1)=—(-1)] +2-(-1)+3=0= y =4 [x - (-1)|=
y=4x+4
X=3
x=1
OY = x=0= f(0)=-02+2-0+1=1
f'(x)=-2x+2= f'(X)=0= -2x+2=0=x=1= f"(x)=-2 <0 = Maximo
Maximo absoluto y vérticeen x =1= f(1)= -1 +2-1+3 =4
Concavidad = f"(x)>0= -2 <0 = Convexa envx € R

— 2 _
Puntos de corte de la parabola con = OX=y=0=-x"+2x+1=0= {

11
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Continuacion del Problema 4 de la Opcion B
b) Continuacién

vy
/

]
=
=
]
w
I~

~x?+2x+3=4= X" -2x+1=0= (x-1) => x=1
Punto de corte entre funciones = {—x? +2x+3=4x+4= x> +2x+1=0= (x +1f => x=-1
Ix+4=4=4x=0=>x=0
0 0 1 1
A:‘|.(4x+4)dx—j(—x2 +2x+3)dx+'[4 dx—j(—x2 +2x+3)dx =
-1

0

A= I(4x+4 dx+I4de X2 +2X +3) dx =

A4—[x]+4 [x]1—2—[x]1
A=2.[07 - (-1) ]+4- 0- (- 1)]+4(1 0)+3- L ]—[12— ~17]-3- - (-

A:2'(—1)+4~1+4-1+%-(1+1)—(1—1)—3~(1+1):—2+4+4+§—O—6:gu2

12





