EBAU Julio 2021 Matemdticas Il en Asturias L.E.S. Vicente Medina (Archena)

Prueba de evaluacion de Bachillerato
para el acceso a la Universidad (EBAU)

Universidad de Oviedo Curso 2020-2021

MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a
elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante deberd indicar la agrupacion de preguntas que responderd. La seleccion de preguntas
debera realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido seleccionar preguntas que
sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no coincidan con las indicadas, lo que
puede conllevar la anulacién de alguna pregunta que se salga de las instrucciones.

ax + z=a
Bloque 1.A Dado el sistema de ecuaciones 2x —y — z=-1: aeR.
X +az=a

a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado. (1 punto)

1 2 2
Bloque 1.B Sealamatriz A=| 2 1 2| . Calcula:

1 01
a) Si existe, su inversa. (1 punto)
b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica:

(X + A)2 - X?*-X-A=1, (I3 matriz identidad de orden 3). (1.5 puntos)

Bloque 2.A Sea la funcion f (x) :1—%.

a) Haz un esbozo de su grafica determinando: dominio de definicion, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.
(1.5 puntos)
b) Calcula el area de la region limitada por la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x=1;
larectay =1y el eje de ordenadas. (1 punto)

Bloque 2.B En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de cine

(ver figura). La forma de la nave es la descrita por la gréfica de la funcion y=f£(x)

2 (Xsy)
f (x) =12 —X? > (0. Calcula los valores positivos (X, y) que hacen maxima |\
el area de la pantalla. (2.5 puntos) |
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Prueba de evaluacion de Bachillerato

. : . para el acceso a la Universidad (EBAU)
Universidad de Oviedo Curso 2020-2021
Bloque 3.A. Sea el tetraedro de la figura formado por A(3, 0. 0), B(0, 2, D

0), C(0, 0, 6) y D(a, 3, 1). Calcula:
a) El &rea del tridngulo limitado por los puntos A, B 'y C. (0.5 puntos)
b) La ecuacion del plano 1 que pasa por los puntos A, By C. (0.75

puntos) C
c) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano m A B
anterior. (0.75 puntos)
d) Paraa =5, el punto D" simétrico de D respecto al plano . (0.5 puntos)
X+y+z=0
Bloque 3.B. Sean el punto P(1, 0, 1) y larecta r: Calcula:
X+2Z=
a) Las ecuaciones paramétricas de la rectar. (0.75 puntos)
b) La distanciade ra Py el punto Q € r donde se alcanza dicha distancia. (1 punto)
c) La ecuacion del plano 1 que contiene a r y esta a la misma distancia de P que r. (0.75 puntos)

Bloque 4.A. Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas rojas. En la caja B, 6 dados
negros y 2 dados rojos y en la caja C, 2 dados negros y 4 dados rojos. El suceso consiste en sacar una
bola y un dado. En primer lugar se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra, se extrae al azar un
dado de la caja B pero, si la bola es roja se extrae al azar un dado de la caja C.

Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos sin relacion entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean rojos. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que el dado sea rojo. (1 punto)

Bloque 4.B. Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media
u = 30 y desviacidn tipica o = 10. Calcula:
a) La probabilidad de que X < 20. (1.25 puntos)
b) Se hace una revision de los datos y se observa que la probabilidad del 50% se alcanza en el valor
X < 35. y la probabilidad del 75% se alcanza en el valor X < 40. ;Cudles son las nuevas media y
desviacion tipica?

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucién normal de media 0 y desviacion
tipica 1: F(x)=P(Z <x); F(0) = 0.5; F(0.6745) = 0.75; F(0.8416) = 0.8; F(1) = 0.8413; F(1.375)
=0.9154; F(1.5) = 0.9332; F(2) = 0.9772)
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SOLUCIONES:
ax + z=a
Bloque 1.A Dado el sistema de ecuaciones 2x —y — z=-1: aeR.
X +az=a
a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado. (1 punto)
a 0 1
a) La matriz de coeficientes del sistemaes A=| 2 -1 -1
1 0 a
a 0 1]a
Y la matrizampliadaes A/B={2 -1 -1|-1
1 0 a|a

Hallamos el determinante de Ay lo igualamos a cero.

a 0 1
|A|: 2 -1 -l=-a*+1
1 0 a

|A=0=-a’+1=0=2a’ —1=a=A1=+1
Analizamos tres situaciones diferentes.

CASO 1l a=-1ya=#1
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de A/By
el nimero de incognitas.
El sistema es compatible determinado (una Unica solucion)

CASO 2. a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Transformamos la matriz ampliada en otra matriz triangular equivalente.

Fila22 + 2 - Fila 18
-1 0 1|-1 2 -1 -1 -1
A/IB=2 -1 -1|-1|={-2 0 2 =2
1 0 -1|-1 0O -1 1 -3
Nueva Fila 22
Fila 32 + Fila 12
1 0 -1 -1 -1 0 1|-1
-1 0 1 -1;=(A/By={0 -1 1|-3
0 0 0 -2 0 0 0|-2
Nueva Fila 32
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Observando la matriz vemos que el rango de A es 2 y el de A/B es 3. Como son distintos el
sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. a=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Transformamos la matriz ampliada en otra matriz triangular equivalente.

Fila22 — 2 - Fila1?| |Fila 3% — Fila 12
1 0 111 2 -1 -1 -1 1 0 1 1
A/B={2 -1 -1|-1|=4 -2 0 -2 -2 -10 -1 1}=>
1 0 1|1 0 -1 -3 -3 0 0 0 O
Nueva Fila 22 Nueva Fila 32
1 0 1|1
:>(A/B)'= 0 -1 -3|-3
0O 0 0|0
—_—

A
Observando la matriz transformada vemos que el rango de A es 2 y el de A/B también es 2,
pero distintos del nimero de incdgnitas (3).
El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

b) Es compatible indeterminado para a=1.
Lo resolvemos a partir de la matriz triangular equivalente a A/B.

1 0 1|1 1 0 1|1
AIB=l2 -1 -1|-1|=(A/B)y=|0 -1 -3|-3
1 0 1)1 0 0 0|0
X +z=1
X+z=1
2X -y —z=-1;= =
—y—3z:—3}
X +z=1
x=1-1
X=1-z Xx=1-z2 )
= = =|y=3-31; siendo 1R
-y=-3+3z y=3-3z !
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Bloque 1.B Sea la matriz A= . Calcula:

RN e
o R N
R NN

a) Si existe, su inversa.
b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica:

(X +A)' =X?*~X-A=1, (I3 matriz identidad de orden 3).

(1 punto)

(1.5 puntos)

a) Calculamos su determinante.

1 2 2
|Al=]2 1 2/=1+4-2-4=-1=0.Existe lainversa de A.
1 01
1 2 1 10 2 0 2 1
+ — +
Adj|2 1 0 2 1 2 1 2 2
LoAd(A) (221 Ry o pg 2
A -1 R I A A
2 1 11 1 2
+ - +
10 2 0 2 1
1 2 2) (-1 2 -2

A'=-|0 -1 2|=|0 1 =2
-1 2 -3 1 -2 3

b) Despejamos X en la ecuacion matricial.

(X+AY =XZ=X-A=l,= (X +A)(X +A)=X?-XA=1,=
= X7+ XA+ AX + A2 - X7 XA =1, = AX + AT =1, =
= AX =1, - A2 = ATAX = A, - ATAA = [X = AT - A

Sustituimos los valores de las matrices.

X=A'-A
1 2 -2\ (1 2 2
X=l0 1 -2|-|2 1 2
1 2 3)(101

2 0 -4

X=|-2 0 -4

0 -2 2
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Bloque 2.A Sea la funcion  f (x) :1—%.
X

a) Haz un esbozo de su grafica determinando: dominio de definicion, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, méximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.
(1.5 puntos)
b) Calcula el &rea de la region limitada por la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x=1;
larectay =1y el eje de ordenadas. (1 punto)

a) El dominio de la funcion son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.
Dominio f (x)=R—{0}

Asintota vertical. x=a
¢x =0 es asintota?
lim f (x) = Iiml—i :1—i —1—00=—00

x—0 x—0 G 02

La recta x = 0 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b
b=Ilimf (x)= Iiml—i2 :1—1 =1-0=1
Q0

X—>0 X—>0 X

Larecta y =1 es asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues existe asintota horizontal.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Derivamos e igualamos a cero la derivada.

f (x):l—izzl—x‘2 = f(x)=0+2x"° =%
X X

f '(x):O:%:O:Z:O iilmposible!!

La funcion no presenta puntos criticos.
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 0 (discontinuidad de la funcion).

e En (—,0) tomamos x = -1y la derivada vale f(-1)= 2~ 2<0. Lafuncion

(1)

decrece en (—,0).
e En (0,+) tomamos x = 1 la derivada vale f'(1)= 133 =2>0. La funci6n crece en

(O,+oo).

La funcién decrece en (—o0,0) y crece en (0,+x).

La funcidn no presenta maximos ni minimos relativos.
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Intervalos de concavidad y convexidad.
Hallamos la segunda derivada e igualamos a cero.
f(x)= BN I “(x)=6x"= %

X3 X

f "(x)=0:>%:0:> 6=0 jjlmposible!!

La funcion no tiene puntos de inflexion.
Estudiamos el signo de la derivada segunda antes y después de x = 0 (discontinuidad de la
funcidn).

6

e En (—,0) tomamos x = -1y la derivada segunda vale f “(-1)= o =6>0.La

funcién es concava (N) en (—,0).
e En (0,+0) tomamos x = 1y la derivada vale f “(1)= 1% =6>0. La funcion es

concava (N) en (0,+o).
La funcion es concava en todo su dominio.

Anadimos una tabla de valores.

1 4-
X |y=1l-—
X Asintota vertical
-2 0.75 3
-1 0
-0.5 -3 2
0.5 -3 Asintota horizontal
0 — ¥ e
0.75

&
=

b) Calculamos la ecuacion de la recta tangente a la funcion en el punto de abscisa x=1.
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[3*]

y=2x-2
;2
y=1 < - )
/& e
3
Ax)=1--

l |

La region es un tridngulo de altura 3 y nos falta determinar la base como el punto de corte de
lasrectas y=1, y=2x-2.

y=2x-2 3
=1=2X-2=2Xx=3=|x===15
y=1 2
e -, - 3'1.5 2
El &rea de la regién pintada de rosa es =|2.25u
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Bloque 2.B En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de cine
(ver figura). La forma de la nave es la descrita por la gréfica de la funcién y=f£(x)
;(x,y)

2
f(x)=12 —X? > 0. Calcula los valores positivos (x, y) que hacen maxima

el &rea de la pantalla. (2.5 puntos)

2
Si la funcion es f (x) :12_% >0 veamos cual es el dominio de definicion.

36—x°

>0=36-Xx">0=(6—x)(6+x)>0=>xe(-6,6)

y=f(x)

o

2x
El area de la pantalla es base por altura > A(x, )=2xy

2
- X .
Como los puntos (x, y) son los de la gréfica de f (x) =12——3 entonces tenemos que el area

depende solo del valor de x.
A(X,y)=2xy 2 0yl
X2 :>A(x)=2x(12—?j=24x——

=12 3
Y 3

Derivamos e igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

3 2
A(x):24x—%:> A'(x)= 24—32%:24—2%

A(X)=0=24-2x*=0=x* =12= [x =112

Tomamos el valor positivo x = +/12 =3.46 , que es un punto critico de la funcion y esta en el
intervalo (—6,6).

Calculamos la segunda derivada y sustituimos x = +12 para comprobar si es maximo.
A'(x)=24-2x" = A"(x) =—4x= A"(V12) =412 <0

La funcion A(x) presenta un maximo relativo en x = +12

2
También es absoluto en el intervalo (—6,6) pues f (6) =12—% =0.

2
Como f (\/1_2):12—@:12—4:8 el punto buscado es (J1_28)
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Bloque 3.A. Sea el tetraedro de la figura formado por A(3, 0. 0), B(0, 2, D

0), C(0, 0, 6) y D(a, 3, 1). Calcula:

a) El &rea del tridngulo limitado por los puntos A, B 'y C. (0.5 puntos)

b) La ecuacion del plano 1 que pasa por los puntos A, By C. (0.75

puntos) C
c) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano A B
anterior. (0.75 puntos)

d) Paraa =5, el punto D" simétrico de D respecto al plano . (0.5 puntos)

a) El area del triangulo es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y AC .

AB =(0,2,0)-(3,0,0)=(-3,2,0)
AC =(0,0,6)—(3,0,0)=(-3,0,6)
i ] ok
ABxAC=|-3 2 0/=(12,18,6)
-3 0 6
Area ABC = ‘ABZAC‘ 1 +;82+62=3«/1_4=11.225u2

b) El plano pedido tiene como vectores directores los vectores AB y AC y pasa por el punto A.

AB=(-3,2.0) x—3
AC=(-3,0,6)y=7=| -3
A(300e -3

<l Cl

=0=12x-36+6z+18y=0=

o N
S O N

N—"

= |7 =2x+3y+2-6=0

c) Para que sea AD perpendicular al plano deben ser el vector normal del plano y AD vectores
con coordenadas proporcionales.
AD =(2,31)(3,0,0)=(a-3,31)
7=2x+3y+2-6=0->n=(2,31) 3%4222%3%_321361—3:23

n y AD con coordenadas proporcionales

d) Hallamos la ecuacion de la recta t perpendicular al plano 7 =2x+3y+2z—6 =0 que pasa por el
punto D(5, 3, 1).

D(,3.1) <t X=5+2a
- - =>t=y=3+3cx
v, =n=(2,31) Y 1tg

Hallamos el punto de corte M de larectaty el plano .
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X=5+2a
t=qy=3+3x
=
=1+«

r=2X+3y+2-6=0

= 2(5+2a)+3(3+3a)+1+a-6=0=

=10+40+9+9a+1+a-6=0=

=140+14=0=14a=-14=
X=5-2=3

=>a=-1={y=3-3=0=M(3,0,0)
z=1-1=0

El punto simétrico D"(a,b,c) es un punto tal que el vector D'M = MD.

D'M =(3,0,0)-(a,b,c)=(3-a,- )3(3_a_b_c):(231):>
MD =(5,3,1)-(3,0,0)=(2,3,1) o -

3-a=2—>a=1
= {-b=3—->b=-3 =|D'(1,-3,-1) Simétrico de D respecto del plano 7

—-c=1->c=-1
OTRA FORMA MAS FACIL Y MAS RAPIDA

Como el vector AD para o = 5 es perpendicular al plano 1 el punto M del dibujo superior es
el punto A (de hecho nos ha salido ese punto), por lo que el punto D" es el resultado de la

suma del punto Ay el vector DA.

DA=(3,0,0)-(5,31)=(-2,-3,-1)= D'= A+ DA=(3,0,0)+(-2,-3,-1) = |D'=(1,-3,-1)
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X+y+z=0
Bloque 3.B. Sean el punto P(1, 0, 1) y larecta r: 0 Calcula:
X+2Z=
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r. (0.75 puntos)
b) La distanciade ra Py el punto Q € r donde se alcanza dicha distancia. (1 punto)
c) La ecuacion del plano m que contiene a r y esta a la misma distancia de P que r. (0.75 puntos)

a)

X =
X+y+z=0 [x+z=- =0 =0

r: J = y:> y = / =|r:qy=0
X+z=0 Xx+2z=0 X+z=0 X=-1

b) Hallamos el plano m perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
Determinamos el punto Q de corte de recta y plano.
La distancia entre P y r es el médulo del vector que une los puntos Py Q.

-

d(P, r}

——— o — — — — E .

(4, r

Hallamos el plano  perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. Este plano tiene como
vector normal el director de la recta.

X=-41
r:{y=0 =u, =(-101)
z=1
n=u,=(-101)| z=-x+z+D=0
= :>—1+1+D:0:>D:O:>
P(l,O,l)eﬂ P(l,O,l)en

Determinamos el punto Q de corte de recta y plano.

7=-X+2=0

Xx=0
- :; =>1+1=0=221=0=1=0=:y=0= Q(0,0,0)
Ak z=0
2=A1

La distancia entre P y r es el mddulo del vector que une los puntos Py Q.

QP =(101)~(0.00)=(1,02)=d (P, ) =d(P,Q)= Q| = '+ 0" +7" =[{2u
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c) Tenemos que hallar la ecuacion del plano T que contiene a la recta r y que es perpendicular al
vector QP.

P

n

==

Este plano tiene como vector normal el vector QP y pasa por el punto Q.

n=QP=(101) _ m=x+2+4D=0
Q(0,0,0)en Q(0,0,0)eﬁ

}:>0+0+D=O:> D=0=|7r=x+2=0]
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Bloque 4.A. Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas rojas. En la caja B, 6 dados
negros y 2 dados rojos y en la caja C, 2 dados negros y 4 dados rojos. El suceso consiste en sacar una
bola y un dado. En primer lugar se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra, se extrae al azar un
dado de la caja B pero, si la bola es roja se extrae al azar un dado de la caja C.

Calcula las probabilidades de los siguientes sucesos sin relacién entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean rojos. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color. (0.75 puntos)
c) La probabilidad de que el dado sea rojo. (1 punto)

a) Hacemos un diagrama de arbol para establecer las distintas opciones que pueden ocurrir y sus
probabilidades.

Dado negro de caja B

(6 negros y 2 rojos)

Bola negra 6/8
4/10

Dado rojo de caja B

(6 negros y 2 rojos)
2/8

Bola y luego un dado

Dado negro de caja C

(2 negros y 4 rojos)

Bola roja 2/6
6/10

Dado rojo de caja C

(2 negros y 4 rojos)
4/6

Llamamos BN a “Sacar bola negra” BR a “Sacar bola roja” y DN a “Sacar dado negro” y DR a
“Sacar dado rojo”.

a)

P(BRmDR): P(BR)P(DR/BR):

[N

5212 04
10 5

b) Para que sean del mismo color debe ser bola y dado rojo o bola y dado negro.
P((BRNDR)U(BN NDN))=P(BRNDR)+P(BNNDN)=

=04+ P(BN)P(DN/BN)=0.4+%-§=0-4+0-3=

c) Que salga el dado rojo puede ocurrir de dos formas: bola roja y dado rojo o bola negra y dado
rojo.
P(Dado rojo) = P(BRNDR)+P(BN "DR)=0.4+P(BN)P(DR/BN)=

=o.4+%-§=0.4+0.1=
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Bloque 4.B. Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucién normal de media
u = 30 y desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La probabilidad de que X < 20. (1.25 puntos)

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la probabilidad del 50% se alcanza en el valor X
< 35. y la probabilidad del 75% se alcanza en el valor X < 40. ;Cuales son las nuevas media y
desviacion tipica?

a) Sea X = N(30, 10).
P(X < 20)={Tipificamos} = P( X 201—030j —P(Z<-1)=..
(o}

..=P(Z2>1)=1-P(Z <1)=1-F(1) =1-0.8413=[0.1587]

b) Tenemos X = N(u, o)
Y sabemos que P(X <35)=0.5y que P(X <40)=0.75, por lo que:

_ Miramos en los datos _
P(X SBS)zP(ZSgS “j:o.s: S E kI
o F(O)=0.5 o

4 Miramos en los datos _
P(X £40):P(Z§4O “j=0.75:> 0074 06745
o F(0.6745)=0.75 o

Juntamos las dos ecuaciones y resolvemos el sistema.

35-u
~0
35— 40 ~35
400 = ”_06745 }: }:40—35:0.67450:
—H D ~u=0.67450| " 40— ;1 =0.6745¢
O
Slo=—2 7413
0.6745

La nueva media es ¢ =35 y la desviacion tipica es ¢ = 7.413.

(Algunos valores de la funcion de distribucion de la distribucion normal de media 0 y desviacién tipica
1: F(x)=P(Z<x); F(0) = 0.5; F(0.6745) = 0.75; F(0.8416) = 0.8; F(1) = 0.8413; F(1.375)
=0.9154; F(1.5) = 0.9332; F(2) = 0.9772)
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