EBAU 2021 Junio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato
para el acceso a la Universidad
Curso 2020-2021
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Materia: Matematicas Il Tiempo maximo de la prueba: 1h 30 min

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 preguntas, cuyo valor es de 2
puntos cada una. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningln caso debera responder a un nimero
mayor del indicado porque en la correccion del examen solo se tendréan en cuenta las cinco primeras
preguntas respondidas. Se seguira el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante.
Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente
indicado. En ese caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregiria la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

PREGUNTAS

2 1
1. Demostrar que la matriz M :(1 2) verifica la ecuacion M?+A4M + 4,1 =0 y determinar los

escales 4, y A, de R (donde I'y 0 son las matrices 2x2identidad y cero). (2 puntos)

2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en

funcién del parametro 1 eR: (2 puntos)
X—y=41
X—Ay=A41
AX—-y=A1

X—4 y-2 7+2
1 -1

a) Determinar los valores del parametro k e R para que el plano IT contengaar. (1 punto)
b) Para k = 0, calcular el angulo que forman IT y r. (1 punto)

3. Dados el plano [T=kx+y—-z=0y larecta r =

4. Sea el plano IT=x+y+z=1. Encontrar un plano paralelo a IT tal que el triangulo formado por los
puntos de corte de dicho plano con los ejes tenga area 23. (2 puntos)

5. Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexion
de la funcion f(x) = e, (2 puntos)

6. Demostrar que las graficas de las funciones f(x)=2—x*y g(x)=¢€* se cortan en al menos 2 puntos.

Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de longitud menor o
igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que lo
justifiquen. (2 puntos)

7. Calcular la integral racional (2 puntos)

Izg—xdx
X +X-2
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8. Sean las funciones f (x)=x"y g(x):\/;.

a) Representar la region plana delimitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo
[0, 2]. (0,5 puntos)
b) Calcular el area de la region anterior. (1,5 puntos)

9. Un mecénico compra ruedas a dos marcas A y B. Compra el 40% a la marca A que tiene un 3% de
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1% de defectuosas. EI mecénico tiene que
cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa. (1 punto)
b) Si la rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A. (1 punto)

10. Las notas del examen de Matematicas Il de la EBAU siguen una distribucion normal de media 6,5
y desviacion tipica de 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas Il de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (> 5). (1 punto)
b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las
notas. (1 punto)
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SOLUCIONES

2 1
1. Demostrar que la matriz M :(1 2) verifica la ecuacion M?+AM + 4,1 =0 y determinar los

escales 4, y A, de R (donde I'y 0 son las matrices 2x2identidad y cero). (2 puntos)

, [2 1)(2 1) (2 1j [1 oj [0 oj
M +AM+41=0= +4 + 4, = =
1 2)\1 2 1 2 0 1) (0 0
4+1 242 2 1 10 B 00
:”(2+2 1+4j”1(1 2}”2[0 1}‘(0 oj:

j(5+2/11+ﬂ? 4+ 4, ]_(o oj:{5+2,11+,12=o:>

4+2  5+24+4,) \0 0O 4+ 1, =0

5+24+4,=0
:{%:_4 =5-8+4,=0=[4, =3

Lasoluciones 4, =—4; 4, =3.
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2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en

funcion del pardmetro A e R: (2 puntos)
X—y=A4
X—Ay=A¢.
AX—-y=A1
1 -1
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A= 1 -4
A -1
1 -1 A
Y la matriz ampliadaes A/B=|1 -1 4
A -1 A

Estudiamos el rango de A/B. Calculamos su determinante para ver cuando su rango es 3.

1 -1 4
|A/B|:1 A MUN=- == A+ L+ A+ A=2>-227+A
A -1 2

A=0
|AIB|=0=>2°-24"+1=0=A(1*-24+1)=0=10
A2-24+1=0=(2-1) =0= =1

Consideramos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASO 1. A#0yA=1

En este caso el determinante de A/B es no nulo y su rango es 3, siendo el rango de A a lo
sumo 2. Al ser distintos el sistema es incompatible (no tiene solucion).

CASO 2. 1=0
X—y=0
El sistema queda x =0¢ Se obtiene facilmente la solucion: x=y =0. El sistema es
_y — 0

compatible determinado (solucion Unica).

CASO 3. 1=1
x—-y=1
El sistema queda x—y=1;=>x-y=1=>x=y+1.
X-y=1

El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Las soluciones son: x=1+t; y=t siendoteR
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X—4 y-2 7+2
1 -1

a) Determinar los valores del pardmetro k e R para que el plano IT contengaar. (1 punto)
b) Para k = 0, calcular el angulo que forman IT y r. (1 punto)

3. Dados el plano TT=kx+y—-z=0y larecta r =

a) Para que la recta esté contenida en el plano el vector normal del plano y el director de la recta
deben ser perpendiculares y ademéas uno de sus puntos debe estar en el plano.
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Comprobamos que el punto P(4, 2, —2) de la recta r pertenece al plano:

[M=-x+y-2=0
= (—4+2-(-2)=07jiSI!!
¢P(4,2,—2)el‘[?

Para k = —1 la recta esta contenida en el plano IT.

b) Parak =0 el plano es IT=y—-z=0. Como hemos visto antes el vector normal del plano y el

director de la recta ya no son perpendiculares y recta y plano seran secantes.
Calculamos el angulo que forman vector normal del plano y director de la recta.

M=y-z=0=n=(01-1) L\ n-v

rEx—4:y—2:z+2:>\7r:(2’l’_1) :COS(n’Vf):‘ﬁ‘_V%

2 1 -1

. (0.1-1)(2,1,-1) 22 ey (L}
COS(”er)—\/02+12+(_1)2\/22+12+(_1)2 —\/5\/6_\/1_2:>(n,vr)—cosl V)

El &ngulo que forman recta y plano es de aproximadamente 90° — 54° = 36°.

5de 15




EBAU 2021 Junio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

4. Sea el plano TT= x+y+z=1. Encontrar un plano paralelo a IT tal que el tridngulo formado por los
puntos de corte de dicho plano con los ejes tenga area 2.3. (2 puntos)

Un plano paralelo tiene ecuaciéon IT=x+y+z+k =0.

Hallamos las coordenadas de los puntos de corte del plano con los ejes tienen coordenadas.
z

£ €(0,0,¢)

B(0,b,0)
Y

Afa,0,0)
"/
M= k=0
X+y+z2+ }:}X—i—k:OjX:_ij(_k’o’o)

[M=x+y+z+k=0

x:z:O}j y+k=0=y=-k=B(0,—k,0)

[M=x+y+z+k=0

}:>z+k=0:>z=—k:>C(0,0,—k)
Xx=y=0

Hallamos el area del triangulo formado por los tres puntos.
Esta area es la mitad del médulo del vector que resulta del producto vectorial de AB y AC .

AB = (0-k.0)~(-k,0.0)=(kk0)| o o |\ ) E:(kz @)
AC =(0,0,-k)—(~k,0,0) = (k,0,~k) o

KB)(E 4 4 4 4
Area:‘ :\/k +k* +k :\/3k :ﬁkz
2 2 2 2

Como el area debe ser 2\/§.

Area=2\/’=£k2:ﬁ=k2:k2=4:k=ﬂ
2 V3

Los planos que cumplen la condicion pedidason IT=x+y+z+2=0y II"'=x+y+z-2=0
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5. Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexion
de la funcion f(x)=e™ . (2 puntos)

La funcion f(x)=e™ tiene como dominio R .

Asintota vertical. x=a
No tiene, pues el dominio son todos los nimeros reales.

Asintota horizontal. y=b

b=lim f(x)= lime* =e“=— =20
X—>+0 X—>+00 e 00

b=1lim f(x)=lime™ =e*=— =10
X—>—00 X—>—00 e 00

La asintota horizontal es y =0.

Asintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues tiene asintota horizontal.

Para el estudio de la monotonia usamos la derivada.
f(x)=e™* = f'(x)=—2xe™*
x=0
f(x)=0=—-2xe™ =0=>40
e =0{IMPOSIBLE!

Vemos como es la monotonia antes y después de x = 0.

e En (-,0) tomo x =-1y laderivada vale f (-1)=2e™>0. Lafuncion crece en (—x,0).
e En (0,+) tomox =1y laderivadavale f"(1)=—2e™<0. La funcién decrece en (0,+x).

La funcion sigue el esquema:

!
T
|8

-3

-1

ot
—
g
"

$
0
La funcién crece en (—,0) y decrece en (0,+x).
La funcion tiene un maximo relativo en x = 0.

Como f(0) =e =1 el maximo relativo tiene coordenadas (0, 1).

Para estudiar los puntos de inflexion utilizamos la derivada segunda.
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fr(x)=-2xe™ = f”(x)=—20" +(—2x)(—2x)e’Xz = (—2+4x2)e*XZ

f7(x) =0:(—2+4x2)e’X2 =0=>-2+4x"=0=4x"=2=X* :%: x:i\/%
Estudiamos la curvatura de la funcion antes, entre y después de estos valores.

e En (—oo, —\/ﬁ) tomamos x = —1 y la derivada segunda vale
f(-1) = (—2 + 4(—1)2)e’(’1)2 =2e*>0. La funcién es convexa (U) en (—oo, —\/ﬁ)

e En(—/05,05) tomamos x = 0y la derivada segunda vale f “(0) =(-2+0)e* =-2<0.
La funcién es concava (N) en (—\/ﬁ, \/ﬁ)

e En (\/ﬁ +oo) tomamos x = 1y la derivada segunda vale f (1) =(-2+ 4)e‘12 =2e'>0.

La funcion es convexa (U) en (\/0.5,+oo)

La funcion presenta puntos de inflexion (cambio de curvatura) en x = —\E yen x= +\/g

(R}
Como f —\/i = f \/i =e[ ZJ e _ 1 los puntos de inflexion tienen coordenadas:
2 2 Je

QA
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6. Demostrar que las gréficas de las funciones f(x)=2—x*y g(x)=¢€* se cortan en al menos 2 puntos.
Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de longitud menor o
igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que lo
justifiquen. (2 puntos)

Consideramos la funcion h(x) = f (x) —g(x) =2—x* —¢*
Cuando la funcion h(x) se anule significa que las funciones f(x) y g(x) se cortan.

La funcidn h(x) es continua en todo su dominio (R ).
Localizamos los cambios de signo de la funcion.
h(0)=2-0*-e°=2-1=1>0
h()=2-1°-e'=1-e=-1.71<0

En el intervalo [0, 1] podemos aplicar el teorema de Bolzano, pues la funcion es continua en el
intervalo y cambia de signo de un extremo del intervalo al otro, por lo que existe ¢ (0,1) tal que

h(c)=0= f(c)-g(c)=0= f(c)=9(c)

Repetimos el razonamiento.
h(-2)=2-(-2)?—e?=-2-62=-21<0
h(-)=2-(-1) -e*=2-1-e"=0.63>0

Volviendo a aplicar el teorema de Bolzano para el intervalo [-2, —1] debe de existir un valor
d e(-2,—1)tal que h(d)=0= f(d)—g(d)=0= f(d)=g(d).

Como los valores ¢ y d pertenecen a intervalos disjuntos no pueden ser iguales y queda
comprobado que las dos funciones se cortan al menos en 2 puntos. Siendo los intervalos que los
contienen de longitud 1.

9de 15




EBAU 2021 Junio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

7. Calcular la integral racional (2 puntos)
3X
[
X“+x-2
Primero descomponemos la fraccion en fracciones simples.
-1-3 5
1+ 1 -4(-2) -1+3 | o
X' +x-2=0=x= ( )= 143_) 2
2 2 -1+3
=1
2
3X 3X A N B
X +x-2 (x+2)(x-1) x+2 x-1
3X _A(x-1)+B(x+2)

(x+2)(x-1) - (x+2)(x-1)

Xx=1-53=3B=B=1
3x=A(x-1)+ B(x+2):>{
X=-2—>-6=-3A—> A=2

x 2 1
X2+x—-2 x+2 x-1

Lo aplicamos a la integral.

jidx S Y —_[—dx+ L - 2In|x+2|+In|x-1+C
X“+X-2 X+2 x-1 -1
También se puede expresar comoj dx In((x+2) |x JJ) C

+X—
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8. Sean las funciones f(x)=x*y g(x)=+x.

a) Representar la region plana delimitada por las gréficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo
[0, 2]. (0,5 puntos)
b) Calcular el area de la region anterior. (1,5 puntos)

a) Vemos donde se cortan las funciones.
f(x)=g(x)=>Vx=x* :>(«/§)2 :(x2)2:>x:x4:>x4—x:0:>
x=0
:>x(x3—1):0:> 0
x*-1=0=x=31=1
La funcion f (x) = x* es una parabola, con una tabla de valores la dibujamos.

La funcion g (x) =/x tiene como dominio los nimeros reales positivos. Damos una tabla de
valores y representamos la regién de la cual nos piden su area.

X | y=x° \
1 1 3
0
1 4
2 4

ta

f(x) =7

(5]

b) El valor del area se puede aproximar contando cuadraditos (1 u?) en el dibujo.
El area de la regién coloreada de rosa es un poco méas de una unidad cuadrada.
Obtenemos su area de forma precisa haciendo uso del calculo integral.

De los valores de corte uno esta en el extremo inferior del intervalo y el otro pertenece al
intervalo el recinto lo calculamos con la suma del valor absoluto de dos integrales definidas,
unaentre 0y 1y la otra entre 1 y 2 de la diferencia de las dos funciones.

11 de 15




EBAU 2021 Junio Matemadticas Il en Extremadura L.E.S. Vicente Medina (Archena)

1 1 3/2 3
X X

I\/x—xzdx:fx”z—xzdx:{ }

0 0

3/2 3

1

33033335

0

RE R

2

Nd{zs_} _[2@ _2_3H£_£}:4ﬁ—8—2+1:4ﬁ—9

3 ) 3 3 3 3 3 3

Area = +

=1.450u?

j.\/;—xzdx
0

2
N;_dex 1+9—;1J§= 10-442
1
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9. Un mecénico compra ruedas a dos marcas A y B. Compra el 40% a la marca A que tiene un 3% de
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1% de defectuosas. EI mecénico tiene que
cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa. (1 punto)
b) Si la rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A. (1 punto)

Realizamos un diagrama de arbol.

Rueda defectuosa

Rueda marca A

Rueda no
defectuosa

Tipos de ruedas y

sus defectos
Rueda defectuosa

Rueda marca B

Rueda no
defectuosa

Llamamos A = La rueda es de la marca A; B = La rueda es de la marca B.

D = La rueda es defectuosa D = La rueda no es defectuosa

a) Aplicamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(AND)+P(BND)=
=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)=

=0.4-0.03+0.6-0.01=|0.018

b) Es una probabilidad a posteriori, aplicamos el teorema de Bayes.

P(AnD) P(A)P(D/A) 04.003 |2
P(A/D)= P(D)  P(D) 0018 =|3=0
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10. Las notas del examen de Matemaéticas Il de la EBAU siguen una distribucion normal de media 6,5
y desviacion tipica de 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas Il de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (= 5). (1 punto)
b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las
notas. (1 punto)

X = Nota del examen de Matematicas Il de la EBAU. X = N(6.5, 1.5)

a)
P(X >5)={Tipificamos} = P(Z 251—25j: P(Z>-1)=...

-0 _ 0 1

..=P(Z <1)={Miroen latabla} =|0.8413

I 0.00 oL

o0

o1

0.3 C

0.3 e
0.4 1
0.5 06§15 i
LY F

or - i
os | o
b) Llamamos “n” a la nota que buscamos.

Queremos que el 97.5 % de los alumnos estén por debajo de su nota - P(X < n) =0.975

P(X <n)=0.975= {Tipificamos} = P(Z < n—6.5j =0.975

Buscamos en la tabla de la N(0, 1) esta probabilidad.
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n-6.5

=1.96=n-65=1.96-1.5=2.94=[n=2.94+6.5=9.44|

La nota que debe sacar es 9.44.
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