REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

2x
x2+1

1. Se considrea la funcion f:R—+R definida por f(x) = e
(1) Calcular las asintotas de la grdfica de f.
(2) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos de f (puntos donde se
obtienen y valor que alcanzan).
. L, xS +kxZ+1 ,
2. Hallar el valor de la constante k sabiendo que la curva de ecuacion y = —, — Pposee una asintota que pasa
x +1
por el punto [1,3].
2
. ., - X -2x+2
3. Se considera la funcion f definida por f(x) = —1 para x = 1.

(1) Calcular las asintotas de la grdfica de f.
(2) Estudiar la posicion de la grdfica de f respecto a sus asintotas.
(3) Esbozar la grdfica de f.

4. Representar grdficamente la funcion f(x) = x-x°, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, mdximos y minimos, y concavidad y convexidad.

x3

5. Sea f la funcién definida, para x = 1, por f(x) =
X -2x+1

(1) Determinar las asintotas de la grdfica de f.
(2) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de f.
(3) Esbozar la grdfica de f.

9x-3

X -2x

6. Sea f la funcién definida por f(x) = ,para x =0y x # 2.

(1) Calcular las asintotas de la grdfica de f.
(2) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
(3) Con los datos obtenidos, esbozar la grdfica de f.
2
7. Se considera la funcién f definida para x = O por la relacién f(x) = M
(1) Hallar sus asintotas.

(2) Determinar sus extremos locales.
(3) Dibujar la grdfica de f indicando su posicion respecto a las asintotas.

8. Representar grdficamente la funcion f(x) = x%-4, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, mdximos y minimos, asintotas y concavidad y convexidad.

2
9. Representar grdficamente la funcién f(x) = e ™~ , indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, mdaximos y minimos, y concavidad y convexidad.

10. Representar grdficamente la funcion f(x) = sen’x, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, mdximos y minimos, y concavidad y convexidad.



EJERCICIO 1

2x
x2+1

Se considera la funcién f:R—=+R definida por f(x) = e

(1) Calcular las asintotas de la grdfica de f.

(2) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos de f (puntos donde se

obtienen y valor que alcanzan).

2x

2
+1
(1) A. horizontal. lim et zel 1.Rectay=1.

X—>00

A. vertical. No tiene, ya que no existe ningun valor de x que haga infinito a la funcién.

A. oblicua. No tiene (tiene horizontal).

Solucién: Asintota horizontal y = 1.

(2) La funcién es creciente si la derivada es postiva.

2x 2x 2x
, 2Ix2+1l—2x~2x Pl 2xPe2-4x% XPl 2xPe2 X4
f'(x)= e = ——e = e
2 )P 2 )P 2 )P
x +1 x +1 x +1
2x > La exponencial siempre es
2 2 2 .
_2xS+2 x+1 -2x°+2 2 2 2 ) . positiva.
3 ~e >0 =» ) > >0 3 -2x+2>0 ; x-1<0 5 x"<1; Ix| <1 ; > Si cambiamos una
X +1] x +1 desigualdad de signo debemos
cambiar el sentido.

-l<ax<1,

La funcidn es creciente en el intervalo (-1,1) y decreciente en (-o,-1) y (1,+x).

Como es una funcién continua y en el -1 pasa de decreciente a creciente, tiene un minimo. Lo contrario ocurre en
el 1, por lo que tiene un maximo.

Hallamos los transformados:

-2 2

f(-1) = el+1 = e-l = l ;o f(D) = el+1 - e.
e

Solucién: Creciente en (-1,1). Decreciente en (-o0,-1)U(1,+x).

Minimo en [—1,l . Mdximo en (1,e).
e




EJERCICIO 2

3 2
. ., X~ +kx"+1 ,
Hallar el valor de la constante k sabiendo que la curva de ecuacién y = —, — Poseeuna asintota que pasa por
x +1
el punto [1,3].
Calculamos la asintota oblicua (ho tiene vertical ni horizontal): Asintota oblicua es la recta
3 2 y = mx + n, siendo:
. f(x o X +kx+1
i £00 i 2Ly G
X—0o X X—>0 X +X X—m X
lim [f(x)-mx]
X—0
. | kPt kP exCx L kxPexd
lim [f(x)-x] = lim — X|® lim > = lim > = k.
X—0 X—>0 X +1 X—>0 % +1 X—>0 X +1

La ecuacion de la asintota es: y = x+k.
Como pasa por el punto (1,3): 3=1+k ; k=2,

Solucién: k= 2.




EJERCICIO 3

Se considera la funcién f definida por f(x) = # para x # 1.

(1) Calcular las asintotas de la grdfica de f.
(2) Estudiar la posicién de la grdfica de f respecto a sus asintotas.

(3) Esbozar la grdfica de f.

T
(1) A. vertical. Como se anula el denominador para x=1, limf(x) = ,, la recta x = 1 es asintota vertical.
x—1

A. horizontal. No tiene, ya que lim f(x) no es finito.
X—>0

2
A. oblicua. lim m = lim ><-.22_x+2 =1
X—o X X—0 X“-x
2 2 2
lim [F00-x] = lim| X222 | = Ji X28X02X X XLy
X—>00 x>  x-1 X—>e0 x-1 x—wo X-1

La rectay = x-1 es asintota oblicua.
Solucién: Vertical, x = 1. Oblicua, y = x-1.
(2) La grdfica de la funcidn estd a ambos lados de la asintota vertical. Para estudiar la posicién respecto a la

asintota oblicua estudiamos el signo que toma la resta de ambas.

2 2 2 2 2
Sea h(x) = f(x)-(x-1) = ﬂ—(x—l) - X -2X+2-(X-1) - X -2x+2-x"+2x-1 3 i
x-1 x-1 x-1 x-1

h(x)>o=>i1>o=»x-1>o=> x> 1.
x_

Six>1,es f(x)-(x-1)>0 ; f(x)> x-1y la grdfica estard encima de la asintota.
Solucidn: La grdfica estd encima de la asintota oblicua para x > 1.

(3) Estudiamos el crecimiento:

B} (2x—2)(x—1)—[x2—2x+2] : 2x%-2x-2x+2-x242%-2 B} x2-2x

£'(x)
(x-1)° (x-1)° (x-1)°

La funcion es creciente si la derivada es positiva:

x2-2x

>0 ; x2-2x >0 o x(x-2) >0
2
(x-1)

Estudiamos los signos de los factores:

PR R B
X

Es positivo en (-0,0) y (2,+).

B T R

x-2

0 2

La funcidn es creciente en (-»0,0)U(2,+x) y decreciente en (0,2).



Tendrd un maximo para x=0 y un minimo en x=2.
Hacemos una tabla de valores y representamos.

XY
-2/-3.33 :
-1/-25 '

25
3.33




EJERCICIO 4

Representar grdficamente la funcion f(x) = x-x~, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y

decrecimiento, mdximos y minimos, y concavidad y convexidad.

Derivamos dos veces la funcién:
f'(x) = 1-3x% ; f''(x) = -6x.

La funcion es creciente si su derivada es positiva:

1-3x%°>0 ; 3x-1<0 : 3x°<1 : x‘2<l clx| < 1 ; |x|<—‘E Do 3 <X < 3.
3 3 3 3 3

La funcién es creciente en [-JE,EJ?,E] y decreciente en [-oo,-:l;]u[%,wo].

Como en ——-l3: la funcidn pasa de decreciente a creciente, tiene un minimo. Andlogamente, para 3 tiene un

maximo.
La funcién es convexa si su 2% derivada es positiva:
-6x>0 ; x<O.

La funcion es convexa en (-,0) y céncava en (0,+). Para x=0 tendrd un punto de inflexién.

También observamos que la funcion es impar, ya que f(-x) = XX = -f(x).
X

Corta al eje OX: x-x>=0 ; x[l—xz] =0 ; x(1-x)(1+x)=0 ; 4 x =
X

Hacemos una tabla de valores y representamos:

x |y

15188

1] 0
-0.58/-0.38 -

0] o0 : o
0.580.38 1 |
1| o L
15 | 188




EJERCICIO 5

x3

Sea f la funcion definida, para x = 1, por f(x) =
X -2x+1
(1) Determinar las asintotas de la grdfica de f.
(2) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de f.

(3) Esbozar la grdfica de f.

(1) A. Vertical. Como es una expresion racional, buscamos los valores que anulan al denominador:

X2-2x+1=0 : (x-1%=0 ; x=1.

+
Como limf(x) = ., la recta x = 1 es asintota vertical.
x—1

t
A. vertical. No tiene, ya que lim f(x) = ..

X—>0

A. Oblicua. Son las rectay = mx+n, siendo:

3
. f(x . X
m= Iumﬁ= |II‘\'\3—2 =1,
X—o X X—)oox _zx +X
. . x3 . x3—x3+2x2—x . 2x2—x
n= lim[f(x)-mx] = lim| ————-x|=lim ———— = lim — = 2.
X—>00 X—>o0) X -2X+1 X—>00 X2-2X+1 X%ooxz_zx_'_l

La rectay = x+2 es asintota oblicua.

Solucién: Asintota vertical, x =1
Asintota oblicua, y = x+2

(2) La funcién es creciente si su derivada es positiva:

3

f(x) = X
(x-1)°
f'(x) = 3% (x-1)°-x>-2(x-1) - 3x%(x-1)-2x° B} 3x3-3x%-2x3 - x3-3x°
(x-1)* (x-1)3 (x-1)° (x-1)3

3 2 2 2
ﬂ>o : M>O : M>O = g>o
(x—l)3 (x-l)3 (x—l)z(x-l) x-1

Estudiamos los signos:

R T R
x-1

3 Es positivo en (-»0,1) y (3 +0).

En los intervalos anteriores la funcidn es creciente, siendo en (1,3) decreciente.
Como en el 1 la funcién pasa de creciente a decreciente, pero no estd definida. No tiene extremo en dicho punto.
Como en el 3 pasa de decreciente a creciente, tiene un minimo.

Hallamos el transformado:



27 27

3)=
) ™ 2

Solucién: Creciente en (-©,1)U(3,+x). Decreciente en (1,3).

Minimo en [3%]

(3) Con la informacidn anterior y una tabla de valores realizamos la grdfica:

-3/-1.69
-2/-0.89
-11-0.25

R N A - T =
T

=

0

2

31675 . J
4711 S

5

7.81




EJERCICIO 6

9x-3

Sea f la funcion definida por f(x) = ,para x = 0y x = 2.

X -2
(1) Calcular las asintotas de la grdfica de f.
(2) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

(3) Con los datos obtenidos, esbozar la grdfica de f.

(1) A. vertical. Como es una fraccién, hallamos los valores que anulan al denominador:

x=0

X°-2x=0 o xX(x-2)=0 ;
x=2

+

Como para esos valores es limf(x) = ., las rectas x = 0 y x = 2 son asintotas verticales.

X—a
. , . 9x-3 y .
A. horizontal. lim f(x) = lim = 0. Larectay = O es asintota horizontal.
X—00 X*)oox -2X

A. Oblicua. No tiene (tiene horizontal).

Solucién:  Asintota horizontal, y = 0.
Asintotas verticales, x = 0, x = 2.

(2) Derivamos la funcién:

_ ofx2-2x)-(9x-3)(2x-2) _ 9x%-18x-18x°+18x+6x-6 _ -9x°+6x-6
[x2—2x]2 [x2-2x].2 [x2—2x]2

La funcién es creciente si su derivada es postiva:

f'(x)

~9x%+6x-6
[x2—2x]2

Descomponemos en producto y estudiamos los signos de los factores.

Resolvemos la ecuacién: 9x2-6x+6 = 0 ; x = 2 3;68’-216 . Imposible.

> 02 -9x%+6x-6 > 0 B Ix°-6x+6 < 0.

Como la expresion no admite descomposicién, siempre toma el mismo signo.

Damos un valor. Si x = 0, se cumple: 0-0+6 > O = La expresién siempre es positiva.

Como debe ser 9x%-6x+6 < 0, nunca se cumplird. Es decir la funcién nunca es creciente.
Solucion: Decreciente en su dominio.

(3) Como la derivada no se anula, no tiene extremos relativos. Completamos el estudio dando algunos valores:

XY
-5/-1.37
3 -2
1 -4
1] -6




8 213

8144

N




EJERCICIO 7

2
Se considera la funcién f definida para x = O por la relacion f(x) = M

(1) Hallar sus asintotas.
(2) Determinar sus extremos locales.

(3) Dibujar la grdfica de f indicando su posicion respecto a las asintotas.

T
(1) A. vertical. Como se anula el denominador para x =0, serd limf(x) = ., luego la recta x =1 es asintota

x—0
vertical.
+
A. horizontal. No tiene, ya que es lim f(x) = .
X—>0
A. oblicua. Son las rectay = mx+n, siendo:
2
X—0o X X—>00 %
. . 4x%+3x+4 . 4x%+3x+4-4%° . 3x+4
n= lim [f(x)-mx] = lim| ———-4x| = lim ———— = lim = 3.
X—>00 X—0 X X—o0 X X—wo X

La rectay = 4x+3 es asintota oblicua.

Solucién: Asintota vertical, x = 1.
Asintota oblicua, y = 4x+3.

(2) Derivamos dos veces:

: [8x+3]x-[4x2+3x+4] : 8x%+3x-4x°-3x-4 : 4x°-4

f1e) 2 2 2
b b X

£ 0x) = 8x-x2-[4x2-4]2x _ 8x-x-[4x2-4]2 _ 8x°-8x°+8 _8
x* X X X

Los extremos anulan la derivada:

4x%-4

2
X

0: 4x°-4=0; x>-1=0 ; x°=1; x=+1,

Estudiamos los sighos en la 2% derivada:
f''(-1) = -8 < 0 = es un mdximo.
f''(1) = 8 > 0 = es un minimo.
Solucién: Mdximo en x = -1. Minimo en x = 1.
(3) Podemos estudiar la concavidad con el signo de la 2% derivada:

= > 0 = x > 0. La funcién es convexa en (0,+x) y céncava en (-»,0). Para x = O tendrd un punto de inflexidn.

X

Contruimos una tabla de valores y representamos:



20
Vemos en la grdfica que la funcién estd sobre la asintota oblicua para x > 0.
Podemos estudiar la posicién comprobando el signo que toma la funcién diferencia:

Sea g(x) = 4x+3. Estudiamos el signo la funcién h(x) = f(x)-g(x).

2 2 2
h(x) = 4x"+3x+4 (4x+3) = 4x“+3x+4-4x"-3x _ 4
X X X

La funcidn es positiva si h(x) > 0 ; 2 >0 ; x>0.
X

Six>0,es f(x)-g(x) >0 ; f(x)> g(x), la grdfica de la funcién esta por encima de la asintota.

N N N e e S

S S N S A S A S M B =SS




EJERCICIO 8

Representar grdficamente la funcién f(x) = wlx2—4, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y

decrecimiento, mdximos y minimos, asintotas y concavidad y convexidad.

La funcion estd definida si el radicando no es negativo:

X°-4>0: x°>4; |x| 22 : x<-2
x> 2

Derivamos dos veces la funcién:
2x __X
Fan2l a2t Xax

f'(x) =

5 24x%-4 -4 Ax°-4 -4
f''(x) = > = > = > =
x“-4 x“-4 x“-4 x2-4]wlx2-4
Crecimiento. Debe ser f'(x) > O.
z >0= x>0 (el denominador es positivo)
X -4

La funcidn es creciente en (2,+x). Sera decreciente en (-o,-2).

Extremos. No tiene, ya que la derivada no se hace cero (para x=0 no estd definida).

Convexidad. La funcién es convexa si f''(x) > 0.
> 0. Nunca se cumple [le > 2] La funcidn siempre es céncava.
(- 4]~l
Asintotas.

Horizontal. No tiene, ya que lim wlx2-4 = +o0,
X—>0

t
Vertical. No tiene. No existe ningln valor a que haga limf(x) = ..

X—>a
Oblicua. Son las rectas y = mx+n, siendo:
2
. X .
m= lim ) = lim 3
X—o X X—00
n = lim [f(x)-mx]. Tenemos dos opciones:
X—>0
2 2 2 2
. . [x—4—x][x—4 x] . X -4-x . -4
m=1n= Ilm['wlx2—4—x]= lim 3 "X - lim —"— = lim —=—=0
X—>+00 X—>+00 ‘JXZ-4 +x X—>+00 |X2—4 +x X—>+00 X2—4 * X
lim [wlx2—4 - x] = +o0 Asintota oblicua a la derechay = x

X—>-0

m=-1.n= lim [w|_4+x]-+oo

X—>+00




| N =20 (=i R TV

X—>=-00

X—>-0

«Ix2-4 - X

Asintota oblicua a la izquierda y = -x.

La funcién es par, ya que f(-x) = f(x).

Construimos una tabla de valores y representamos:

XY

-5/4.58
-4/3.46
-32.24
-2 0

2,0

32.24
41246
51458

]
-
- ]
S
- 4
-
- 3
B
- 3
~
-1
|
8 -4 3 -3 -1




EJERCICIO 9

2
Representar grdficamente la funcién f(x)=e *, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y

decrecimiento, mdximos y minimos, y concavidad y convexidad.

La funcidn estd definida para todos los nimeros reales.

Para hacer el estudio, derivamos dos veces:

2 2 2 2 2 2
f'(x) = 2xel™X f'(x) = 2e!X —2x(-2x)e1'>< = 2e!™ haxPel X - [4x2—2]e1_>< .
Crecimiento. Debe ser f'(x) > 0.

2
X

2xe!™ 50 -2x>0 . x < 0. La funcidn es creciente en (-0,0). Decrece en (0,+x).

Extremos. Debe ser f'(x) = 0.
1—x2 _ _
-2xe =0= x=0.

Como es f''(0) = 2el= 2e < 0, tiene un maximo en x = 0.

Convexidad. Debe ser f''(x) > O.

2 1 1 E X < -
[4x2-2]e1'x >0 4x%-2>0 ; x2>5 x| >\l; oIxl > =

S PR

La funcién es convexa en [-w,-g]u[:l;ﬁoo]. Es céncava en [- 22 JZE .

Los valores —JZE y :IZE son puntos de inflexion.

La funcién es par, ya que f(-x) = f(x).

Con la informacién anterior y una tabla de valores, representamos:




EJERCICIO 10

Representar grdficamente la funcion f(x) = sen"x, indicando razonadamente los intervalos de crecimiento y

decrecimiento, mdximos y minimos, y concavidad y convexidad.

Derivamos dos veces la funcién:
f'(x) = 2senxcosx = sen2x ; f''(x) = 2cos2x

Crecimiento. La derivada debe ser positiva:
sen2x > 0. El seno es positivo en el 1°" y 2° cuadrantes:

0+2kn < 2x < n+2kn ; kn < x < §+kn.
La funcién es creciente en [kn, §+kn], keZ.

Serd decreciente en [§+kn, (k+1)n], keZ.

Extremos. La derivada se anula si:
O+2kn kr

we2kn g*k“

sen2x =0 ; 2X={

Comprobamos el signo en la 2% derivada:

f''(kn) = 2cos2kn = 21 = 2 < O = es un minimo.
f“[5+kn] = 2cos(n+2kn) = 2cosn = 2(-1) <O = es un mdximo.

Concavidad. La funcién es cdéncava si su 2% derivada es negativa:

2cos2x <0 ; cos2x < 0. El coseno es negativo en el 2%y 3°" cuadrante:

Z+2kn < 2x < ﬁ*'ZkTC o Dekn < x < i—n+kn.
iy . T 3n
La funcidn es céncava en [Z+kn’7+kn]' keZ.

Serd convexa en [%+kn,§+(k+1)n], keZ.

La funcién es par: f(-x) = senz(—x) = [sen(—x)]2 = [-senx]2 = sen’x = f(x).
La funcidn es periédica, de periodo =.
Creamos una tabla de valores y representamos:

3n Bn

T ~0.79 =T 2.36 22392
4 4 4

yof o5 [ 1 | o5 | o | 05

T

0 L 157 n~3.14




0.3

28

38

4.5

55

6.3
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