DERIVABILIDAD

-1 , x=0
2x(x-3)

., x ¢ {0,3}
1. Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) = § 3x2_9x

2 , x=3
| 3
2. Considerar la funcién f:R—=+3R definida por f(x) = |x+3|.
(1) Estudiar la derivabilidad de f.
(2) Dibujar las grdficas de fy f'.

3. Se considera la funcién f:[1,+0)=+R definida por f(x) = |x-2|+~lx-1. Calcular, de manera razonada, su funcién

derivada.
2
4. Sea fi(-n,n)=*R la funcion derivable que para x+0 verifica f(x) = In{1x (siendo Inx el logaritmo neperiano
sen x
de x).
(1) ¢Cudnto vale f(0)?
(2) ¢Cuanto vale f'(0)?
x2 x<1
5. Calcular a 'y b para que sea derivable la funcion f(x) = '
ax+b ,x>1

i 3x ,x<1
6. Sea la funcién f(x) = 5
ax +b(x-1) , x> 1

(1) ¢Para qué valores de ay b es continua la funcién?
(2) ¢Para qué valores es derivable?

2
2x+1, x<0
7. (1) Hallar a'y b para que sea continua la funcién f(x) = ax+b 0 <x<2
3x-5b, x=>2
(2) Estudiar la derivabilidad de la funcidn resultante en los puntos O y 2.

[3-x| si x<7 .
, determinar:
ax+4 si 7 <x<10

8. Dada la funcion f(x) = {
(1) El valor de a para que f sea continua en x = 7.
(2) La grdfica de f.
(3) Dominio y recorrido de f.
(4) Derivada de f en x=7 y x=9.
x2-(a+3)x+3a .
9. La funcién f definida por f(x) = T six#3 es derivable en toda la recta real.
1 si x=3
(1) ¢Cudnto vale a?
(2) Para dicho valor de a, ¢cudnto vale f'(3)?

10. Una via del ferrocarril tfranscurre por un terreno llano de manera que su trazado coincide con el de la recta

y =1, para x<0. A partir del punto x=0, su trazado coincide con el de la curva y=(ax+b)e™. Sabiendo que el
trazado de la via admite recta tangente en todos sus puntos, ¢Cudnto vale a'y b?



EJERCICIO 1

’

-1 , x=0
23y g (0.3)
Estudiar la derivabilidad de la funcidn f(x) = ¢ 3x%_9x

E x=3
3

3

La funcién estd definida en R, ya que los valores que anulan al denominador de la 2% expresién (0 y 3) se
transforman aparte. Comprobemos que para esos valores la funcién es continua:

2x(x-3) - lim 2x(x-3) 3 limE _2

L limf(x) = lim =
x—0 x—0 3X2—9X x-03x(x-3) x-»03 3

Como es f(0) = -1=» La funcidn no es continua en el 0.
2x(x-3) - lim 2x(x-3) B} limg 2

2. limf(x) = lim =
XL>3 () XL>3 3X2—9X x->33x(x-3) x-33 3

Como es lim3f(x) = f(3) =& La funcidn es continua en el 3.
X—>

La funcién puede expresarse, simplificando la 2% expresién, de la forma:

'—1, x=0
-1,x=0 i
3,xe{0,3} X
f(x) =13 = %,X?&O 7 1 '
E/ x:3 -1
3

Si hallamos la derivada: f'(x) = 0 (x£0)

Solucién: Derivable en R-{0}




EJERCICIO 2

Considerar la funcién f: =R definida por f(x) = |x+3|.

(1) Estudiar la derivabilidad de f.
(2) Dibujar las grdficas de f y f'.

Expresamos la funcién por intervalos:

£(x) = '(X+3),X+3<O: -x-3 ,x<-3
x+3 ,x+320 | x+3 ,x2>-3

(1) La funcidn es continua en el -3, ya que Iim3f(x) =f(-3)=0.
X—>-

Calculamos la funcion derivada (excepto en el -3) y hallamos derivadas laterales:

f.()():{-1,x<-3

1 ,x>-3
f'(-3)=-1

=» No es derivable en el -3.
(-3 =1

Solucién: Derivable en R - {-3}

(2) Las expresiones de f son rectas y la de f' son constantes:

X ‘—x—3 X |—x—3

i)

i)

30 -3/ 0
401 -2 1
52 -1 2 £




EJERCICIO 3

Se considera la funcién f:[1+x)=+R definida por f(x) = |x—2|+-.lx—1. Calcular, de manera razonada, su funcién

derivada.

Definimos la funcidn por intervalos:

£(x) = {-(x-Z)«IZ X2 <0 (x21) _ {-x+2+~l§ ,1<x<2

x-2+{x-1 , %220

Las dos expresiones son continuas en su dominio.

La funcion es continua en el 2, ya que Iimzf(x) = f(2) = |2-2|+~IZ-1 = 1.
X—>

Calculamos la derivada (excepto en el 2):

-1+ ! ,l<x<?2
. 24x-1
Feg=g %
1+ , X>2
24x-1

Hallamos las derivadas laterales en el 2:

f'(2) = -1+% = -%
= No existe derivada en el 2.

+ 1
"(2)=1+— =
f'(2) >

Solucién: f'(x) =

x—2+«|§ , X2

-1+

1+

A
1

24x-1

’

! ,1l<x<2
x-1

X>2

<)




EJERCICIO 4

2
Sea fi(-n,n)=*R la funcién derivable que para x=0 verifica f(x) = In{1+x (siendo Inx el logaritmo neperiano de
sen x

x).
(1) ¢Cudnto vale f(0)?
(2) ¢Cudnto vale £'(0)?

(1) Como la funcién es derivable, debe ser continua, por lo que debe cumplirse: Iirr:)f(x) = f(0). Calculamos el
X—>

limite:
Como es x=0 # x°=0 > In[1+x2] ~ X2 y senx ~ x > El los limites con
funciones
. . lnl 1+x2l . x2 . trascendentes,
limf(x) = lim = lim— = limx = 0. usamos las
x—0 x>0 senx x—>0 X x—0
equivalencias:
Solucién: f(0) = 0. v=+0
. senv |v
(2) Hallamos la derivada en el O: tagv |v
\

5 In(1+v)
Inl 1+x I 0
- | 2!
£(0) = lim f(x)-f(0) - lim senx - lim In| 1+x

x>0 x-0 x—0 X x—0 X-senx

Segun las equivalencias anteriores:
2

. X .
= lim=—=lim1=1.
x—->0XX x—0

Solucién: f'(0) = 1.




EJERCICIO 5

2
Calcular a 'y b para que sea derivable la funcién f(x) = { x o x<l

ax+b ,x>1

Si queremos que sea derivable, la funcion ha de ser continua, por lo que debe tener limite. Calculamos el limite en

ell:
lim f(x) = lim X2 =1 .
x>b x>0 = Debe ser a+b = 1.
lim f(x) = lim (ax+b) = a+b 2
x—1" x—1" 1
La funcién derivada es: f'(x) = {Zx X< 1. 1 —7
a , x=1
Como es derivable en el 1, si hallamos las derivadas laterales: £(x) = XX x<1
_ 2x-1,x>1
f)=2 Pa=2.
f'1=a

Sustituyendo en la igualdad anterior:
2+b=1; b=-1

Solucién: a=2;b=-1.



EJERCICIO 6

) 3x ,x<1
Sea la funcién f(x) =
ax“+b(x-1) , x> 1
(1) ¢Para qué valores de a'y b es continua la funcién?

(2) ¢Para qué valores es derivable?

(1) Las expresiones que forman la funcidn son continuas. Queda por ver la continuidad en el 1. Hallamos los

limites laterales:

limf(x)= lim3x=3
x—1 x—1 :
2 *a=3. .
lim f(x) = lim [ax +bx-b] zatb-b=a
x—1" x—1" s
Como el valor de b no interviene, queda: !
3
Solucién: a = 3 ; b, cualquier valor. 5
, 3x ,x<1 1
(2) La funcién es: f(x) = »
3x"+b(x-1) , x> 1 -1/ g
<1
Derivando: f'(x) = 3 .x
6x+b , x>1 . 3x ,x<1
’ f)=9_,
3x -3x+3 , x>1

Como es derivable en el 1, las derivadas laterales deben coincidir:
=3 1 =3 b=-3
f'(1") = 6+b

Solucién: a=3 ; b=-3.



EJERCICIO 7

2
2x+1, x<0
(1) Hallar a 'y b para que sea continua la funcién f(x) =9 ax+b , 0 < x < 2

3x-b, x=>2

(2) Estudiar la derivabilidad de la funcién resultante en los puntos Oy 2.

(1) Para que sea continua, debe tener limite. Calculamos los limites laterales en Oy 2:

lim £(x) = lim (2x%+1) = 1

x—0" x—0" 3b=1
lim f(x) = lim (ax+b) = b
x—0" x—0"
lim f(x) = lim (ax+b) = 2a+b
x—>2" x—2" 3 2a+b = 1.
lim f(x) = lim (3x-5) =1
x—2" x—2"

Comoesb=1,queda: 2a+1=1; 2a=0 ; a=0.

Solucién: a=0 ; b=1,

2x2+1 , x<0
(2) La funcién queda: f(x)=9 1 0O<x<2

3x-5, x=22

Derivamos la funcidn, excepto enel Oy el 2:

4x , x<0 ) | 11
f'(x)=40 ,0<x<2 2x%+1, x<0
3, x>2 f(x) = 1 ,0<x<2

3x-5 , x=2

Para que sea derivable en el O y el 2, las derivadas laterales deben coincidir:
f(0)=0 =3 f'(0) = 0. Es derivable en el 0.
f'(0)=0

f)= O} = No es derivable en el 2.

f'(2)=3

Solucion: f'(0) =0 ; no tiene derivada para x = 2.



EJERCICIO 8

[3-x| si x<7 -
, determinar:
ax+4 si7<x<10

Dada la funcién f(x) = {
(1) El valor de a para que f sea continua en x = 7.
(2) La grdfica de f.

(3) Dominio y recorrido de f.

(4) Derivada de f en x=7 y x=9.

Expresamos el valor absoluto por intervalos:

13-x| = -(3-x) ,3-x<0 _|-3+x ,3 <x
3-x ,3-x>0 3-x ,3>x

Escribimos, de forma ordenada, estos intervalos en la funcidn:

-x+3, x<3
f(x)=¢x-3 , 3<x<7
ax+4 , 7 <x<10

(1) Para que sea continua en el 7, los limites laterales deben coincidir:

lim f(x) = lim (x-3)=4

x—7" x—=7" $7a+4=4 ; 7a=0 ; a=0.
lim f(x) = lim (ax+4) = 7a+4
x>7" x->7"

Solucién: a=0.

-x+3, x<3
(2) La funcion queda: f(x)=9x-3 , 3<x<7
4 ,7<x<10

Como son rectas, damos valores y representamos:

x‘-x+3 x|x-3 Y I S A B
330 30 3
201 5|2 AN
12 74 T

|
|
|
|
1
|
|
|
b

1

1

|
i3 4 4 4 g 4 1

(3) Las expresiones estan definidas para todos los valores de los intervalos de deficnicién, el dominio serd
[—00,10].
Como la funcion valor absoluto es positiva y la segunda expresién es constante, el recorrido serdn todos los
ndmeros no negativos: [O,+oo].
Solucién: Dominio: [—oo,lO]. Recorrido: [0,+oo]
(4) Vemos por la grdfica, que no existe la derivada enel 7 y que es f'(9) = 0.

-1, x<3
Si calculamos la funcién derivada: f'(x)=¢1 , 3<x<7
0,7<x<10



Si hallamos las derivadas laterales:
F=18 4 No existe £(7).
f7H=0

Solucién: No existe f'(7) : f'(9) = 0.

EJERCICIO 9
2
X -(a+3)x+3a Six %3
La funcion f definida por f(x) = x-3 es derivable en toda la recta real.
1 six=3

(1) ¢Cuédnto vale a?

(2) Para dicho valor de a, ¢cudnto vale f'(3)?

(1) Como la funcién es derivable, debe ser continua. Si calculamos el limite en el 3:

x2-(a+3)x+3a _ 0

limf(x) = lim —. Indeterminado. Simplificamos por (x-3):
x—3 x—3 x-3 0
2
jim X @330 (03D iy () = 30
x—3 x-3 x—3 x-3 x—3

Como debe coincidir con el transformado:

1-a-3 3a
3 3 -3a

RERRINY

3-a=1; a=2.
Solucién: a = 2.
_x2-5x+6 six#3 2
(2) La funcién queda: f(x) = x-3 .
1 six=3 '
Calculamos la derivada en el 3: 1 -4 3 79
4
x2—5x+6 1 x2—5x+6—x+3
B} 3 _ 2_ 2
F@) = lim TXFG) X8 X3 X269 ) S
x-3  x-3 x—3 X-3 x—3 X-3 x—3 (X—3)2 f(x) = x-3
1 six=3
2
= im &3 imt=,

x—3 (X-3)2 x—3

Solucion: f'(3) = 1.




EJERCICIO 10

Una via del ferrocarril transcurre por un terreno llano de manera que su trazado coincide con el de la recta

y = 1, para x<0. A partir del punto x=0, su trazado coincide con el de la curva y=(ax+b)e ™. Sabiendo que el

trazado de la via admite recta tangente en todos sus puntos, ¢Cudnto vale a'y b?

Escribimos la funcion cuya grdfica es el trazado de la via:

1 ,x<0
f(X)={

(ax+b)e™ , x>0
Como la funcién es derivable, debe ser continua. Si hallamos los limites laterales en el O:

limf(x) = lim1=1
x—0" x—0"

>b=1
lim f(x) = lim (ax+b)e ™ = b
x—0" x—0"

Derivamos la 2% expresién (b=1), y = (ax+1)e™:

y' = ae*+(ax+1)e *(-1) = ae *-(ax+1)e ™ = (a-ax-1)e”> "

s . ’ ] O ‘! X S O -2 -1 1 2 3
La funcion derivada serd: f'(x) =
(a-ax-1)e™ , x>0
f(x) = 1 ,x<0
Como deben coincidir las derivadas laterales: (x+1)e™ x>0
f0)=0 $a-1=0; a=1
£'(0") = a-1

Solucién: a=1; b=1.
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