07117 REGLA DE L'HOPITAL

In(222 — 1) Obtener el limite
1 lim
r—1 tan(r — 1)
lim £ sen(x) _ 1
r—0 x3 6
Identificar indeterminacién
Solucién 5
o (2 #-1) _WmE1)?*-1) @) 0 s lim l—cos(:rz—l)
+o1 tan(z — 1) _ tan((1) —1) _ tan(0) 0 =1 (In(z))
Aplicar la regla de L'Hopital Solucion

Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite.
Identificar indeterminacion

i e - 1 ) 1 1 0
e ) - 4 B ey B
lim g:c T _ lim 22(1} L _1_y lim cos(z —1) _ cos((1) —1) _0
o1 sec (x—1) a-lsec?((l)—-1) 1 r—1  (In(z))? (In(1))2 0
Obtener el limite Aplicar la regla de L'Hdpital
2
lim M =4 Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite.
x—>1 tan(,r — 1)
lim sen(z —1) _sen((1)-1) 0
.z —sen(z) i1 2In(zy 21n(1) 0
2 lim———= - 0
x—0 x
Solucién Volvemos a aplicar la regla
. cos(zr—1) cos((l)—1) 1
Identificar indeterminacion llmll @) — 2o — 9
T— — / — J F4
r—sen(z) (0)—sen(0) 0 v (1)?
lim - = - = — o
20 a3 (0)3 0 Obtener el limite
Aplicar la regla de L'Hdpital lim I —cos(x—1) 1
1 (In(z))2 2

Derivamos el nUmerador y denominador del cociente. Tomamos limite.

l—cos(x) 1—-cos(0) 1-1 0

L T 1) CA R

Obtenemos nuevamente una indeterminacién por lo que aplicaremos la regla de

L'Hopital otra vez

. sen(z) sen(0) 0
= = 6.0 0
Una vez mas

. cos(xz) cos(0) 1
M6~ 6 6




07117
a

_cos?(z) — 1
lim G E—
o—0 &r
Solucién

Identificar indeterminacion

26 .2 _
lim <8 (#)—1 cos”(0)—1 0
R 0)2 0

Aplicar la regla de L'Hopital

Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite.

lim —2cos(x)sin(x)  —2cos(0)sin(0) 0
S o T 20) 0

Utilizamos la siguiente propiedad de la funciones trigonométricas
sen(2x) = 2sen(x) cos(x), y volvemos aplicar la regla de L'Hopital

. —sin(2x
= lim 7() = lim
T r—0 2 r—0 2

—2cos(2x) 1

lim —2 cos(x)sin(x)
x—0 24
Obtener el limite

cos?(z) — 1

2 =-1

lim
x—0 r

Formas de Indeterminaciones en potencias

Las formas indeterminadas UD, o y 1% se obtienen cuando consideramos expresiones

de la forma

[f(:r_)]g(r)

Estas indeterminaciones se resuelven primero aplicando propiedades del logaritmo:
Tengo mi funcién

y = [f(x)]®
Aplico logaritmo

In(y) = In([f()}*“)) = g(x) In(f («))

Aplico exponencial

y = e9(@) In(f(x))

Entonces

linl:l‘,—}ﬂ, [f(:r)] gfI\J — hrﬂx—m CQfI) h](f(:rn — eliln.z'—ua G[I\J h](f[:r\"\’

Por lo que para resolver el limite inicial, me basta con obtener el limite de su logaritmo
lim, o g(z) In(f(z)) = L

Y asi, el limite original sera
linlx%a[f(:c)]gfx} =L

Ejercicios resueltos con indeterminaciones

3
. (D)) 2T
1 il_l)T[]}(CD.‘)(_J‘.))

Soluciéon
Identificar indeterminacion

Tomamos limite del logaritmo

3 3In(cos(2z)) 3In(cos(2-0)) 0
lim — In(cos(2x)) = lim = = —
10 12 ( ( I)) 2—0 T2 02 0
Tenemos forma indeterminada ﬁ
Aplicar regla de L'Hopital
—2sen (2x)
. cos(2x) . -3 tan(?:r.) 0
lim — =lim— ==
x—0 2x x—0 I 0

Forma indeterminada —

0

Aplicamos regla de L'Hdpital de nuevo
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—12csc?(20)  —12c¢sc?(2-0) Y entonces

lim, 0 (cot(x))*n®) = eV =1
Obtenemos el limite

3 lim, 2@
Por lo tanto v=0
. 3 9 Solucién
limg 0 27 In(cos(2z)) = —6
Identificar indeterminacion
Y entonces
_ s lim, 0 ") = lim,_,0 (0)***© = oc”
lim,_,o(cos(2z))=7 =e
Tomamos limite del logaritmo
2 linlx%g(cot(:r))w‘{x} In(z)
. . ni{r —00
lim tan(z) In(z) = lim —
- z—0 z—0 cot(x) 00
Solucion
—00
Tenemos forma indeterminada
oo
Identificar indeterminacion 3 Aplicar regla de L'Hapital
. pyysen(r) — sen(0) _ 0
hmx%[}(COt(I)) (COt(O)) > Al derivar obtenemos
Tomamos limite del logaritmo 1 sin2 (x)
= o :
a2 - E
: . In(cot(x 00 —csc?(x) T
lim sen(x) In(cot(x)) = lim In(cot(z)) = —
r—0 x—0  csc(x) 'S Entonces
e u]
Tenemos forma indeterminada — 1 ‘:‘.ing (,r) ‘sin2 (0)
> lim —=2>— = lim — S
Aplicar regla de L'Hopital Tl T ese {,r) e .
Aplicamos L'Hépital de nuevo
Al derivar obtenemos
) 2sin(x) cos(x 2sin(0) cos(0
_CSCQ(x} 9 llrll— ( ) ( :] [ ( ) ( )
cot(@) csc(x) tan®(z) 20 1

—csc(z)cot(x)  cot?(x)  sen(z) Obtenemos el limite original

Entonces
Por lo tanto

lim,_o tan(z) sec(x) = tan(0)sec(0) =0-1=0 lim, 0 tan(z) In(z) = 0

Obtenemos el limite original
Y entonces

Por lo tanto . .
lim, gz = 0 =1

lim, g sen(z) In(cot(z)) =0
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4 lim
T—

1

2(2)

Solucién

Identificar indeterminacion

i (5)7 = ()77 =1

Calculamos el limite del logaritmo

lim
r—2 o — 2

Tenemos forma indeterminada 6

Aplicar regla de L'Hopital

Al derivar obtenemos

1/2
oz .11
lim =lim - ==
r—s2 =2 T 2

Obtenemos el limite original

Por lo tanto

lim

o =

x—>2xi21n(;‘;)=

Y entonces

lim

T—2

1

(g) =2 = C% = \/E

In (%) = lim o (%9) =

Ejercicios resuletos de la indeterminacion infinito menos infinto

En estos casos tenemos que tener en ver que tan "rapido" las funciones se van a infinito.

Ademas si son fracciones, se ponen a comun denominador.

1

T

Solucién

Identificar indeterminacion

(cot(:r.) = %) = cot(0) — %

lim
xr—0

Reescribimos la expresion

lin% (cot(:r.) — %)

cos(r)

lim, 0 (cot(z) — L) = lim, o (Sen(x}

3 Aplicar regla de L'Hopital

Al derivar obtenemos

(mﬂﬂ—x%ﬂﬂ—mmhg

sen(z) + x cos(x)

lim
r—0

=00 — 00

1

 cos(r)—sen(x)

— 1 -0
- E) = lim, o ( rsen () ) — 0

:Hm( —asen () ):g

sen(z) + x cos(x)

r—0

Obtengo otra indeterminacion, por lo que vuelvo a aplicar la reglar

lim
r—0

Obtenemos el limite

(

Por lo tanto

lim
T—

i

—sen(z) — z cos(x)

2cos(z) + xsen(x)

cot(z) — L
T

)

0

)=

—sen(0) — (0) cos(0)

2cos(0) + (0)sen(0)

0
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) 1 1
2 lim|——-——
r—0 \z  sen(x)
Solucién

Identificar indeterminacion

) (l 1 ) 1 1
Im(———— ) == —- = 00— 00

=0 \z  sen(x)

Reescribimos la expresion

: 1 1 : sen(x) —x 0
lim [ — — =lm(——] ==
=0 \z  sen(x) r—0 \  zsen(z) 0

Aplicar regla de L'Hopital

Al derivar obtenemos

: cos(z) — 1
lim =
r—0 \ sen(z) + x cos(x)

0
0

Obtengo otra indeterminacion, por lo que vuelvo a aplicar la reglar

—sin(z) ) _0_ 0

I
200 (2003(&7) — xsen(x) 2

Obtenemos el limite

Por lo tanto

lim (l - ;) =0
=0\ z  sen(x)

Indeterminacion cero por infinito

Estas formas de indeterminacién se pueden transformar a casos que ya vimos, como

[s's]

[s's]

Como se muestra a continuacién, tenemos que
limy_q f(z)g(z) =0- 00
donde lim,_,, f(z) = Oy lim, ., g(z) = oo

Entonces lo podemos reescribir de tal manera que sea mas facil sacar la derivada

ey ooy e f(E) 0
lim f(z)g(z) = lim === 7
g(z)
6
lim f(z)g(z) = lim 22 =
T—sa1 T—a 6] [o's

Teniendo esto ya podemos usar la regla de L'Hopital

Ejercicios resueltos de la indeterminacién cero por infinito

1 lim, .o+ zIn(z)

Solucion

Identificar indeterminacién

lim, g+ zIn(z) = (0)In(0) = (0)(—o0)
Reescribimos la expresion

lim zIn(z) = lim M _ >

r—0+ r—0+ oo

B =

L .0
Indeterminacién de tipo —
o]

Aplicar regla de L'Hopital

Al derivar obtenemos



07117

1 2 . . . . . . . WAL
. T . x . Ejercicios diversos de indeterminaciones y regla de L'Hopital
lim - = lim ——= lim —z=0
r—0+ -z r—0+ xr x— 0+
i In(z)
Obtenemos el limite ! xl_l;ﬂi r—1
Solucién

Por lo tanto

lim, .o+ zIn(z) =0 Identificar indeterminacion
r— : o

L ln(:r.) _ 0
2 lim (tan(z) — 1)sec(2x) ST 1T 0
r— G
» Aplicar la regla de L'Hopital
Solucién

Derivamos el numerador y denominador del cociente. Tomamos limite.

; (1 1 )_1 1 lim 2= L_1
im | ———— | == — - = Do — DO r—1 T 1

=0 \z  sen(x)

Identificar indeterminacion

Obtener el limite
Reescribimos la expresion

In(z)
. ™ ™ i —
lim (tan(z) — 1)sec(2x) = (tan(i) — l)sec(Qi) =000 lim r—1 1
/ sin 3z
Expresamos lo mismo de una manera conveniente para poder aplicar la regla de 2 lim 3 .
v—0 x — 5 sin 2z
L'Hépital
. . tan(x) —1 . tan(z)—-1 0 Solucién
lim (tan(x) — 1)sec(2x) = lim % = lim % = —
T T sec(2x) T COS('I) 0 ifi i i i6
/ Identificar indeterminacion
Aplicar regla de L'Hépital . sin 3x 0
lim — 5 =5
20 ¢ — 5sin2z 0
Al derivar obtenemos
Aplicar la regla de L'Hopital
. sec?(x) sec?(T)
lim = — =1
r— T —QSEH(QSFT) —QSBH(Q 3) Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite.
Obtenemos el limite lim 3cosdr _§
x—0 1 — 3cos 2z 2
Por lo tanto
Obtener el limite
lim (tan(x) — 1)sec(2z) = —1 _ sin 3z 3
r—3 lim 3 .o —3

=0 — jsiDQ:r.



07117 3 lim,_,o(arcsin z cot x)

Solucién
Identificar indeterminacion
lim,_p(arcsin zcot ) =0 - 0o

Reformulacion del problema

Solo expresando de diferente manera podremos encontrar las condiciones para

aplicar regla de L'Hopital
. . . cosxarcsinz 0
lim (arcsinz cot ) = lim ———— = —
r—0 r—0 S 0

Aplicar la regla de L'Hopital

Derivamos el nUmerador y denominador del cociente. Tomamos limite.

] , ] ] Cos T
lim SIn x arcsin x + N
x—0 cosx

Obtener el limite

lim,_p(arcsin zcot ) =1

4 lim
r—l

(1+ tan?x)%}

2tanx

{lsen T

Solucién

Identificar indeterminacion

1sen = 4 1
im | -1+ 2707 = Z i 32 li + 2.
ilﬂ]ﬂ 2 an‘mm (l tan_r) 2 llnil} CO.‘:.I':}:II'%(]. tan_r)

tan 2::“)% =1=

s
=

Calculamos el limite del logaritmo

4In(l +tan2z) 0
T 0

4
" o
1 (L tan2e) = i

Tenemos forma indeterminada —

0

Aplicar la regla de L'Hopital

Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite.

. 4In(l + tan2z) . 2sec’x . 1+tan?x
lim =4lim—— = - =
r—0 T r—0 1 4+ tan2x x>0 14+ tan2x
Obtener el limite

.| lsen x 1 1 g

_ Iz | = Zg
:EI—IPD 2 tanx(l+tan-£:} 2°¢

. In(l1+z)—sinz
lim .
a—0 xsin

Solucién

Identificar indeterminacion

. In(l+z)—sinz 0
lim - = —
=0 rsinT 0

Calculamos el limite del logaritmo

4ln(l +tan2z) 0
x 0

4
. o
fig 7 In(l + tan2z) = iy

Tenemos forma indeterminada —

0

Aplicar la regla de L'Hopital

Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite.

1 -
. sz 0

i -
x—0 sinx + rcosx 0

Aplicamos la regla de lopital otra vez

1 i
’ ~{iqap TSNz 1
im - - =—=
r—0 cosx +cosx — rsinw 2

Obtener el limite

. In(1+4 z)—sinz
lim - = —
w0 rsinx

BJ| =
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Aplicar la regla de L'Héopital

l+sinx — e’

6 lim——
r—0 arctan®x 11
: -z : T 0
lim — = lim = —
Solucién r—0 In(1 + =) + e In(l+z)+azn(l+z)+z 0
Identificar indeterminacién Aplicamos la regla de L'Hopital otra vez
., l4sinz—e® 0 . 1 - 1
lim ——— = — lim — x =9
-0 arctan? x 0 = et In(l+a)+ T4z T 1
Aplicar la regla de L'Hopital Obtener el limite
Derivamos el nimerador y denominador del cociente. Tomamos limite. lim { 1 B l} A l
=0 | In(l +2) z=| 2
cosx —e’ 0 (I+2)
2arctanx 6 4
Lts? . (1+tanz e
8 lim| —F—
Aplicamos la regla de L'Hopital otra vez e—0\ 1+ sinx
lim — simz —e* 1 Solucién
i 2—dzarctanz — 9
(14z=) -

1 Identificar indeterminacion

1
. (l+tang\™=
llm(w) =1
r—0\ 1 +sinzx

Obtener el limite

. l+sinzg —é€"
lim — 5 =
x—0 arctan® x

2| =

Tomamos limite del logaritmo

1 1+tanx, lim In(1+ tanz) — In(1 + sinz) B

v
0

1 1 ]
. m — n - = -
7 9151_1310 [m — ;} r—0 SIn T ( l+sinx r—0 Sin r
Tenemos forma indeterminada 0
Solucion Aplicar la regla de L'Hopital
. . . .o l+tan®x  cosx
Identificar indeterminacion Trtan Ttsna 0 0
. 1 1 cosx 1
lim|———— | =00 — 00
20 [In(l +z) = Obtener el limite original
Reescribimos la expresion 1+ tanx ﬁ 0
lim | ——— =¢
: 1 1 .z —In(l+x) x—>0(1—|—sm:r.)
lm | ———————| =lm ———~
x—0 ln{l + :FT) T r—0 & ln(l + :IT)

Indeterminacién —

0
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9 limg ™"

Solucién

Identificar indeterminacion
lin]x_>[} Tsin T _ UD
Tomamos limite del logaritmo

lim, ygsinzln(z) =0 - (—o0)

Rescribimos de manera conveniente

lim In(z) = 2) _ =2
x— [a’e]

sinx

o0
Tenemos forma indeterminada —
o0

Aplicar la regla de L'Hopital

1 sin2

i AT 0
im — =lim — =
1-0 =L 250 xcosz 0

Aplicamos la regla de L'Hopital otra vez
. —2sinxcosz 0
lim ———— = 1 =0

x—0 cosx — xsinx

Obtener el limite original

lim, o z""% =’ =1
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