Limites. Regla de L'Hopital

1. Calcular lim M
X®g sec X +10

(Septiembre 1999)

Solucion:

m tgx-

: L ¥
da lugar a una indeterminacién del tipo —. Llamemos f(x) =tgx- 8 y
x®gsecx +10 ¥

g(x) =secx +10 =

+10. Entonces f y g son derivables en su domino de definicién

COS X
(en particular en % y en un entorno suyo):
VeN 2 ven -1 _senx
f'(x) =sec® X =—=—y g'(X) =—=—-senXx) =—
0S° X COS” X COS” X
1
- f'(x) .. 2 . cos® X 1
De este modo, I|m#=llm €0S X = |im —; =lim =1
X®gg(x) x® P senXx x®2 COS” X 6BN X xa P SENX
cos’ X
p

Al ser fy g son derivables en un entorno de E) podemos aplicar la regla de L'Hopital y se

tiene que Ilmm: ||mf (X) b lim th' 8 )

@2 g(x) «@?g'(x) x@Psecx+10

. X-senx
2. Calcular lim————
x®0 tg X - Sen X

Solucién:

. X-senx : L .0
lim————— es una indeterminacion del tipo —. Llamemos f(X)=X- senx y
x®0 tg X - sen X 0

g(x) =tgx- senx. Entonces f y g son derivables en su domino de definicion (en
particular en 0 y en un entorno suyo):

1- cos® x
—- COSX = ———

f'(x) =1- cosx y g'(X) =sec’ X - cosX = :
cos? X cos? X

. f'(x) ,. 1-cosx .. cos®X(l- cosx
Por tanto lim ( ):Ilm —=lim ( - )
x®0g'(X) x®01-c0s’X x®0  1-C0S”X
cos’ X

(1), que vuelve a ser una

indeterminacion del tipo %

Llamemos COsX =z . Entonces 1- cos®x =1- z°. Pero, aplicando la regla de Ruffini,
1-2°=-22+1=(z- )(-2°- z- 1) =(1- z)(z* +z+1). Por tanto se tiene que

1- cos®x = (1- cosx)(cos®*x+cosx +1). Luego la expresion (1) es igual a



- cos® X(1- cosx) —lim cos® X 1
x®0 (1- cosX)(Cos” X +CoSX +1) 50 cos’x+cosx+1 3

Como f y g son derivables en un entorno de 0 podemos aplicar la regla de L'Hopital y se

tiene que lim———= ) —Ilmf ) I'mﬂzi

x®0 g(X) X®Og(x) x®0tg X - senxX 3

Se puede aplicar otra vez la regla de L'Hopital pues la derivada de f(x),
f'(x) =cos® x(1- cosx) =cos’x- cos’ X, y la derivada de g(x), g'(x)=1- cos’x,
vuelven a ser derivables en un entorno de O:

f "(x) = 2cos x(- sen x) - 3cos’ X(- sen x) =sen x(3cos® X - 2cos X)

g"(X) = - 3cos® X(- sen x) = 3sen x cos’® X

f"(x) sen x(3cos® X - 2cosx) . 3c0s* X - 2C0s X 3 2_1
Entonces lim——==1im lim
x®0 g"(X) 00 3sen x cos’ X X®0 3cos’ X 3 3
Por tanto lim fx )—Iimw:“ f (X) li ﬂzi.T
X® 0 g(x) x®0 g'(x) x®0 g"(x) X® 0 tgx_ senX 3
3. Calcula Iiml-C—OS):
X® 0 (ex _ 1)
Solucion:
1- cosx . . .0 . L
Il@)rrgﬁ: [Indeterminacion del tipo 6]. Procediendo como en los dos ejercicios
e -1

anteriores, aplicamos la regla de L'Hopital, pues tanto f(x)=1- cosx como

g(x) = (e - ) son funciones derivable en todo j :

. F'(X) _. -(-senx) _.. sen x : L
lim——==1im - = =| -——— que vuelve a ser una indeterminacion del
x® 0 g (X) x® 0 2(e - ]_)e x® 0 2(e -e )

tipo % Aplicamos pues la regla de L'Hopital a f '(x) y a g'(x), que son también derivables

| —

T A )_ cosx _ 1 _
entodo j : lim lim —= =
x®0g"(x) x®@02(2e-¢€") 2(2-1) 6

por tanto ML = 1imEX) — i ) § i cos>§
x® 0 g(X) x®0g'(X) x®0g"(X) X®0(e _ 1)

1
6 "

: A\ _— - . 4(x- In(l+x
4. Enuncia la regla de L'Hopital y calcula el siguiente limite: lim ( ( )
x®0  xIn(l+X)




Solucién:
Regla de L'Hépital

Si fy g son funciones continuas y derivables en un intervalo abierto que contiene a
un punto X, verificando:

A )= =
b) g'(x)* O encualquier X * X, del intervalo

c) Existe lim —= R
x®% g'(X)

Entonces existe lim —= fx ) lim —= Al nmﬂ
@ g(x) * o g(x) % g /()

4(x - In(L+x))
x®0  xIn(l+Xx)
g(x) =xIn(L+x) son funciones derivables en sus respectivos dominios de definicion (que

en ambos casos es (-1, +), pues el logaritmo estd definido para todo x > 0), en particular
son derivables en un entorno de cero. Aplicando la regla de L'Hopital tendremos que

) 00
x®0 g(x) x®0 g (X)

[Indeterminacion del tipo %]. Tanto f(x)=4(x- In(L+x)) como

F9 =4 L 0_,2x 0_ X

1l+x g 81+x[3 1+x

g'(x) =In(L+x) +1:L(x _ (1+x)In(+x) +x

1+x
Ax
Por tanto lim T _ 1+X =lim Ax , que vuelve a ser
x®0 g'(X) x®0(1+X)|n(1+X)+X x®0 (1+X)In(l+X) + X
1+x

| W .0 . . .
una indeterminacion del tipo 6 Aplicamos ahora la regla de L'Hopital a las funciones f '(x)

y g'(x), pues estas vuelven a ser derivables en un entorno de cero, con lo que
2 F00 i F100 £
x® 0 g(x) x®0 g (X) x®0 g "(X)

f(x) =4

g"(x)= In(1+x)+(1+x)%+1: InL+x)+2

Asi: lim f(x ) = 4 4 _ b lim 4(X- In(1+x)) -
x®0g"(x) x®0 |n(1+x)+2 O+2 X® 0 Xln(1+X)
1 1 ('5

Enuncia la regla de L'Hopital. Calcula el siguiente limite: lim
0L x) X g

(L = logaritmo neperiano)




Solucién:

El enunciado de la regla de L'Hépital se encuentra en el ejercicio anterior.

e 1 10 . L .
- —~ es una indeterminacion del tipo o - o. Operando tenemos
X®°g|—(1+x) X g
e 1 16 .. x-L@A+x)
—==lim—
X®08L(1+x) Xg @0 x¥q (1+Xx)
f(X)=x- LA+X) y g(x)=x>(L+X), que son funciones derivables en sus respectivos

dominios de definicion (en ambos casos es (=1, +o), pues el logaritmo esta definido para
todo x > 0), y en particular son derivables en un entorno de cero. Aplicando la regla de

L'Haopital tendremos que lim ) =lim T
x®0g(x) *®0g'(x)

. L .0
, que es una indeterminacion del tipo o Llamemos

1 X X _(@L+x)(L+x)+x
f'xX)=1- —=——_g'X)=L{1+x + =
() =1 —— = g(X) =L+ x) o
X
. f'(x) 1+ X X
Por tanto lim =lim = , que vuelve a
x®0 g'(x) x®o(1+x)>4_(1+x)+x x®o(1+x)>4_(1+x)+x a
1+X

. L .0 . A .
ser una indeterminacion del tipo o Aplicamos ahora la regla de L'Hdpital a las funciones f

'(X) ¥y g'(x), pues estas vuelven a ser derivables en un entorno de cero, con lo que
100 F00 e £100
x®0 g(x) X®0 g (X) x®0 g"(x)

f(x) =1

g"(x) = L(l+x)+(1+x)%+1= LL+x)+2

Asi: lim ()—m 3 -t
x®0 g"(X) X®0L(1+x)+2 0+2

_1 b lim 4(x- In(L+x)) =£.
2 x®0  xIn(l+x) 2

- senx
Enuncia la regla de L'Hopital. Resuelve el limite siguiente: Ilm—
x®0 tg X - sen X

Solucion:
El enunciado de la regla de L'H6pital se encuentra en el ejercicio 4.

. X-Senx L . 0
lim——————[Indeterminacién del tipo —=]. Tanto f(X)=X-senx como
x®0 fg X - sen X 0
g(x) =tgx - senx son funciones derivables en sus respectivos dominios de definicién (f

es derivable en todo j y g es derivable en j —{n/2+k m, ki €}), en particular son
derivables en un entorno de cero. Aplicando la regla de L'H6pital tendremos que

1) )
x®0 g(x) x®0 g (X)




1- cos® x

von o 1
f'(x) =1- cosx, g'(x) =sec’ X - coSX = ~—- COSX =

Cos” X cos® X
- f'(x) 1- cosx _ .. Cos?X - cos®X
Por tanto lim =lim =lim - , que vuelve a ser una
x®0g'(x) x®01- cos’x “x®0  1- cos® X
cos® X

. o, i 0 . . .
indeterminacion del tipo 6 Aplicamos ahora la regla de L'Hopital a las funciones

f'(X) y g'(x), pues estas son también derivables en un entorno de cero, con lo que
F00 L F00 )
x® 0 g(x) x®0 g (X) x®0 g"(x)

f"(x) = 2cos (- sen X) - 3c0s® X(- sen X) =3C0s” X>6en X - 2C0S X X6eN X

g"(x) = 3c0s® X(- sen x) = - 3cos” X >sen X

. FU(x) _,. 3cos®x>senx- 2cosX>enx _ . 2 6_ 2_ 1
Asi: lim =lim = lim&E 1+ S=-1+Z2=__=
x©0g"(x) x®0 - 3c0s® X >sen X T0& © 3cosxp 33
p lim X SNX _ 1
x®0 tg X - Sen X 3

Calcula los siguientes limites:

1
7 b) ||maéz—x+cosx9COSX
8 P [}

x3-8x%+7x
a) lim———
X® 0 X< -

Solucion:
X -8X%+7x Ay 0 s )

a) I|®rr(1) > [Indeterminacién del tipo 6]. Tanto f(x)=x"- 8x“+7x como
X X -
g(x) =x*- x son funciones derivables en todo j , en particular son derivables en un

f'(x
entorno de cero. Aplicando la regla de L'Hopital tendremos que lim 1) _ =lim (x)
x® 0 g(x) x®0 g (X)

f'(x) =3x"-16x+7, g'(x) =2x-1

_ f'(x) _,. 3x*-16x+7 _ x%-8x*+7x
Por tanto lim =lim = im————— =
x®09'(x) X®0 2x-1 X®0 X - X
1

SX

X
b) Ilmgéz—+cosx9C da lugar a una indeterminacion del tipo 1¥ . Supongamos que
Y

x® P 4]
l 7 l ~
- e U
X Gros Grosx 17 .
limc—+cosx = —L entonces I|mln —+cosx_ l:':InL (el logaritmo
@& P o e% p o
I

neperiano es una funcién continua, por tanto el logaritmo del limite coincide con el
1
Y0sX -

Sox
limite del logaritmo). Entonces limin +C0S x U=
x®% é

C>C



In —+cosx9
&p

. X
=lim In —+cosx_—I|m

x®gcosx p 7] x®r2’ COS X

, que es una indeterminacion del

X .
tipo % Las funciones f(x) =1In ge?—+cosx2 y g(X) =cosx son derivables en todo
p 7]

i , en particular lo son en un entorno de % y podemos aplicar la regla de L'Hbpital:
2- psenx
1 0_ _ 2-psenx
f'(X) =——————X—- senx = b : g'(x)=-senx.
2X +pCos X
ae?7X+COSX_>E z p ~ 2X- pcosx
&p p
Entonces:
2- psenx.
lim ) i 2X- PCOSX _ iy 2~ Psenx  _2-p_2-p_, 2
@2 '(X) @2 - Senx ®p-senx(2x pcosx) 2P -p p
. é —u
Por tanto lim f(x) :Iimf'(x) P limin (f—‘aE?'—X+cosxc+)C U=1- E
x®0g(x) x®0g'(x) x®g éq_%p g H p

1
2 2 X 05X 1-
De este modo, INnL=1-—pP L= e Py entonces Ilmge?—+cosx9C =e P.;
p @

oTIN





