282 CAPITULO 4

Integracion

Im El teorema fundamental del calculo

EXPLORACION

Integracion y antiderivacion

A lo largo de este capitulo, se ha
estado utilizando el signo de integral
para denotar una antiderivada o
primitiva (una familia de funciones)
y una integral definida (un nimero).

Antiderivacion: f fx) dx

b
Integracion definida: J f) dx

El uso de este mismo simbolo para
ambas operaciones hace parecer
que estaran relacionadas. En los
primeros trabajos con calculo, sin
embargo, no se sabia que las dos
operaciones estaban relacionadas.
(A qué se aplico primero el simbolo
J: ala antiderivacién o a

la integracién definida? Explicar
el razonamiento. (Sugerencia: El
simbolo fue utilizado primero por
Leibniz y proviene de la letra S.)

Evaluar una integral definida utilizando el teorema fundamental del calculo.
Entender y utilizar el teorema del valor medio para integrales.

Encontrar el valor medio de una funcién sobre un intervalo cerrado.
Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del calculo.

Entender y utilizar el teorema del cambio neto.

El teorema fundamental del calculo

Se han visto ya dos de las principales ramas del célculo: el calculo diferencial (presentado
con el problema de la recta tangente) y el cdlculo integral (presentado con el problema
del 4rea). En este punto, podria parecer que estos dos problemas no se relacionan, aunque
tienen una conexién muy estrecha. La conexién fue descubierta independientemente por
Isaac Newton y Gottfried Leibniz y estd enunciada en un teorema que recibe el nombre de
teorema fundamental del cilculo.

De manera informal, el teorema establece que la derivacién y la integracidn (definida)
son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son la divisién y la multiplicacién.
Para saber cémo Newton y Leibniz habrian pronosticado esta relacion, considerar las
aproximaciones que se muestran en la figura 4.26. La pendiente de la recta tangente se
defini6 utilizando el cociente Ay/Ax (la pendiente de la recta secante). De manera similar,
el drea de la region bajo una curva se defini6 utilizando el producto AyAx (el drea de un
rectangulo). De tal modo, al menos en una etapa de aproximacién primitiva, las operaciones
de derivacién y de integracion definida parecen tener una relacién inversa en el mismo
sentido en el que son operaciones inversas la divisién y la multiplicacién. El teorema fun-
damental del célculo establece que los procesos de limite (utilizados para definir la deriva-
da y la integral definida) preservan esta relacién inversa.

R

Ay Recta A ‘
Recta tangente Y Area de
secante La .regllon
ajo la
curva
Ay o A T
Pendiente = Ax Pendiente ~ Ax Area= AyAx Area= AyAx

a) Derivacién b) Integracion definida

La derivacion y la integracion definida tienen una relacion“inversa”
Figura 4.26

TEOREMA 49 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
f en el intervalo [a, b], entonces

f f(x) dx = F(b) — F(a).
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DEMOSTRACION ) La clave para la demostracién consiste en escribir la diferencia F(b) — F(a)
en una forma conveniente. Sea A la siguiente particion de [a, b].

A=Xg <X <X, <* <X, <x,=b

Mediante la resta y suma de términos analogos, se obtiene

F(b) — Fla) = F(x,) — F(x,_,) + F(x,_,) — - - - — F(x,) + F(x;) — F(x,)

n

E[F(x,‘) — Flx,_ )]

i=1

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un nimero c¢; en el i-ésimo
subintervalo tal que

F(x;) — F(x;_,)
X T Xy

F'(c;) =

Como F'(c;) = f(c:), puede dejarse que Ax; = x; — x;—; y obtenerse

n
F(b) — F(a) = Y flc;) Ax;.
=
Esta importante ecuacion dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se
puede siempre encontrar una coleccion de ¢; tal que la constante F(b) — F(a) es una suma
de Riemann de f en [a, b] para cualquier particion. El teorema 4.4 garantiza que el limite de
sumas de Riemann sobre las particiones con ||A|| — 0 existe. Asf, al tomar el limite (cuando
|A]| = 0) produce

F(b) — Fla) = J'bf(x) dx.

La siguiente guia puede ayudar a comprender el uso del teorema fundamental del
célculo.

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del célculo, la siguiente notacion resulta
conveniente.

b

L 1) dx = A |
= F(b) — F(a)

a

Por ejemplo, para calcular [ix3 dx, es posible escribir

3 473 4 4
s X3t 181 1
ﬁx‘lx 4]1 4 4 4 4

3. No es necesario incluir una constante de integracién C en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

L ' £ dx = [F(x) + c}

= [F(b) + C] - [F(a) + C]
= F(b) — F(a).

b
a
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y y=[2x-1]

y=-(2x-1)

y=2x-1

La integral definida de y en [0, 2] es3

Figura 4.27
y
y=2x2-3x+2
4 -
3+
2

I I I I
T T T T X

1 2 3 4

El 4rea de la region acotada por la grafica
dey,elejexr,x =0yx=2es?
Figura 4.28

EJEMPLO I Calculo de una integral definida

Evaluar cada integral definida.

/4
sec? x dx

2 4
a) f(x2—3)dx b) J3\/}cdx ) f
1 1

0

Solucion

2 3 2
2 _ _|* (8 _ _l_>:_%
a) fl(x 3) dx [3 341 <3 6) <3 3 3
4 4 X3/2 4
b) j3\/;cdx=3fxl/2dx=3[] = 2(4)¥2 = 2(1)¥* = 14
1 1 3/204
/4

/4
c) f seczxdx=tanx} =1-0=1
0 0

EJEMPLO 2 Integral definida de un valor absoluto

2
Calcularf |2x — 1] dx.
0

Solucion  Utilizando la figura 4.27 y la definicién de valor absoluto, se puede reescribir
el integrando como se indica.

2x — 1] = {—(Zx - D
2x — 1,

X <

LSIE ST

A partir de esto, es posible reescribir la integral en dos partes.
2 1/2 2
f |2x—1|dx=f —(2x—1)dx+f (2x — 1) dx
0 0 1/2

12 2
Z[—x2+x} +[x2—x]
0 12

=(—i+%>—(o+o)+(4—2)—<Z—§>=5

EJEMPLO 3 Empleo del teorema fundamental para encontrar un area

Encontrar el drea de la region delimitada por la grafica de y = 2x?> — 3x + 2, el eje x y las
rectas verticales x = 0 y x = 2, como se muestra en la figura 4.28.

Solucion Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2].
Integrar entre x = 0y x = 2.

2
Area = f (2x2 — 3x + 2) dx
0

Encontrar la antiderivada.

3 2 0
16 . .
= ? —6+4)|— (0 -0+ 0) Aplicar el teorema fundamental del célculo.
= & Simplificar.
3
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Rectangulo de valor medio:

b
fl)b — a) = J f(x) dx

Figura 4.29
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El teorema del valor medio para integrales

En la seccién 4.2, se vio que el drea de una regién bajo una curva es mayor que el drea de
un rectangulo inscrito y menor que el drea de un rectdngulo circunscrito. El teorema del
valor medio para integrales establece que en alguna parte “entre” los rectangulos inscrito y
circunscrito hay un rectdngulo cuya drea es precisamente igual al drea de la region bajo la
curva, como se ilustra en la figura 4.29.

TEOREMA 4.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un nimero ¢ en el in-
tervalo cerrado [a, b], tal que

f f&x) dx = f(c)(b — a).

DEMOSTRACION

Caso 1: Si f es constante en el intervalo [a, b], el teorema es claramente valido debido a
que ¢ puede ser cualquier punto en [a, b].

Caso 2: Si f no es constante en [a, b], entonces, por el teorema del valor extremo,
pueden elegirse f(m) y f(M) como valores minimo y médximo de f en [a, b]. Como
f(m) < f(x) £ f(M) para todo x en [a, b], se puede aplicar el teorema 4.8 para escribir

fbf(m) dx < fbf(x) dx < be(M) dx Ver la figura 4.30.
Fm)(b — a) < f fWdr < b - a)
flm) < J F dx < fM)

De acuerdo con la tercera desigualdad, puede aplicarse el teorema del valor medio para
concluir que existe alguna c en [a, b] tal que

=5 [wa o 00 -0 = e

f / f_// f./ )

f(m){

a b a b a b
Rectangulo inscrito (menor Rectangulo del valor Rectangulo circunscrito
que el area real) medio (igual al area real) (mayor que el area real)
b b b
f f(m)dx = f(m)(b — a) f fx) dx j fM)dx = f(M)(b = a)
Figura 4.30
I

W Adviértase que el teorema 4.10 no especifica como determinar c. S6lo garantiza la existencia
de al menos un nimero c en el intervalo. |
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Valor medio

i
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a

X

b

b
Valor medio = ﬁ L f(x) dx

Figura 4.31

(4, 40)

40-+
30 fx) =3x%2—2x
20+

1,1

Valor
medio = 16

1

Figura 4.32
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Integracién

Valor medio de una funcion

El valor de f(c) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de valor
medio de f en el intervalo [a, b].

DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Si f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de f en el
intervalo es

L[
P aL f(x) dx.

Obsérvese en la figura 4.31 que el 4rea de la region bajo la grafica f es igual al drea del rec-
tangulo cuya altura es el valor medio. |

Para saber por qué el promedio de f se define de esta manera, supéngase que se divide
[a, b] en n subintervalos de igual anchura Ax = (b — a)/n. Si ¢; es cualquier punto en el

i-ésimo subintervalo, la media aritmética de los valores de la funcién en los ¢; estd dada
por

1
a, = ;[f(cl) +f(cz) + - +f(cn)]. Porcentaje de f(c,), . . ., f(c,).

Al multiplicar y dividir entre (b — a), puede escribirse la media como

PN ot B W e

! E f(c) Ax.

b—a4

Por dltimo, al tomar el limite cuando n — 0 se obtiene el valor medio de f en el intervalo
[a, b], como se indic6 en la definicidn anterior.

Este desarrollo del valor medio de una funcién en un intervalo es s6lo uno de los muchos
usos practicos de las integrales definidas para representar procesos de suma. En el capitulo
7, se estudiardn otras aplicaciones, tales como volumen, longitud de arco, centros de masa
y trabajo.

EJEMPLO 4 Determinacién del valor medio de una funcién

Determinar el valor medio de f(x) = 3x> — 2x en el intervalo [1, 4].

Solucién  El valor medio estd dado por
1’ [
b—af f(x) dx = 4_1f (3)62 - Zx) dx
a 1

el
=—[x’—x
3 1
48

1
=364 =16 - (1= D] == =16,

(Ver la figura 4.32.) —
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George Hall/Corbis

La primera persona en volar a una velo-
cidad mayor que la del sonido fue Charles
Yeager. El 14 de octubre de 1947, a una
altura de 12.2 kilometros, Yeager alcanzo
295.9 metros por segundo. Si Yeager hubie-
ra volado a una altura menor que 11.275
kilometros, su velocidad de 295.9 metros
por segundo no hubiera“roto la barrera del
sonido”. La foto muestra un Tomcat F-14,
un avion bimotor supersonico. Normal-
mente, el Tomcat puede alcanzar alturas

de 15.24 km y velocidades que superan

en mas del doble la velocidad del sonido
(707.78 m/s).

SECCION 4.4 El teorema fundamental del célculo 287

EJEMPLO 5 La velocidad del sonido

A diferentes alturas en la atmésfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

—dx + 341, 0<x<IL5
295, 115 < x <22
s(x) = {3x + 2785, 2 <x<32
2 + 25455, 32 < x <50
—3x + 4045, 50 < x < 80

donde x es la altura en kilémetros (ver la figura 4.33). ; Cudl es la velocidad media del sonido
sobre el intervalo [0, 80]?

Soluciéon Se empieza con la integracion s(x) en el intervalo [0, 80]. Para hacer esto, se
puede dividir la integral en cinco partes.

11.5 11.5 11.5
f s(x) dx = f (—4x + 341) dx = [—2x2 + 341x} = 3657
0 0 0
22 22 22
f s(x) dx = f (295) dx = [2954 =3097.5
11.5 11.5 11.5
32 32 32
f s(x) dx = f (3x + 278.5) dx = [gxz + 278.5x] = 29875
22 22 22
50 50 50
f s(x) dx = f (3x + 254.5) dx = [ﬁxz + 254.5x] = 5688
32 32 32
80 80 80
f s(x) dx = f (=3x + 404.5) dx = [—ixz + 404.5x] = 9210
50 50 50

Al sumar los valores de las cinco integrales, se obtiene
80
f s(x) dx = 24 640.
0

De tal modo, la velocidad media del sonido entre los O y los 80 km de altitud es

: N O 24 640
Velocidad promedio = 80] s(x) dx = 0 - 308 metros por segundo
0
S

350
E 340
5
5 330
=]
E 0 \\ //\\
3 310 \ / \
=
< 300
2 — AN
5 290
> N

280

f Il Il Il Il Il Il Il Il Il X
0 20 30 40 S0 6 70 8 90
Altura (en km)

La velocidad del sonido depende de la altura
Figura 4.33
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EXPLORACION

Emplear una herramienta de grafica-
cién para representar la funcién

F(x) = J cos t dt

0

para 0 < x < 7. ;Reconoce esta
grafica? Explicar.

El segundo teorema fundamental del calculo

Al introducir la integral definida de fen el intervalo [a, b] se ha tomado como fijo el limite
superior de integracién b y x como la variable de integracién. Sin embargo, es posible que
surja una situacién un poco diferente en la que la variable x se use como el limite superior
de integracién. Para evitar la confusion de utilizar x de dos maneras diferentes, se usa tem-
poralmente ¢ como la variable de integracién. (Recordar que la integral definida no es una
funcidén de su variable de integracién.)

La integral definida como un niimero La integral definida como una funcion de x

’ F es una funcién de x

!
| ") d Fo = [ s a

f es una funcién f es una funcién
Constante de x Constante de ¢

EJEMPLO 6 La integral definida como funcién

Calcular la funcién

F(x) =J cos tdt

0
enx =0, 7/6, w/4, w/3y w/2.

Solucién  Se podrian calcular cinco integrales definidas diferentes, una para cada uno de
los limites superiores dados. Sin embargo, es mucho mas simple fijar x (como una constante)
por el momento para obtener

X X
f costdt:sent] =senx — sen 0 = sen x.
0 0

Después de esto, utilizando F(x) = sen x, es posible obtener los resultados que se muestran
en la figura 4.34.

F(x) = f cos ¢ dt es el area bajo la curva f(r) = cos ¢ desde 0 hasta x
0

Figura 4.34

Podria considerarse la funcién F(x) como la acumulacion del drea bajo la curva
f(t) = cos t desde t = O hasta r = x. Parax = 0, el dreaes 0 y F(0) = 0. Para x = /2,
F(m/2) = 1 produce el drea acumulada bajo la curva coseno del intervalo completo [0, 7/2].
Esta interpretacién de una integral como una funcién acumulacién se usa a menudo en
aplicaciones de la integracion.
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En el ejemplo 6, advertir que la derivada de F es el integrando original (s6lo que con
la variable cambiada). Esto es,

X

dii[F(x)] = di)lc[senx] = LZC[J cos tdt} = coS X.

0

Este resultado se generaliza en el siguiente teorema, denominado el segundo teorema
fundamental del calculo.

TEOREMA 4.11 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en un intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el
intervalo,

o [ J 0 dr] — 1(0).

DEMOSTRACION ) Empezar definiendo F' como

F(x) = f f() dt.
Luego, de acuerdo con la definicién de la derivada, es posible escribir

F(x + Ax) — F(x)

F) = Ajglo Ax
1 r (x+Ax X
= AliToAx_L f(t) dt — fa f@) dt]
1 r (x+Ax a
= AI)EOML fe) de + fx f@) dt]
1 r (x+Ax
e | ]

Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que Ax > 0), se sabe que existe
un ndmero c en el intervalo [x, x + Ax] tal que la integral en la expresién anterior es igual a
f(c) Ax. Ademas, como x < ¢ < x + Ax se sigue que ¢ — x cuando Ax — 0. De tal modo,

se obtiene
() = 1em | L
P = Jin |5 508
S0 )
Ax N Aliglof(c)

//\ 1 = f(x)

Es posible plantear un argumento similar para Ax < 0.

S0

[(\1l'W Utilizando el modelo del drea para integrales definidas, considerar la aproximacién

x+ Ax

X xtAr f(x)szJ' f(0) dt

X

x+ Ax
flx) Ax = f f(1) dt se dice que el drea del rectdngulo de altura f(x) y anchura Ax es aproximadamente igual al drea de la
x region que se encuentra entre la gréifica de fy el eje x en el intervalo [x, x + Ax], como se muestra en
Figura 4.35 la figura 4.35. n
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Notese que el segundo teorema del cdlculo indica que toda f continua admite una an-
tiderivada o primitiva. Sin embargo, ésta no necesita ser una funcién elemental. (Recordar
la discusién de las funciones elementales en la seccion P.3.)

EJEMPLO 7 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo
d X
Calculara V2 + 1dr).
0

Solucion Advertir que f(1) = /t> + 1 es continua en toda la recta real. De tal modo,
empleando el segundo teorema fundamental del célculo, es posible escribir

ij \/t2+ldt}= Ix2+ 1.
0

La derivacién que se muestra en el ejemplo 7 es una aplicacién directa del segundo
teorema fundamental del cédlculo. El siguiente ejemplo muestra cémo puede combinarse
este teorema con la regla de la cadena para encontrar la derivada de una funcién.

EJEMPLO 8 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo

x3
Encontrar la derivada de F(x) = f cos tdt.
/2

Solucién Haciendo u = x3, es factible aplicar el segundo teorema fundamental del cdlculo
junto con la regla de la cadena como se ilustra.

dF du
Fx) = —— Regla de la cadena.
du dx
d du dF
= —|F(x)|— Definicién de ——.
S e 0
x3 3
d du [
= — cos tdt|— Sustituir cos t dt por F(x).
dul )./ dx /2
d " du o
= — cos tdt|— Sustituir u porx>.
dul J, ., dx
= (COS u)(3x2) Aplicar el segundo teorema fundamental del cdlculo.
= (COS x3 )(3x 2) Reescribir como funcién de x.

Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad, se puede verificar la
derivada del modo siguiente.

3
xl

X
F(x) = j costdt = sen t} = sen x* — sen — = (sen x3) — 1
/2 /2 2

En esta forma, se tiene la posibilidad de aplicar la regla de las potencias para verificar que
la derivada es la misma que la que se obtuvo en el ejemplo 8.

F'(x) = (cos x*)(3x?)
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Teorema del cambio neto

El teorema fundamental del cdlculo (teorema 4.9) establece que sifes continua en el intervalo
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de fen [a, b], entonces

b
f f(x) dx = F(b) — F(a).
Pero dado que F'(x) = f(x), este enunciado se puede reescribir como

J F'(x) dx = F(b) — F(a)

donde la cantidad F(b) — F(a) representa el cambio neto de F sobre el intervalo [a, b].

TEOREMA 4.12  EL TEOREMA DEL CAMBIO NETO

La integral definida de la razén de cambio de una cantidad F”’(x) proporciona el cambio
total, o cambio neto, en esa cantidad sobre el intervalo [a, b].

b
f F'(x) dx = F(b) — F(a) Cambio neto de F.

a

EJEMPLO 9 Uso del teorema del cambio neto

Una sustancia quimica fluye en un tanque de almacenamiento a una razén de 180 + 3¢ litros
por minuto, donde 0 < ¢ < 60. Encontrar la cantidad de la sustancia quimica que fluye en
el tanque durante los primeros 20 minutos.

Solucién  Sea c¢(r) la cantidad de la sustancia quimica en el tanque en el tiempo 7. Entonces
¢'(7) representa la razén a la cual la sustancia quimica fluye dentro del tanque en el tiempo
t. Durante los primeros 20 minutos, la cantidad que fluye dentro del tanque es

20 20
f () dt = f (180 + 3¢) dt
0 0

20

3
= + =
[ISOt 2t ]0

= 3600 + 600 = 4 200.

Ast, la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es de 4 200
litros.

Otra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una
particula que se mueve a lo largo de una linea recta, donde s (¢) es la posicién en el tiempo z.
Entonces, su velocidad es v(t) = s'(f) y

jh v(t) dt = s(b) — s(a).

Esta integral definida representa el cambio neto en posicion, o desplazamiento, de la
particula.

Cuando se calcula la distancia total recorrida por la particula, se deben considerar los
intervalos donde v(f) < 0 y los intervalos donde v(¢) = 0. Cuando v(¢) < 0, la particula se
mueve a la izquierda, y cuando v(f) = 0, la particula se mueve hacia la derecha. Para calcu-
lar la distancia total recorrida, se integra el valor absoluto de la velocidad |v(r)|. Asi, el
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Ay, A2y Asson las areas de las regiones

sombreadas
Figura 4.36

6 v(®)

-2+

Figura 4.37

0 ——

desplazamiento de una particula y la distancia total recorrida por una particula sobre [a, b],
se puede escribir como

b
Desplazamiento sobre [a, b] = f v()dr = A, — A, + A
b
Distancia total recorrida sobre [a, b] = f (@) dt = A, + A, + A,
(ver la figura 4.36).

EJEMPLO 10 Soluciéon de un problema de movimiento de particula

Una particula estd moviéndose a lo largo de una linea, asf, su velocidad es v(f) = £ — 102
+ 29t — 20 pies por segundo en el tiempo .

a) ;Cudl es el desplazamiento de la particula en el tiempo 1 <¢<5?
b) (Cual es la distancia total recorrida por la particula en el tiempo 1 <7< 57
Solucién

a) Por definicién, se sabe que el desplazamiento es

5 5
f v(t) dt = f (# — 102 + 29 — 20) dt
1

10,29, s
S L I L R
[4 30! ZOt]l

_ 25 ( 103)

12 12
18

12

_32
T

Asi, la particula se mueve ¥ pies hacia la derecha.

b) Para encontrar la distancia total recorrida, calcular f} |v(#)| dr. Usando la figura 4.37 y
el hecho de que v(¢) pueda factorizarse como (t — 1)(t — 4)(t — 5), se puede determinar
que v(r) 20en [1, 4] y v(¢) <0 en [4, 5]. Asi, la distancia total recorrida es

fl(t)ldt fv(t dr — fv(t)dt

=f( — 102 + 29t — 20) dt — f(t3—10t2+29t—20)dt
1

4 4 4
_[L—&w 2p —20:}—[5—&% 2p —ZOt]
4 1 4

3 2 4 3 2
_45 (_l>
4 12
= 7 ies
6 p



Iml Ejercicios

F\L—- Razonamiento grdfico En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herra-
mienta de graficacion para representar el integrando. Emplear la
grafica para determinar si la integral definida es positiva, negativa

0 cero.
w 4 T
—_ 2. s
fo x2+1a’x fo cos x dx
2 2
3. f xVx2 + 1ldx 4. X2 — xdx
-2 -2

En los ejercicios 5 a 26, hallar la integral definida de la funcion
algebraica. Utilizar una herramienta de graficacion para verificar
el resultado.

2 9
S. j 6x dx 6. J' 5dv
0 4

0 5
7. f (2x — 1) dx 8. f (=3v+4)dv
o -
9. (> = 2)dt 10. j (6x2 + 2x — 3) dx

o g

11. j (2t — 1)2dt 12. (B =90 dt
0 —1
2 —1

13. f (% - 1) dx 14. f <u - %) du
L\ _, u
4 u—2 3

15. d 16. f vi3dy

ﬁ Ju ™ .

1 8 2

17. f (1 -2)ar 18. f dx
—1 1
1 2

19. j X Vx 20. f Q- )Jide
0 3 0

a [ (13 — ) n [xo2

. V3 — 123) dt . d
L L 2%

5 4

23. |2x — 5| dx 24. f (3—|x—3])dx
03 14

25. j [x2 — 9| dx 26. f |x? — 4x + 3| dx
0 0

En los ejercicios 27 a 34, hallar la integral definida de la funcion
trigonométrica. Emplear una herramienta de graficacion para
verificar el resultado.

217. f (1 + senx) dx 28. j (2 + cos x) dx
0 0
/4 2 /4 2
1 — sen?6 sec” 6
29. 1 sen’f 30. ey
L cos26 a0 JO tan? 6 + 1 a6
/6
31. f sec?x dx
—7/6

/2

32. f (2 — csc?x) dx
/3

33. f 4 sec ftan 6dO
—x/3

/2
34. f (2t + cost) dt

—a/2

SECCION 4.4 El teorema fundamental del célculo 293

En los ejercicios 35 a 38, determinar el area de la regién indicada.

3B y=x—x? 36. y=—

y y

N
}
-
1
T

37. y=cosx 38. y=x+senx

y y

P e
SIEES
NI

En los ejercicios 39 a 44, encontrar el area de la region delimitada
por las graficas de las ecuaciones.

39. y=52+2, x=0, x=2, y=0

4. y=x>4+x, x=2, y=0

41. y=1+ ¥x, x=0, x=8, y=0

2. y=B-x)Jx, y=0

43. y=—x>+4x, y=0 4. y=1—-x* y=0

En los ejercicios 45 a 50, determinar el (los) valor(es) de ¢ cuya
existencia es garantizada por el teorema del valor medio para
integrales de la funcion en el intervalo indicado.

45, f =, [0.3] 46. f0) =2 [13]

47. f(x) = Vx, [4,9] 48. f(x) =x—2Vx [0,2]
49. f(x) = 2sec?x, [—m/4, w/4]
50. f(x) =cosx, [—m/3, /3]

En los ejercicios 51 a 56, encontrar el valor medio de la funcién
sobre el intervalo dado y todos los valores de x en el intervalo para
los cuales la funcién sea igual a su valor promedio.

51 f(x) =9 —x2 [-3,3]
52, fx) = 74("2; D113
53. f(x) =x% [0,1]

54, f(x) =4x3 —3x%, [—1,2]
55. f(x) =senx, [0, ]

56. f(x) =cosx, [0, /2]



294

57.

CAPITULO 4  Integracién

Velocidad La grifica muestra la velocidad, en pies por se-
gundo, de un automdévil que acelera desde el reposo. Emplear
la grafica para estimar la distancia que el automdvil recorre en
8 segundos.

4 v

< 150 < 100

El - E

g 120 =z 2 50

= /. :

2 90 / & 60+-\

@ » \

9 R \

& 60 o 40

= = N\

< ) N

g 30 9 20 &

= =

8 t 8 t
E 4 8 12 16 20 § 1 2 3 4 5

Tiempo (en segundos) Tiempo (en segundos)

Figura para 57 Figura para 58

58. Velocidad La graficamuestrala velocidad de un automdvil tan

pronto como el conductor aplica los frenos. Emplear la grafica
para estimar qué distancia recorre el auto antes de detenerse.

Desarrollo de conceptos

59. La grifica de f se muestra en la figura.
y
4 -+
3 -+
2T f
1 -+
11> x
1 2 3 4 5 6 7
a) Calcular | 17 f(x) dx.
b) Determinar el valor medio de fen el intervalo [1, 7].
¢) Determinar las respuestas a los apartados a) y b) si la
grafica se desplaza dos unidades hacia arriba.
60. Si r'(7) representa la razén de crecimiento de un perro en li-
~ < £ 6
bras por afio, ;qué representa r(£)? ;Qué representa [ r'(t) dt
en el perro?
61. Fuerza Lafuerza F (en newtons) de un cilindro hidraulico en

62.

una prensa es proporcional al cuadrado de sec x, donde x es la
distancia (en metros) que el cilindro se desplaza en su ciclo. El
dominio de F es [0, /3] y F(0) = 500.

a) Encontrar F' como una funcién de x.
b) Determinar la fuerza media ejercida por la prensa sobre el
intervalo [0, 7/3].

Flujo sanguineo La velocidad v del flujo de sangre a una
distancia r del eje central de cualquier arteria de radio R es

v =k(R?>—r?

donde £ es la constante de proporcionalidad. Determinar el flujo
medio de sangre a lo largo de un radio de la arteria. (Usar Oy R
como los limites de integracion.)

63.

BE 64

EE 5.

Ciclo respiratorio  El volumen V en litros de aire en los pulmo-
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima
medianteelmodelo V = 0.17297 + 0.1522¢> — 0.037413 donde
tes el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire
en los pulmones durante un ciclo.

Promedio de ventas Una compaiiia ajusta un modelo a los datos
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es

() = ﬁ +18+05 sen(%t), 0<r<24

donde S son las ventas (en miles) y ¢ es el tiempo en meses.

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
f(©) = 0.5 sen(wz/6) para 0 < t < 24. Emplear la grafica
para explicar por qué el valor medio de f(#) es cero sobre
el intervalo.

Recurrir a una herramienta de graficacion para representar
S(r) y la recta g(f) = t/4 + 1.8 en la misma ventana de
observacion. Utilizar la gréfica y el resultado del apartado
a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-
dencia.

b)

Modelado matemdtico Se prueba un vehiculo experimental en
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.

t 0 | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60
v 0 5 | 21|40 | 62| 78 | 83
a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un

modelo de la forma v = ar® + b> + ct + d para los datos.

Utilizar una herramienta de graficacién para dibujar los

datos y hacer la grifica del modelo.

¢) Emplear el teorema fundamental del calculo para aproximar
la distancia recorrida por el vehiculo durante la prueba.

b)

Para discusion

66. Lagréficadefse muestraen la figura. Laregion sombreada

Atiene un dreade 1.5,y [§ f(x) dx = 3.5. Usar esta infor-
macién para completar los espacios en blanco.

a) Jf(x)dx= y
b) ff(x) dx =

6
c) f [f)| dx =

4 f‘ﬂ
723456x

d) f2—2f(x)dx=
e) J; [2 + flx)]dx =

5 El valor promedio de f sobre el intervalo [0, 6] es

En los ejercicios 67 a 72, encontrar F como una funcion de x y
evaluarenx = 2,x =5yx =8.

67.

X

F(x) = fx (4t — 7) dt B +2t—2)dr

0

68. F(x) :f

2





