Unidad 12. La integral definida VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |l

34 Halla el 4rea comprendida entre las curvas y = e, y = 2x—x? ylasrectas x=0 y x=2.
I. Hallamos la funcién diferencia: y = e* — (2x — x2) = ¥ + x% - 2x

II. Buscamos su primitiva:

3
G(x) =e*+ x? —x2

10
III.G(0) =1 Z
7
G- -4 ; .
5 y=¢
_ 2 4 4 _
GQ2)-G0)=¢ —g—l 3 x=2
2
1
El 4rea buscada es: (ez—i—1> u?, y=2xTx
3 0 1 2
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35 Lacurva y= xi’ los ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una superficie S.

+4
Calcula el 4rea de S y el volumen de la figura engendrada por § al girar alrededor del eje X.

Buscamos una primitiva:
G(x) = 4in|x + 4|
G(0) =44
G(4) =4in8
G4)-G(0)=4(ln8—In4)
El 4rea buscada es 4(/n 8 — In 4) u?.

4 2 4
= 4 = —_16 ZE - 3
V—nfo <x+4) dx=m [x+4]0 g " 21 u

36 Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), sabiendo que el 4rea
limitada por esa curva, el eje Y y el eje X positivo es 4/3.

Como el polinomio pasa por el punto (3, 0), una raiz es x = 3, por tanto:
y=(x—3)(ax—b)

Por otro lado, cuando x=0, y=1:
1=3(-b)=3b b= %
Luego queda:
— (r— _1
y=(x-3) (ﬂx 3)

Puesto que pasa por los puntos indicados y estd limitado por los ejes X e Y (positivos), los limites
de integracién son 0 y 3.
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Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

3 2
G(x):J‘(x—3)<ax—%)dx=f<ax2—3ax+%+l>dx=ﬂx7—34%—%x2+x
G0)=0

_9,_ 27 _9
G3) =9a S 6+3
_9, 27, 9 5_4
G(3) - G(0) = 92 74 6+3 3

De donde sacamos que « = 1

27

Por tanto, el polinomio es:
N I SV
y=(x 3)( 57 x 3 )

3'7 Halla la ecuacién de una pardbola de eje vertical, tangente en el origen de coordenadas a una
recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un recinto de base [0, 3] y 4rea 9.

Del enunciado del problema se deduce que la pardbola pasa por el origen de coordenadas. Suponga-
mos que es de la forma f(x) = ax? + bx.

Como la pendiente de la recta tangente en el origen es 4 — f'(0) = 4.
f'x)=2ax+6, f'(0)=4 = b=4 > f(x) = ax? + 4x

Si la grafica de la pardbola queda por encima del eje X en el intervalo [0, 3], el 4rea es:
3

=92+18, 92+18=9 — a=-1
0

3 3
f (ax” + 4x) dx = [ﬂ +2x°
0 3
La pardbola buscada es f(x) = —x? + 4x, cuya gréfica es positiva en el intervalo [0, 3].

38 Delafuncién f(x) = ax + bx? + ex + d se sabe que tiene un maximo relativo en x = 1, un punto

de inflexién en (0, 0) y que J;) ' fx)dx= % Calcula a4, b, c y d.
Hallamos f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ y f"(x) = Gax + 2b
Sabemos que f(x) pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) =0, de donde averiguamos que &= 0.
Por otro lado, sabemos que tiene un mdximo relativo en x =1, esto es que f'(1) = 0, es decir:
3a+2b+c=0
También tiene un punto de inflexién en (0, 0), por lo que f'(0) =0, de donde 4 =0.
Como 3a+2b+c¢=0y b=0, setiene que:
34+¢c=0 = ¢=-3a
Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcién:
fx) = ax3 = 3ax

Buscamos su primitiva:

4 2
_ ax _ Bax
G0 =52

_ _a_3a__5a

G0)=0, G(1) = 4 > =%

__ba

G(1)-G(0) = 4
5a

El resultado es —=~ que es igual a i, de donde deducimos que « =-1 v, por tanto, ¢ = 3.

4 4

La funcién buscada es f(x) = —x3 + 3x.
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39 Teniendo en cuenta que la funcién f(x) = 2x% — 3x? + £ toma valores positivos y negativos, halla
el valor de %2 de forma que el 4rea de la regién limitada por el eje X, las rectas x=-1, x=2 y
la curva f(x) quede dividida por el eje X en dos partes con igual drea.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra funcién corta al eje X;
por tanto, tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: de—1a « yde « a2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcién:

4 4
G(x) = 2i—xa+/ex=x——xs+/ex

4 2
-3
G- =2~k
G(2) = 2k

Si suponemos que en el primer intervalo la funcién es negativa, el 4rea es:
G(-1)-G(a)

y si en el segundo intervalo la funcién es positiva, el drea es:
G(2)-G(a)

Y como el 4rea en los dos intervalos tiene que ser la misma, se tiene la siguiente igualdad:
G(-1)-G(a)=G2)-G(a)

es decir:

G(-1) = GQ2)
3 4. _1
3 _p-2k > k-1

Observa que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo consideremos en el
que la funcién es positiva o negativa.

2

40 Se consideran las curvas y = x“ e y =4, donde 0 <2 < 1. Ambas curvas se cortan en el punto

(x9> ¥o) con abscisa positiva. Halla 2 sabiendo que el drea encerrada entre ambas curvas desde
x=0 hasta x = x; esigual a la encerrada entre ellas desde x =x;, hasta x=1.

Hallamos los puntos de corte:

_ 2 x=va
IS Pea <7

y=a x =—ya (no vale porque la abscisa debe ser positiva) .

El punto de corte es Wa, a).
Dibujamos las dreas para tener una idea mds clara de nuestro ejercicio:

Tenemos dos intervalos de integracién: de 0 a Yz yde ya a1, que determinan los recintos R; y
R, sefialados en el grifico.

Y

* La funcién diferencia para el primer intervalo es:
filx) =a— x2
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Su primitiva es:

G - X
1(x) = ax 3

G,(0)=0, G, (J;)WJ;_%: 243&

2a\a w2
3 i

El 4rea del primer intervalo es

* La funcién diferencia en el segundo intervalo es:

fHx) = x2—a

Su primitiva es:

3
G,(x) = % —ax

G ()= % —afa, Gy (1)= 1 -a
Gy - Gya) =L —as 2"3&
El drea del segundo intervalo es %— a+ 2a{a u?.

3

Como el drea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

2aa _1_ ., 2aya
3 3 3

De donde obtenemos que = % .

41 Sean y=ax? e y=ax+ a las ecuaciones de una paribola p y de unarecta r, respectivamente.
Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Los puntos de corte de p y » no dependen del valor de a.
b) Si se duplica el valor de 4, también se duplica el 4rea encerrada entre p y 7.

a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:

ax’=ax+a
ax*—ax—a=0
ax?—x—1)=0

Como suponemos « = 0, para que sean ciertamente una parabola y una recta, dividiendo toda la
ecuacién entre 4, llegamos a:

x2—x-1=0

1+y5 1-45

7 Y xX= (que no dependen de a).

y sus soluciones son: x =
b) La funcién diferencia es:
) =ax+a—ax?=a(—x?+x+1)

24 x+1, setiene que: fi(x) = 2 h(x)

Si llamamos 4 (x) = —x
y la primitiva de f(x) es a4 por la primitiva de 4 (x), es decir:
G(x) =a H(x)

El drea comprendida es, por tanto:
1+45 1-5)_ 1+45 1-y5\) »
(15 o (5 {52 {155




Unidad 12. La integral definida VENENENSACHILLERATO)

Matematicas |l

Si duplicamos 4, se tiene que la funcién diferencia es ahora:
Hx) =2a h(x)

y su primitiva:
G,(x) = 2a H(x)

Por lo que el drea comprendida es:
1+45 1-45) 1+45 ( -4\ »
Gz< 3 )—Gz( 3 )—261(1—[( 3 )—HT u

42 Sabiendo que el drea de la regién comprendida entre la curva y = x> ylarecta y = bx esiguala

%, calcula el valor de 4.

Lacurva y=x? ylarecta y=bx secortan en el punto de abscisa x= 4 yen x=0.
Asi, nuestros limites de integracién son 0y 6.
La funcién diferencia es: y = bx — x2

Su primitiva es:

_ kX
G0="773
G(0)=0 B
8
P ;
G(b) - 6 6 y= 3x
3 5
G(b) - G(0) = &~ : Ty
6 3
, 9 e LB 9 2
Como el drea es 5 se tiene que: “ ==, ’
de donde obtenemos que & = 3. 0 1 2 3
43 Calcula el valor de 2 para que el 4rea de la regién limitada por la curva y = —x? + ax y el eje X

sea igual a 36.
La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y & (estos son los limites de integracién).

Su primitiva es:

I
G(x) = ; +T
G0)=0
G(a)=%3

G(a) - G(0) = %3

2

Como el drea es 306, se tiene que: € 36, de donde averiguamos que « = 6.
10
z y=—x2+ 6x
7
6
5
4
3
2
1
0 1 2 3 4 5 6
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44 Dada la funcién y =

calcula el valor de 4 para que el 4rea limitada por esa curva y las
x+

rectas x=0 y x=a seaiguala?2.
Buscamos su primitiva:
G(x)=2ln(x+1)
G(0)=0
Ga)=2n(a+1)
G(a)-G0)=2n(a+1)
Como el drea es igual a 2, se tiene que: 2/z (2 + 1) =2 de donde averiguamos que 2 =e— 1.

2

45 Expresa la funcién de posicién de un mévil sabiendo que su aceleracién es constante de 8 cm/s?,
que su velocidad es 0 cuando #=3 y que estd en el origen a los 11 segundos.

Llamamos S§(#) ala posicién del mévil al cabo de ¢ segundos. Asi:
V(t)=S() y a(t) =S"() = 8 cm/s?

Calculamos la velocidad V(¢):
Vit) = fﬂ(t) dt = f8 dt =8t +k
V(3)=24+k=0 > k=-24

Calculamos S(z):

V() = 8t—24

S(r) = fV(t) dt=f(8t—24) dr =42 _ 24+ e
S(11) =220+ c=0 — c=-220
Por tanto: S(z) = 4% — 24— 220

46 Un mévil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acelerado, con aceleracién
de 2 m/s? y con velocidad inicial »y =1 m/s. Calculay compara las distancias recorridas entre
t=0y t=2 yentre z=2 y z=3.

¢ Calculamos la velocidad del mévil:

V(t)=fa(t) dt:fz dt=2t+k
VO)=Ft=1

V() =2t+1

* Distancia recorrida entre =0 y 7=2:
b= [viydi- " @eenyde=[2e];-6m
0 0 0
* Distancia recorrida entre =2 y #=3:
d2=fsV(t)dt=[t2+t]z=12—6=6m
2

* Por tanto, recorre la misma distancia entre 7=0 y #=2 queentre t=2 y = 3.
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4'7 Halla el volumen del cuerpo engendrado por la regién del plano limitada por los ejes de coorde-
nadas, la curva de ecuacién y = e™ ylarecta x =3, al girar alrededor del eje X.

V=7t-j;)3(e_x)zdx=n-L3€_2xdx=L

) '["_zx](a)=_—n2'(€_6—l) w?

48 Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje X el recinto limitado por las

grificas de las funciones y = l, x = yz, x = 4.
x

) Las curvas y = 1 y x=y% se cortan en el punto de
T x

abscisa 1.
Por tanto, nuestros limites de integracién son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen
engendrado por la curva y= yx alrededor de OX en-

tre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = %

alrededor de OX entre los mismos limites.

1 2

FBRY) 4
- 1 —n. =L 237 3
Vz-nfl(x)afxn[XI 4 "

El volumen buscado es:

2 22
49 Calcula el volumen engendrado por la hipérbola % - % =1 cuando x €[4, 4].

4

4 4 2 3
V:2n-f2 f(x)zdx:ZN-f (9%— )dx:ZN-[%—%] =2n-24 =487 u3

2 2

2

2
S R |
419
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50 Halla el volumen engendrado por la circunferencia x? + y? — 4x + 3 = 0 al girar alrededor del
eje X.
1-

El circulo del ejercicio tiene su centro en (2, 0) y radio
1; por tanto, corta al eje OX en (1, 0) y (3, 0). Asi,
nuestros limites de integracién son 1y 3.

x?+y?—4x+3=0

(x—2)2+y2=1
1 2 3
3 3 (x 2)3 ’ 4
V=r. 2 e =10 =D dx=m|x— =3 3
=7 fl ydx=m fl (1-(x=2))dx=m Ix 3 3 u

51 Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes apartados:

a)F(x)=fo"costZdt b)F(x):J;)xz(t2+t)dt
amm%jﬁdt d)F(x)=fo“”"(1+t)dt

a) Como f es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del célculo:
F'(x) = cos x>

b) Como f es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del célculo:
F'(x) = [(x2)2 + x] 2x = 2x° + 2x7

¢) Del mismo modo:

F'(x) = 1

1+ sen x

d) Andlogamente:

F'(x)=(1 +senx) - (senx)' = (1 + sen x) - cos x

52 Sin resolver la integral, indica dénde hay mdximo o minimo relativo en la funcién:

F(x)=f0"(t2-1)dt

Los madximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la primera derivada es cero,
en nuestro caso, £ '(x) = 0.

Como f es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del célculo:
F'(x) =x%-1

F'(x) =0 en x=-1 y x=1, asi en los puntos de abscisa —1 y 1 hay mdximos o minimos relativos.

53 Sabemos que Jx f @ dt=x*(1+x), siendo continua en [R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del cilculo, se tiene que:
F) =2x(1 +x) +x2
f2)=16

54 Sea F(x) = flxcos2 t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcién en el intervalo [0, 27].

Como f(x) = cos? x es continua en [0, 27], podemos aplicar el teorema fundamental del célculo, y
asi obtenemos la primera derivada de la funcién F(x):

F'(x) = cos* x

3

Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = % y x=—-.

2
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55 Halla méximos y minimos relativos de las funciones:
a)F(x)=J.x(l‘—l)z(t+2)2dt b) G(x)=fxlogtdt

0 1 t

a) F'(x) = (x—1)2 (x + 2)?
F'=0—> (x-1)2x+2?=0 = x=1, x=-2
Pero F'(x) >0 cuando x= 1 y x=-2 por ser un cuadrado perfecto. Luego F(x) es creciente y
no tiene maximos ni minimos relativos.

b) G () - log x

con x>0

G'x)=0 — logx=0 = x=1
G'<0 . G'>0

\ 1 /

El minimo relativo se alcanza en x = 1.

k=1, G(l):fll

log ¢
t

dt =0 — El minimo relativo es el punto (1, 0).

56 Considera la regién del plano que determinan las curvas y=e* e y=e?* ylarecta x = k.
a) Halla su drea para k=1.
b) Determina el valor de 2> 0 para que el drea sea 2.
a) Las funciones dadas se cortan en el punto x=0, y=1.

Si £>0, el 4reaes:

r 14
k 2x 2k 2k
2x X e x e k 1 e o1
— e dx = — € _F_ (L)€ _ 4
J;) (e e’ 2 4 1™ 2 4 ( 2) 3 e +2
Si £<0, eldreaes:
r 10
0 2x 2k
L(ex_ebc)dx:-ex_ez -k:%_ek_'.ez

2k
b) "T—ek+%=2 — -2, -3-0

Haciendo el cambio de variable z = ¢*, obtenemos:
22-2z-3=0 = z=3, z=-1 (no vale)
k=3 > k=3

57 Calcula el 4rea encerrada entre la curva y = x> — 2x— 3 y la cuerda de la misma que tiene por
extremos los puntos de abscisas 0 y 1.

Calculamos las coordenadas de los puntos:
x=0, y=-3 = (0,-3)
x=1,y=-4 = (1,-4)

La pendiente de la cuerda que pasa por ellos es: m = —

La ecuacién de la recta que contiene a la cuerdaes: y=-3 —x

G(x):f[(xz-zx—3)—(—3—x)]4x=

1
23 -394

El 4rea buscada es L u2.

6
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Cuestiones tedricas

2

58 Calcula la derivada de la funcién dada por F (x) = fox cost dt de dos formas:

a) Obteniendo de forma explicita F (x) y, después, derivando.

b) Aplicando el teorema fundamental del célculo.
2
a) F(x) = [sen t]z = sen x°

F'(x) = 2x cos x?

b) Como f es una funcién continua en todos los puntos, se puede aplicar el teorema fundamental del
célculo:

F'(x) =f(x2) - (x2)" = 2x cos x2

59 La grificas I, I y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una funcién de-
rivable f; a su funcién derivada f” y a una primitiva F de f. Identifica cada grifica con su
funcién, justificando la respuesta.

@ ® ()

/] |

La grafica II es la de la funcidn; la grdfica I, la de su derivada y la gréfica I1I, la de su primitiva.

La razén es: partiendo de la gréfica I, observamos que se trata de una funcién lineal (afin) con pen-
diente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser una funcién constante (la pendiente de
la funcién afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcién afin tiene que ser una funcién cuadrdtica, cuya grafica corres-
ponde a la pardbola.

60 Sabemos que el drea limitada por una funcién f; el eje de abscisas y las rectas x=1y x=5 es
igual a 6. ;Cudnto aumentars el drea si trasladamos 2 unidades hacia arriba la funcién f?

2 f

1 5

Si trasladamos también el eje OX 2 unidades hacia arriba, es ficil ver que el drea afadida es la de un
rectangulo 4 u de base y 2 u de altura (su 4rea es 8 u?).

Y

L X

Es decir, su drea aumentard 8 u?. (No depende de lo que mida el 4rea senalada).

61 Siuna funcién f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier funcién primitiva
de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ;Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcién es positiva, dicha funcién es creciente.
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62 Halla las derivadas de:

a) F(%) = fz Ycosd 1 dt b) F (%) = f *1+32) dr
IF@ = [ di d)F(x)=flﬁdt

(Observa que la x puede salir fuera de la integral)

a) F'(x) =0 por ser una funcién constante.

b) F(x) = -fo’“(u 3 dr F'(0) =—1-3x2

(e 1 v (¢ 1
c) F(x) = xfl —l+tdt F'(x) J.l —l+tdt

- 1 T L R S | x
d)F(x)-xf1 1+tdt F'(x) fl 1+tdt+x T x fl 1+tdt+ T s

63 ;Cudl de las siguientes expresiones nos da el drea limitada por la grifica de f'y el eje de abscisas?

c c b c b ¢
9 [f b|[ | 9 [F+['F o-[re[F
d)
64 Dada la funcién y = x2, halla el punto c€[0,2] tal que el drea fzxz dx sea igual ala de un
rectingulo de base 2 y altura f{(c). 0
Es decir, que cumpla lo siguiente:
2
_ 2
2 f(e) = fo x° dx

:Qué teorema asegura la existencia de ¢?

) 8
dx ==
fo * 3
Asi pues, se tiene: 2f(c) = %, de donde averiguamos que ¢ = ZT‘B

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del cdlculo integral.

65 Sea F una funcién definida en [0, + ) tal que: F (x) = foxln Q2+ddt

Analiza si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones:

A F0)=h?2 b) F'(x) = 3 1 i 20 c) F es creciente en su dominio.
+

a) Calculamos G(z) = fln (2+2) dt integrando por partes:

_ _ 1
u=nQ+t) = du——2+tdt

dv=dt — v=t

6= [m@endi-sh@en- [t dr=tim@en- [(1-52 )=

2+t
=thhQ+)—t+2nQ2+)=t+2)n Q2+ —¢
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Por tanto:
Fx)=Gx)—G0)=[(x+2)In 2 +x)—x]-[2n2-0l=(x+2) In(x+2)—x—2n2
F)=2mn2-212=0
La afirmacién F(0) = /n 2 es falsa (basta ver, ademds, que en F(0) no hay drea).

b) Como f es continua para x 2 0, aplicamos el teorema del cilculo integral:
F'(x)=ln2 +x)
También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F' es positiva en todo el dominio.

66 Demuestra la desigualdad siguiente:

En el intervalo |0, %] se cumple que:

0< Senx o X

2 1+ 47

1+x
yaque 0 <senx<x en dicho intervalo.
Por tanto:

Osfiwafxsjf Y

0 14+x° 1+ x°

2 2
J;) %ﬁ:[%ln(l+x2)]

1+x 0

=l1n<1+“—2>:0 62<1
2 47

De esta forma queda probada la desigualdad.
Pagina 383

Para profundizar

6'7 a) Halla el volumen del tronco de cono de radios 7 cm y 11 cm y altura 6 cm.
b) Obtén la fé6rmula:

V= %nh(r% +73477))

que nos da el volumen de un tronco de cono de radios 7, », y altura h.

Y
B .-
A
- 11
7
6 X
a) La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11).
Obtenemos su ecuacidn:
= 161—_07 =%=%, larectaes y=7+ %x

Los limites de integracién son x=0 y x = 0.
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El volumen sera:

V=7t-J:(f(X)>2dx=n-f06<7+%x)2dx=n-.£)6(49+%x+%x2>4x=

6
227 4| 3
49x + 3 + 7 ]0—35071 u

=T7C-

b)

/-»
+

&)

h

La recta pasa por los puntos (0, 7) y (h, r).

Obtenemos la ecuacién:

ry—ry Try—7T =7
m= = 1=g—>y=rl+(2 1)-x
h-0 h

El volumen ser4:

Il
|
c =
~
)
+
—
Ny
|
~
=

]
a
——
~
N
+
—_
I
=il
=
< P
[\
w|R
+
=
—
—
Iy
|
=
~—
x
N

|
Q

n-h-[ %+%-(7%+7%—2-71-72+r172—r%]=

-r%—%-rlrz+rlrz]=%nh(r%+r%+rlrz)

68 a) Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el 4rea del circulo x% + y2 <9 es 9.

b) Demuestra, utilizando el cdlculo integral, que el volumen de la esfera de radio » es

| =
¢

3

. 3
a) Area = 4-J‘0 V9 — x? dx
Calculamos G(x) = f«/9 — x? dx, mediante un cambio de variable:
2
G(x) = fv9—x2dx=3-f 1—<%> dx
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Cambio: % =sent — x=3sent — dx=3cost dt

G(x)=3- «ll—senzt-3costdt=9fcos2tdt:

_ 1. cos’t _o|lLl,, 1 2|9, 9 2, _
_9f(2+ > )dt—9[2t+4sm t]—2t+4sen t=

~ 9 x\. 9 x xz_
= ?-arcsm(§>+4-2-§- 1—(3) =

_ 9. x\, 3. (xV_
=5 arcsen(3>+2 x4/l <3> =
_ 9. x), x 9%
=3 arcsen<3)+ 3
Por tanto, el drea serd: A=4-(G(3) — G(0)) = 4-9777:=97t u?
R R 3 R 3 3
b)V=n-J._Ryzdx=n-J‘_R(R2—x2)dx=n- sz—%_R=n-(R3—%+R3—%>=%nR3
. x> 3’2
69 Calcula el 4rea encerrada por la elipse 16 + 9" 1.
xZ 2
| | 1T !

.y_zzl_x_2_> 2_9. X - y=+3. 1_(&)
9 16 7 16 yeE 4

¢ El 4rea es:

A= 4-L43-4/1—<%>2dx=12'f044/1—(%>2dx
¢ Calculamos G(x) = fﬁl—(%)z dx

Cambio: %=smt — x=4dsent — dx=4cost dt

2
G(x) = f«/l—sen2t-4co:tdt=4fcosztdt=4-f(%+ co.cz L)dt=

/ 2
f(2+20052t)dt=2t+sen2t=2¢zrcsen(%)+2-%- 1—’16—6=

[ 2
2arc sen <£) + 96’16——)6

4 8
e Eldreaserd: A=12-[G4) - G(0)] =12n
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70 Demuestra, utilizando el cdlculo integral, que el drea de la elipse x% + 4y% = 4 es 27.

1 x2+4y2:4

2 2
* Despejamos y: 4)/2=4—x2 - )/2= 1_<£> — y=t 1_<%>
e El dreasera: A= 4- f 1—< ) dx

¢ Calculamos G(x) = fd dx

Cambio: % =sent — x=2sent — dx=2cost dt

2
G(x) = fv1—sen2t-2costdt=2fcosztdtz 2-f(%+ 6052 t)dtzf(1+5052t)dt=

2 2 2
o Sent EAVERN IS EAR x), XoAd=x
=r+ > —ﬂrcsen<2>+2 1 <2> —arcxen<2>+ %

¢ El 4rea sera:

A=4.-[G2)-G(0)] = 4-%:271:

2
71 Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse ﬁz + % =1 es:
a

a) %TE a b? si gira alrededor del eje X.

b) %TC a? b si gira alrededor del eje Y.

ﬂ

“ 2 [ 3 5,217 2 2
a)V=n.f (172 2 )dx |6t — X b =n.(1724_&+52a_% -

72 Halla la derivada de la funcién siguiente:

3
F(x) = fz x sentdt

X x3

Si G(x) esuna primitiva de la funcién g(x) = sen x, entonces f , sentdt=G ) = G(x?).

X

La derivada, aplicando la regla de la cadena, es:
3
D [fz sent a’t] =D[G(x%) - G(xD)] = G'(x3) - 3x2 = G'(x?) - 2x = 3x2 sen (x3) — 2x sen (x?)

Por tanto:
3
Fo-
®=];

E
sent dt + x[3x% sen (x°) — 2x sen (x%)] = f sent dt + x* [Bx sen (x°) — 2sen (x?)]

x2
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73 Comprueba si existen y, en su caso, calcula las siguientes integrales impropias:

*° 0
b) dx, r>1 C)f 1 dt d)f exdx
1 x” —oo ] 422 oo
1 J‘ll 5
[J f—dx f 2 dx dx b ' du
)03«/; )Ox g)ol—lx )Z(u—2)2
a) dt arctet| =arcte x
0 1 7 [ g] £
1 D ) ,r
J;) 1+X2dx=xznz°° 0 1+t2 dt:xé)n;loodri‘tgx=?
by | "L dr= 1 _ 1 1
by (l—r)tr_l 1 (l—r)x"1 1—-7
f Lo lim La- , yaque r—1>0 vy, por tanto, la primera fraccién tiende a 0.
x" ¥ >teo J1 47 r— l

arctgt] x—arctgx—ﬂrctg(—x), con x>0

400 1 dx = I X 1 dr = I 4 _ to (= =£_<_£>=
f-oo 1+x2 X x—l)”;loo > 1+t2 x_l)”;loo arc tg x — arc g( x)] > T

0 0
d)f etdt=[et]_x=l—e_x, con x>0
0 0
JLerden i [ ety (==
1 _[i 2/3]1_1_2 2/3
C)L3ﬁdt_2t =3 7x
! _ D <2_22/3>_2
fo3[ ) e )
f) fx %dtz[lnt]i:—lnx

1
lim f L= lim (—In x)=+e0 — No existe la integral.
x—0"Jx x—0"

arc sen Z'] =4arc sen x

g)fJ—

1 x
J;) L = lim L gre lim arcsenx="

1—X2 x—1770 4'1—1,‘2 x—=1" 2
3 3
hf du =[_ 1 ]:-1 1
) ¥ (u=2)2 u—21, R

3
lim f du 5= lim (—1 - ) =+o0 — No existe la integral.
x—=2"x (y—2) x—2* x—2

74 Si f(x) = f f (@ dt, halla el siguiente limite:

e

x—0 x

&zﬁg im g )— /lm f(x)— lzm

=1
x—>0 x 0) x—-o0 1 1+€

Por tanto, el limite dado vale 1.
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75 Determina el valor del parimetro 4 > 0 de tal manera que valga 108 el drea de la region del
plano limitada por el eje X y la grifica de la funcién siguiente:

S =alx+ 2)2 - (x+2)3

La funcién corta al eje X en los puntos de abscisa —2 y 2 — 2. Nuestros limites de integracién; bus-
camos una primitiva:

(x+2)° (x+2)4
T3 T g

Gl = f[a(x+z)2-(x+z)3]¢x:

4
G(a-2)= ‘11—2

G(=2)=0
4
_N_-GR)= 4_
Gla-2)-6@)= <
Como el 4rea tiene que ser 108, igualamos:

4
% =108. De donde obtenemos que @ = 6.
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1 Dada la funcién f(x) = x3 + 3x2, calcula:
a) El drea encerrada por la grifica de f(x), el eje X ylasrectas x=-2 y x=1.
b) El drea de cada uno de los dos recintos comprendidos entre las grificas de f(x) yde g(x) = x + 3.
a) Representamos el recinto:
* Cortes con el eje OX:
x3+3x2=0 > x%Z(x+3) =0<zi83
* Puntos singulares:
0

f'(x)=0—>3x2+6x=0—>x(3x+6)=0<x= 5 -2
x:_

. f"(0)=6>0 — Minimo: (0, 0)
/709 =654 6 < f"(-2)=-6<0 — Miximo: (-2, 4)

1

. 1 4
Area = fz(x3+3x2) a’lex—+x3

(L1 o@4_g =2l 2
4 _< 1)(48)4u

L \4

b) * Representamos f(x) = x3+3x2 y g(x) =x+3:
Hallamos los puntos de corte de f'y g: Y

x3+3x2=x+3 > x3+3x2-x-3=0

13 -1 -3 o
30 3 A-1=0< 2
X =—

1 0 -1 |0

Las gréficas se cortanen x=-3, x=-1 y x=1.

-3

* Calculamos el drea entre =3 y —1 y el 4rea entre =1 y 1:

4
EA

4
(L gL, 3) (8L 97 9 o) 2 (27,9 _4 2
—<4 1 2+3) <4 27 2+9> 4 (4) it 4 u

1
2 4
J‘_ll [(x+3)—(x3+3x2)]dx=£11 (x+3—x3_3x2)4x=[x7+3x_%_x3]_1:

Lz X (L3 L )22 (_Z)\.2,7_16_4 2
—<2+3 i 1) (2 3 4+l> 7 <4) it A4 4 u

f_;l [ +3x%) — (x + 3)] dx =J'__31 (o +3x2 —x—3) dx =

2
—%—336’
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2 Calcula el drea del recinto limitado por f(x) = x%—2x+2, el eje ¥ ylarectatangentea fen x=3.
* Calculamos la tangente a f(x) =x2—2x+2 en x = 3:
Punto de tangencia: x=3, f(3)=9-6+2=5 — (3,5)
Pendiente de la recta tangente: f'(x) =2x-2 — m=f'(3) = 4
Ecuacién de la recta tangente: y=5+4(x—3) — y=4x-7
* Representamos el recinto:

Fl)=x?=2x+2

3 X
/

Veértice de la pardbola:

F0)=0 > 2x-2=0 - x=1, All)=1 — (1, 1)

Corte con los ¢jes:

x=0, f(0)=2 = (0,2)

x2—2x+2=0 — x= @

No corta al ¢je OX.
* Calculamos el 4rea:
A=f;[(x2_2x+z)_(4x-7)]dx=f:(x2_6x+9)dx=[%3-3x2+9x]2=9u2

2
3 Calcula: J;) |2x — 1| dx
La funcién se descompone de la siguiente manera:

2x+1 x<

fx)=]2x-1]=

x—1 x>

N =t =

Por tanto:

1
J;)zf(x)dx=£)2 (—2x+l)dx+f;(2x—l)afx=[—x2+x](l)/2+[x2—x]?/2=

1L 1 s 5 1. 1_5
= 4+2+42 4+2 2
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4 Halla el drea de la regién comprendida entre la grifica de la funcién f(x) = % y las rectas
x

5 -2
y=1, x= 5"
Representamos la funcién f(x) = %:
(x-2)

¢ Asintota vertical: x =2, lz’m2 fx) = +o0
X —>

* Asintota horizontal: y =0

* Puntos singulares: f'(x) = 5 #0 para cualquier x — No tiene puntos singulares.

x f—
* Punto de corte con la recta y = 1:

1 5 x=1— (1,1)
=1 -5 (x-2)"=1
(x—2)? -2 <x=3 - (3,1
Recinto:
Y

5 Calcula el drea encerrada entre la grifica de la funcién exponencial f(x) = e* y la cuerda a la mis-
ma que une los puntos de abscisas x=0 y x=2.
Ecuacién de la cuerda:
w20 > fO==1] (0, 1)y por (2, )
ecta que pasa por (0, or (2, e%):
x=2 —>f(2)=e2 auepasap yp

m:ez—_lﬁ :1+€2—_1x
2 J 2

2 2
f (1+gx—ex>dx=
0 2

x2
6 Dada la funcién F (x) = fl Intdt con x> 1:
a) Calcula F'(e).

2
2 2
-1 E | 2Qe 1= - (0+0-)=141-2 w2
0

X +

b) ;Tiene F puntos de inflexién? Justifica tu respuesta.

D FW = [T hnede 5 F = (nx) - 26 Qn) 2x - dehnx
F'(e)=4elne=4e

b) /() = dlnx+ - — = dlnx+ 4 dlnx+4=0 = Inx=—-1 - x=c!

F no tiene puntos de inflexién porque ¢! < 1; es decir, ¢! no pertenece al dominio de F.
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7 a) Halla, integrando la funcién adecuada en el intervalo que convenga, el volumen de un cono de
radio 5 cm y altura 6 cm.

b) Procediendo de forma similar, deduce la férmula del volumen de un cono de radio 7 y altura a.

a) Larecta y= %x pasa por los puntos (0, 0) y (6, 5).

El cono dado se puede obtener girando el segmento que une los puntos anteriores alrededor del eje
X. El volumen es:
257 6

V—N'JG ixzdx—ﬂx—36 -2 =50n u?
Jo\o6 3613y 36 3

b) La recta y = %x pasa por los puntos (0, 0) y (a, 7).

El cono de altura 4 y radio » se puede obtener girando el segmento que une los puntos anteriores

alrededor del eje X. El volumen es:

2 A
| _mr | x
V-n.[;)<dx> dx = 2[3

a

2 3

L 2,3
23

1
=—mnr‘a u
3

0 a
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1 Calcula los siguientes limites:

a) lim ( 1 —L> b) lim (cotgx—l> ¢ lim X=—sSenx d) lim (x+ e¥)Vlx
x—0 X x—0

x=1\x-1 Inx =0 [n(cos x)
, , — H 1/x)—1 H ,, _1/+2
2) hm< 11 ); i Inx—x+1H . (U)-1 H = _1/x* 1
x=>1\x=1 Inx x=1 (x=1)Inx x =1 x—1 x—=>1 1 1 2
Inx +>—= -+
x 2
x
. , , — H , _ H
b) lim (cotgx—l>= Iim (€osx _ 1\ _ yp, xcosx—senx 8B xsenx H
x—0 X x—>0\senx x x—0 X sen x x—0 sen x + x cos x
H, _ _
H jpn —Senx—xcosx _
x—=0 2cos x — x sen x
, _ H ,, 1_ H ,
Q) lim X=Senx T n, 1—cos x H lim _Senx_ _
x>0 [n(cosx) x—0 —tgx x—=0 1
2
cos” x
d) Tomamos logaritmos:
1+26”
, . i+ B, 2%
lim lln(x+ezx) = lim g: lim X*¢€ -3
x—0 | x x—0 X x—0 1

Por tanto:  [im_(x + e*) ¥ = ¢3
x—0
2 a) Dada la siguiente funcién:

—x3+2x+b si x<1
f(x)={ax2—l si x>1
halla los pardmetros a y b para que sea derivable en todo R.
b) Represéntala.

a) La funcidn estd definida por intervalos mediante funciones polinémicas. Por tanto, para que sea de-
rivable en IR, solo es necesario comprobar su derivabilidad (y continuidad) en x = 1.

lim (x> +2x+b)=—14+2+b

x—>1"

lim_ f(x) = — 1 +b=a-1 garantiza la continuidad ya que
x—1 lim (ax* =1)=a—1 )
x—1* lim f(x) = f(1)
x—=1
2 . o
3x% 42 0= F(17)=-1
£ = 3x” + s%x< f(+) _>ﬂ=_l;b=_i
2a si x>0 > f'(17)=2a 2 2
—x3+2x—i si x<0

La funcién es f'(x) = 1
(—E>x2—l si x>0

b) La primera parte es un polinomio de tercer grado que tiene una rama infinita cuando x — —co.

lim (—x3 +2x—i> = +o0
X —> —oo 2
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Puntos singulares:

Bx2+2=0 > x= -1 x=

w‘a

f\‘\f/\'f\ i

En x= —g hay un minimo relativo y en x = g hay un maximo relativo.

La segunda parte es un polinomio de segundo grado, con coeficiente principal negativo.

Y
l 1
|
| X
\
\
/
\ \
/ \
\
\
3 Dada la funcién:
x*e* si x<0

a+xlnx si x>0

o-f

a) Halla el valor de @ para que f sea continua en R.
b) Calcula f'(x) donde sea posible.

0
O Halla [’ ) d.

lz’rr(z) } (x* ) =0
I _xe
) xz_;)%()f(x) lim (a+xlnx)=a
x—0*

Tenemos que « =0, ya que: lzm (xlnx)= Ilim InxH lim X (=) =0
x—=0* l/x x50 _1/x2 x—0*

Cuando 2 =0 se cumple que /z'_7)no f(x) =f(0) ylafuncién es continua en x=0. La continuidad

en los demds niimeros reales estd asegurada por la definicién de las dos ramas que la forman.

b)f()—{ (jx+x) si x<0

+1 si x>0

No existe f'(0*), luego no es derivable en x = 0.
0 0 2 x
) flf(x)dx:fl x° e dx
G(x) = fxz ¢ dx
Integramos por partes:

u=x> = du=2xdx
dv=e"dx = v=¢"
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Gl) =x2e*—2 |xe" dx=x" e =21
Volvemos a integrar por partes para calcular /:
u=x — du=dx
{dyzexdx - v=¢"

I= xexdxzxex—fexafxzxex—ex
Gx) = x%e¥ - 2(xe* —e¥) = ex(x2 —2x+2)

fjf(x)dx:G(O)—G(—l):Z—%

4 a) Estudia el crecimiento de la siguiente funcién:
[ =1+2x+ 3x2 + 4x3

b) Demuestra que la ecuacién 1 + 2x + 3x2 + 4x3 = 0 tiene una tnica solucién real y localiza un
intervalo de longitud 1 que la contenga.

) Represéntala.
a) f'(x) = 2 + 6x + 12x2
Calculamos los puntos singulares:
f(®)=0 = 2+6x+12x2=0 — No tiene solucién
Como f"(x) >0 paracada x, la funcién es creciente en IR.
b) Consideremos la funcién en el intervalo [-1, 0]:
f(x) escontinuaen IR vy, en particular, en el intervalo anterior.
f(=1)==-2, f(0)=1

Por el teorema de Bolzano, existe un valor c€ (-1, 0) tal que f(c) = 0. Esta es la solucién real de la
ecuacion. Ademds, es la tnica posible debido a que la funcién es creciente en [R.

¢) La funcién corta al eje vertical en el punto (0, 1).

f"(x) = 6 + 24x
f'x)=0 - 6+24x=0 — x= —%
En x= —% hay un punto de inflexién porque pasa de convexa a céncava.

1 1 1V 1V s
X = —Z, y= 1+2(—Z)+3<—Z> +4<—Z> Zg

Teniendo en cuenta lo anterior, su grafica es:

——

~—

—
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5 Estudia las asintotas y los mdximos y minimos de la funcién de ecuacién y = 2"‘27;3‘” Repre-
senta su grafica. ¢
¢ Asintotas:

No tiene asintota vertical.
Horizontal:
2
é;m 2x ~ 3x _ 0 — y=0 esasintota horizontal cuando x — + o0
X +00o
e
2
[z’m 2.X' —3.96' _ +°°:+oo
X —> —o0 X 0
e
. , . , 2x? — 3x , 2x—3
No tiene asintota oblicua: m = lim =22—=22 = [im =0
X — —oo ex X —> —o0 X
* Miéximos y minimos:
x=3, f3)=2
e

2
y'= 2"+ 7x=3 y'=0 > —2x2+7x—3=0<
¢ x=1 f(i)z—_l
> \2)=n
Estudiamos el signo de y"

y'<0 y'>0 y'<0

\é/a\

Méximo (3, %) ~ (3; 0,45)
(4

Minimo (% e—l_/lz) ~ (0,5; -0,0)

* Representacion:

2.3 X
-1

6 Considera la funcién f(x) = | x21| .
x —

a) Determina sus asintotas y estudia la posicién de la curva con respecto a ellas.
b) Calcula sus extremos relativos.

) Represéntala graficamente.

si x<1

2) £ = 1;2’“

X —

si x>1

El dominio de definicién es IR — {1}.

¢ Asintotas verticales:

2
lim —%
x—1 |x_1|

= +o0 ya que es un cociente de nimeros positivos.

Larecta x=1 eslaasintota vertical.

¢ Asintotas horizontales no tiene.
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¢ Asintotas oblicuas:

2

Six>1, =x+1+ — Larecta y=x+1 eslaasintota oblicua cuando x — +co.
X — X —
flx)—x—-1= 1 .0 — Lafuncién queda por encima de la asintota.
x —
? 1
Six>1, X = —x—-1- 7 — Larecta y=-x—1 eslaasintota oblicua cuando x — —co.
f)+x+1=— 1 T> 0 — Lafuncién queda por encima de la asintota.
x J—
2
?167*')2? si x<1
, —-x
b oo =1
% si x>1
x p—

x*+2x=0 = x=0, x=2 (noesun punto en el dominio de esta rama)

F=-0 - { )

x“—=2x=0 — x=0 (tampoco estd en el dominio), x =2

f'<0 f'>0 f'<0 . f'>0

\0/1\2/

x=0, y=0 — (0, 0) es un minimo relativo.

x=2, y=4 — (2,4) es un minimo relativo.

©) Y )4
)4
)
7
\[ [ Z
('
\\ o}
N\

s} .

FIEN X

7 Dada la funcién f(x) = # para x = a, calcula 2 y b para que la grifica de f pase por el
-x

punto (2, 3) y tenga una asintota oblicua de pendiente —4. Representa la funcién para los valores
de 2 y b obtenidos.

f pasapor (2,3) = f(2)=3 — %=3
La pendiente de la asintota oblicua es:

(x) , 2
m= lim f = lim ﬂx+b=—¢z — —a=-4 > a=4
X —too X —> too ax—xz

16+6 _ _
% =3 = b=-10

2
Por tanto, f(x) = 427_10=—4X—16— 544
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Cortes con los ejes:

y X=—o

{10 {10
2 2

Fje X f(x)=0 — 4x2-10=0 — x=

Eje ¥: f0)=-2

Larecta x=4 es la asintota vertical de la funcién.

La asintota oblicua es la recta y = —4x — 16.

Puntos singulares:
, 2(=2x% +16x - 5)
(x) =
f (x—4)*

fx)=0 — 2x2+16x-5=0 = x=

8+3J6 _8-376
2 072

f'<0 . f'>0 . f'<0 . f'>0
2 2
En x= 8_23 /6 hay un minimo relativo.
En x= S* 23 /6 hay un maximo relativo.
2
4(8‘23%> ~10
X = 8_3£,y- =126 -32
. 4_8-34{6
2
8+3y6 .
(52257
_ 84306 —-12{6-32
2 4_8+3«/a
2
\x L
A\ :
N\
\’: 10 X

T
N
10\

8 Sea f(x) = ax> + bx? + cx + d. Hallalos valores de 4, b, ¢ y d sabiendo que f(x) tiene un extremo
local en el punto de abscisa x = 0, que el punto (1, 0) es un punto de inflexién y que la pendiente
de la recta tangente en dicho punto es —3. Represéntala.

f(x) tiene un extremo localen x=0 — f'(0) =0
f(1)=0
fr=0
La pendiente de la tangenteen x=1 es-3 — f'(1) =-3
f(x) =axd +bx? +ox+ d
f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

El punto (1, 0) es un punto de inflexién —
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f"(x) = 6ax + 2b

f0)=0 - ¢c=0
f(1)=0 = a+b+d=0
F(1)=0 = 6a+2b=0
f(1)=-3 = 3a+2b=-3

6a+2b=0 1 b3
3a+2b--3] 4T 07T

1-3+d=0 = d=2

La funcién es f(x) = x3 — 3x? + 2
Para representar la funcién solo necesitamos los cortes con los ¢jes y los puntos singulares.

Cortes con el eje Xz f(x) =0 — x3-3x2+2=0 5 x=1+4y3, x=1-43, x=1
Coneleje Y: f(0)=2

Puntos singulares:
f'(x) = 3x% — 6x
fx)=0 — 3x2—6x=0 = x=0, x=2
50 . f<0 . f50

/6\2/

El punto (0, 2) es un méximo relativo.

El punto (2, —2) es un minimo relativo.

T —

-
[

|
|
|
|
|
|

9 En una circunferencia de centro O y radio 10 cm, se traza un didmetro AB y una cuerda CD

perpendicular a ese didmetro.
A qué distancia del centro O debe estar esa cuerda para que la diferencia entre las 4reas de los

tridngulos ADC y BCD sea mdxima?

Consideremos el dibujo:
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y=+100—x"
/ 2
El drea del tridngulo superior es: 2 100_; (10— =100 — x* (10 - x)

/ 2
El drea del tridngulo inferior es: 2 100_; (10+ %) =100 — x* (10 + x)
La diferencia de las dreas es:
F(%) = 4100 — % (10 + x) — Y100 — x> (10 — %) = 2xy100 — x* con 0 <x< 10

f'(x) — 2 . —2x2 + 100
Y100 — x*

F)=0—> 2x2+100=0 — x=542

Se puede ver ficilmente, estudiando el signo de la derivada primera, que en el valor obtenido hay un
méximo relativo.

La distancia del origen a la que debe estar la cuerda es de 5 V2 cm.

10 Calcula a y b para que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la funcién:

ax+bx?  si 0<x<2
f&) = .
2+4yx—-1 si 2<x<5

en el intervalo [0, 5]. ;En qué punto se cumpliri el teorema?

* f debe ser continua en x = 2. Por ello:

lim ax +bx” =2a+4b

e 2a+4b =1
a+4b=—

Iim -2+yx—-1=-2+1=-1

x—2*

* f debe ser derivable en x = 2:

a+2bx 0<x<2

1 _ 1 _ :l
f(x) —2 1 2<X55 %ﬂ+4b 22 -1 2

Resolvemos este sistema de dos ecuaciones:
2ﬂ+4b:_1 ﬂ:_i bzl
a+4b=1/2 2’ 2

¢ £(0)=0; f5)= —2+45-1=0

f cumple las hipétesis del teorema de Rolle. Este dice que si f es una funcién continua en [a, 4],

derivable en (4, 6) y tal que f(a) = f(b), existeun c€ (a, b) tal que f'(c) = 0.

Buscamos el punto donde se cumple el teorema:

—ix+%x2 O0<x<2

fx) = 2
2+4yx—-1 2<x<5

+x 0<x<2

f')=
2

([

1

2<x<5

2

-1

—%+x:0 - ng

En x= %, se verifica que f’(%) =0.
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11 Dadala funcién f(x) = x*—2%+ 1:

a) Prueba que existe algiin o € (1, 2) tal que f'(o) = 0.

b) ;Podemos asegurar que existe un 3 € (1, 3) tal que f(f3) = 102

¢) Escribe la ecuacién de la recta tangente a f en el punto de abscisa 2.

a) Calculamos primero la derivada de g(x) = x* tomando logaritmos.
@
gk
f'(x)=x(nx+1)=2%In2

ngx)=xhx — =lhhx+1 = g'(x)=x*(lnx+1)

La funcién f'(x) es continua cuando x> 0. En particular, lo es en el intervalo [1, 2].
F)=1-22<0
f'2)=4>0

Aplicando el teorema de Bolzano a f"(x) deducimos que existe o€ (1,2) tal que f"(o0) = 0.

b) La funcién es continua en el intervalo [1, 3].
f(1)=0
fB)=3"-2°+1=20

Aplicando el teorema de los valores intermedios (de Darboux), la funcién toma todos los valores
comprendidos entre 0 y 20. Luego existe B € (1, 3) tal que f(B) = 10.

ox=2, f(2)=1, f'(2) =4 — Larectatangentees y=1+4(x—2).

12 Justifica si se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcién f(x) = 1 + x| x| en el intervalo
[-1, 1] y; en caso afirmativo, calcula los puntos donde se cumple el teorema.

2 .
£ - {l—x si x<0

l+x? si x20

£ = [‘2" §a<0 = SO)=0 by om0

2x st x>0 = f'(07)=0

Por todo lo anterior, la funcién es continua y derivable en IR. Por tanto, cumple las hipétesis del teorema del valor
medio en el intervalo [-1, 1].

Luego existe c€ (-1, 1) tal que f"(c) = f(ll)__(fl()_l) = 250 =1.

2x=1 > x=-1L

Son los valores donde se cumple el teorema.
2x=1 = x= %

13 Calcula el valor de 2 > 0 para que el valor del 4rea de la region determinada por la paribola
f(&) = —x2 + a? y el eje de abscisas, coincida con la pendiente de la recta tangente a la grifica de

f(x) en x=-a.
La pendiente de la recta tangente en x =—a es:
f'x) =-2x — f'(a) =2a
La pardbola corta al ¢je de abscisasen x=-2 yen x=a.

Por la simetria respecto del eje Y, el drea es:

A
3

A= ZJ,d (x?+ad)dx=2
0




Bloque lIl. Anlisis VANANIAASACHILLERATO

Matematicas |l

Como la pendiente y el drea son iguales:

2a= 43
T3 a:—g (no es un punto que cumpla 2> 0)

a=0 (tampoco es un punto vilido)

Luego a = g

14 Calcula las siguientes integrales:
a) stenxcosx dx

1+sen? x

b x+3 dx
s

)fcos LI
sen x
a) f25€nxc0:x dx =In (1 +sen? x) + k, porque D[1 + sen® x| = 2sen x cos x

1+ sen® x
_J‘iaj,“&

b) .X'+3 dx_ X 1 afx=
f f/l_xz 21— %2 V-
= V1—x*+3arcsenx+k

2
c) = fcos X dx = J‘%smxdx

sen x sen” x

Hacemos el cambio de variable % = cos x — du = —sen x dx — —du = sen x dx

- _flf zdu=f<1 )du Jou— [

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ A, B _ 4.

1
1—42 lwu 1-u 2

1 ( du 1f du 1 1
=L 1 N TR N T
T T s st X L Bl s U R

5 du=u—1I,

u 1—u? 1—u

1
B=L
2

Sustituimos en /:

I=u-1I = u—%ln|1+u|+%|1—u|+/e=cosx—%ln(1+cosx)+%/n(1—co:x)+/e

15 Sea f la funcién definida por la expresion:

f(x):% para x=20 y x=1

y sea F(x) la primitiva de f(x) cuya grifica pasa por el punto P (2, /n 2).
a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grifica de F(x) en el punto P.
b) Determina la funcién F(x).

2) Como F'() = f() = X +L_
x“(x—1)

FQ)-f@->

La ecuacién de la recta tangente es: y=/n 2+ bl (x—2)

4
o]
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b) Fe) - [t

x“(x—1)
Descomponemos en fracciones simples:
2
el A B, C_ 41, B--1,C=2
(-1 * x> x-1

Por tanto,

F(x)zf_L_LJr 2 dx=_1n|x|+l+2ln|x—1|+k
X 2 x X

x -1

FQ)=ln2 — —ln2+ %+k=ln2 N k=21n2—%

La funcién es: F(x) = —ln x + Liom (c=1)+2n2- %
x

16 Calcula el drea limitada por la curva y = x3 — 3x ylarecta y=x.
Hallamos las abscisas de los puntos de corte:
= X —3x
y=x

— x=-2, x=0, x=2

Calculamos la funcién diferencia 4 (x) = x° — 3x — x = x° — 4x

4
G = f(x3_4x)dx=%_zx2
G(2)=—4, G(0)=0, G(2) =4
f_i(x3_4x)dx=c;(0)_c;(_z)=4
foz(x3_4x)4x=G(z)_G(0)=_4

Area=4 +4=8u?

17 Halla el 4rea del recinto limitado por los ejes X e Y y la siguiente funcién:

f@ =21

x“+1
Calculamos los puntos de corte con el eje X:

f)=0 > x*-1=0 - x=1
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El problema consiste en calcular el drea comprendida entre el eje X y la funcién desde x =0 hasta

x=1.
3
G(x):fxz—_ldx
x“+1
3
x =1 x+1
2 ., XT3
x“+1 x“+1
G(x):fx— x+1 dx:fxdx—f X dx—f 1 dx:x—z—l/n(x2+1)—ﬂrctgx
x4l x4l x4l 22
1
1.3 2
x =1 X 1 2 1 1 T
J;) 211 dx = 7—5172(36 +1)—arctg x 0=§—§ln2—z
Area = ln22—1+% u?





