Generador de examenes 2.° Bachillerato-Bloque 1. Algebra

1.
Enunciado
Dado el sistema de ecuaciones lineales:
-AX+ y+z=1
X+Ay+z=2
X+ y+z=1

a) Clasifica el sistema segun los valores del parametro A
b) Resuelve el sistema paral =0

Solucion:

a) Sean las matrices de los coeficientes y la ampliada:
-4 11 -4 1 1|1

C=|1 2 1|,A=|1 1 1|2
A 11 A 111

ICl= -V +A+1-V +1-1=221 421 = -2 +21=0 = 1=0, 1=1
Para todo valor A= 0, 4 # 1 = R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

01 1|1
0 1 1|1
Para A=0=> R|1 0 1|2|=R
1 0 1|2
0111

R(C) = R(A) = 2 < 3 = nimero de incognitas = Sistema compatible indeterminado.
Para 4 =1

-1 11]1 -11 11 -1 11 |1
R[1 1 1|2\1+22=R| 0 2 2 3 =Rl 0 2 2 |3
1 1 11)1%+38 0 2 2 2)-28+32 0 0 0 K1

R(C) =2 = R(A) = 3 = Sistema incompatible.

b) Eselcasoenque A =0, pasando de la Gltima matriz al sistema se obtiene:
y+z=1

x+z=2} y=1-z ; x=2-z

En paramétricas: x=2—-A4,y=1-1,z=4, 1€ R

2.
Enunciado
a+l 2 a+1

Se considera lamatrizA=| 0 a-1 1-a
1 1 a

a) Obtén los valores del nimero real a para los que A tiene matriz inversa.
b) Halla, si es posible, la matriz inversa de Aenel casoa=0
Solucioén:

a) A posee inversa <> |A[#0

a+l 2 a+
0 a-1 l-a/=a’-3a+2=0=a=-2,a=1
1 1 a

Por tanto A posee matriz inversasia#—-2ya#1
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1 2 1
b) Paraa=0,0 -1 1{=2
1 1 0
2113
1 2 -+ 2 2 2
Atzlo -1 1| |+ 1 _1
2 2 2
1 i1 1
2 2 2
3.
Enunciado

Considera el sistema de ecuaciones lineales:
X+2y+mz=m-1
X+(M+)y+(2m+)z=m ,meR
X—2y+z=2

Estudia para los distintos valores del pardmetro m y resuélvelo cuando sea compatible (calcula
todas sus soluciones.)

Solucion:

Discusion:
1 2 m 1 2 m

C=| 1 m+1 2m+1|=[C|=|1 m+1 2m+l=m’-1=m’-1=0=
-1 -2 1 -1 -2 1

m=1m=-1
1 2 m m-1
A=|1 m+1 2m+1 m
-1 -2 1 2
a) Param=-1 m=1 = R(C) = R(A) = n° de incédgnitas = 3, sistema compatible
determinado.

b) Param=-1, se estudiamos los rangos de la matriz de los coeficientes C y de la ampliada A
1 2 -11-2 1 2 -1|-2
R(A)=Rl[ 1 0 -1 |-1|22-12=R/0 -2 0 |-1
-1 -2 1 |2 )3F+12 0O 0 O0J]O
R(C) =2 =R(A) = 2 < 3, sistema compatible indeterminado.

X—2=-3
] ] X+2y—2=-2
El sistema equivalente es = 1
2
La solucion implicitaesx—z=3,y =1/2
X=3+1

La solucion paramétricaes ¢y = > AeR
=41
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¢) Param =1, se estudian los rangos de la matriz de los coeficientes C y de la ampliada A
1 2 110 1 2 1|0 1 2 1|0

R(A)=R| 1 2 3|1|22-12=R{0 0 2|1 =R/0 0 2|1
-1 -2 1|2)3#+28 0 0 4| 3)32-2:22 0 0 01
R(C) =2 # R(A) = 3, sistema incompatible.

4.

Enunciado

Si B es una matriz cuadrada de dimensién 3 x 3 cuyo determinante vale 4, calcula el
determinante de 5B y el de B?

Solucioén:

Determinante de 5B:

Multiplicar una matriz por un nimero supone multiplicar todos los elementos de la matriz por
dicho namero.

Si multiplicamos una fila (0 columna) de una matriz por un nimero k, el determinante se
multiplica también por ese nimero.

Utilizando las dos afirmaciones anteriores, en nuestro caso, multiplicar por 5 la matriz implica
multiplicar las 3 filas de la matriz B por 5, por tanto, su determinante se multiplicara tres veces
(una vez por cada una de las filas) por 5:

5-B|=5°|B|=125-4 =500
Determinante de B*:
Sabemos que |A- B| =|A|-|B|, por tanto, como B = B - B, tenemos:

\BZ\:|B-B|=|B|-|B|=4-4:16

5.
Enunciado
. 4 5 01 .
Dadas las matrices: A= y B= , se pide:
-3 -4 10

. L 2X+3Y =A
a) Resuelve el sistema matricial
X +Y=B

b) Encuentra una férmula general para B" , donde ne N . (Indicacion: Calcula las primeras
potencias de la matriz B)

Solucioén:

a) Resolvemos el sistema por reduccion:

2X+3Y=A: 2X +3Y =A :YzA—ZB
X +Y=B —2X -2Y =-2B X=3B-A
Sustituyendo:

01 4 5 -4 -2 4 5 01 4 3
10 -3 4 6 4 -3 4 10 -5 -4
b) B’ :(0 1)(0 1J =(1 (D =1 siendo | = Matriz identidad de orden 2.

1 0)\1 0) \O

Como B2 = | = B es una matriz ciclica de orden 2, por tanto las potencias pares dan de
resultado la matriz identidad I, «, y las potencias impares la matriz B

Seguimos calculando las potencias: B*=B*-B=1-B=B
B" - B sinesimpar
| sinespar

donde ne N
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6.

Enunciado

Dado el sistema:
AX +Az2=2
X+Ay—-z=1
X+3y+z2=21

Se pide:
a) Discute el sistema segun los valores del parametro A
b) Resuelve el sistema para i =1

Solucion:
a) Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes C
A 0 A

1 2 -1=61=[C|=0=21=0

1 3 1

Si A # 0 rango de C =rango A =3 = Sistema compatible determinado.
Si A =0, se obtiene rango C = 2 # rango A = 3 = sistema incompatible.

X +2=2
b) SiA =1elsistema quedaria: <X+ Y —2z =1 cuya solucion se puede calcular por Cramer:

X+3y+z2=2
2 0 1 1 2 1 1 0 2
1 1 - 1 1 -1 1 1 1
2 3 1| 3 1 2 1 1 3 2| 1
X = =— y= =0 = ==
1 0 1 2 1 0 1 1 0 1| 2
1 1 - 1 1 -1 1 1 -
1 3 1 1 3 1 1 3 1
7.
Enunciado
Dadas las matrices cuadradas
1 00 2 1 1
I={0 1 O A=| 2 3 2
0 0 1 -3 -3 -2
se pide:

a) Calcula las matrices (A—1)?y A(A-21)

b) Justifica razonadamente que

b.1) Existen las matrices inversas de las matrices Ay A — 21

b.2) No existe matriz inversa de la matriz A -1

¢) Determina el valor del parametro real A para el que se verifica A* = A(A-2I)
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Solucion:
a) Célculo de las matrices:
1 1 1 1 1 1)1 1 1 00O
A-l=|2 2 2|=(A-1P=|2 2 2|2 2 2/=[000
-3 -3 -3 -3 -3 -3){-3 -3 -3 0 0O
2 1 13)yo 1 1 -1 0 O
AA-21)=| 2 3 2|2 1 2|=/0 -1 0 |=-I
-3 -3 -2){-3 -3 -4 0 0 -1
b) Razonamientos:
b.1) Existencia de las matrices inversas:
2 1 1
det(A)=|2 3 2|=-12-6-6+9+12+4=1%0=Aesregulary tiene inversa.
-3 -3 -2
0 1 1
det(A-21)=|2 1 2|=-6-6+3+8=-1#0= A-2lesregulary tiene inversa.
-3 -3 -4

b.2) No existe matriz inversa ya que dicha matriz tiene todas sus filas iguales y por tanto su
determinante es nulo e indica que dicha matriz es singular.

¢) Determinacidn del valor del parametro real A

En primer lugar calculamos la matriz inversa de A:

0 -1 -1 0 -1 -1 0o 1 1

At=l-2 -1 —2|:|-2 -1 =2|=42 1 2 |=i1=-1
3 3 4 3 3 4 -3 -3 -4

8.

Enunciado

x 1 10
Calcula las matrices de la forma X =( Oj gue cumplen la ecuacion X - X' :(0 J,
y

donde X' es la matriz traspuesta de X

Solucion:
wi_[X V). X 1) (x y)_[x*+1 xy
10) y 0)(1 0 xy y?
x?+1=1
Resolviendo el sistema < xy =0
y* =1

Obtendriamos dos pares de solucionesx=0,y=-1ex=0,y=1

. 0 1 01
Por lo tanto las matrices pueden ser X = 0 X =
-1 0 10

9.

Enunciado

a) Sean C;, C,, C3 las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz
cuadrada M de orden 3, con det(M) = 4. Calcula, enunciando las propiedades de determinantes
que utilices, el determinante de la matriz cuyas columnas primera, segunda y tercera son,
respectivamente, — C,, 2C; — C3, C, + C;
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a 0o0

b) Dada la matriz A=|b 1 0/, calcula todos los valores de a y b para los que A = A"
0 01

siendo A' la matriz traspuesta de A

Solucion:
a) Utilizamos las propiedades de los determinantes para obtener el valor del segundo en funcién
del primero:

(1) Multilinealidad ~ (2) Este determinante es nulo

|-Cc, 2¢,-C; C,+Cy] = |-C, 2C,-C, C,}+]-C, 2C,-C, C;|=
(1) Multilinealidad (2) Este determinante es nulo (1) Multilinealidad (3) Permutar columnas
= |-C, 2C, C4- |-C, C; G = -2C, C, G =

=2C, C, C4=2-4=8
Enunciamos las propiedades empleadas:
(1) — Multilinealidad: (lo ejemplificamos para columnas y matrices de orden 3)
(a) Si una fila o columna es la suma de otras dos, el determinante puede descomponerse de la
SigUiente forma: |C1a + Clb , C2 , C3| = |Cla , Cz , C3| + |Clb , Cz , C3|
(b) Si una fila o columna esta multiplicada por un nimero verifica:
|k Cy,Cy,Csl=k-|Cy, Ca, Cs

(2) — El determinante de una matriz con dos filas (o columnas) iguales, proporcionales, o donde
una fila (o columna) es combinacion lineal de otras, es cero.
(3) — Si permutamos dos filas (o columnas) entre si, el determinante cambia de signo.

b) Calculamos A'y A™*

ab o 1/a 0 O
Matriz traspuesta: A'=| 0 1 0|; A*=|-b/a 1 0
0 01 0 01
ab o0 1/a 0 O
Calculemos los valores de a'y b mediante laigualdad: [0 1 O|=|-b/a 1 O
0 01 0 01

Obtenemos las ecuaciones: a=1/a,b=0,-b/a=0
Los valores de a 'y b que verifican laigualdad son:a=1,b=0ya=-1,b=0

10.

Enunciado

Demuestra, sin utilizar la regla de Sarrus y sin desarrollar directamente por una fila y/o
X X+1 x+2

columna, que |[x x+3 x+4/=0
X X+5 X+6

Indica en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los determinantes se esta utilizando.
Solucion:

X X+1 x+2 [x x+1 1 x+1
X X+3 X+4/=[x x+3 =Xl x+3 =0
X X+5 Xx+6| [x x+5 1 x+5

Utilizamos las propiedades:

a) En un determinante se puede sumar a una fila o columna otra multiplicada por un namero.
Hacemos C3=C3-C,

b) Si un ndmero multiplica a una fila o columna el determinante queda multiplicado por dicho
namero.
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¢) Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales el determinante es nulo.

11.
Enunciado
Se considera el sistema de ecuaciones lineales:
X+2y+3z=-1
S=<2X+5y+4z=-2
2

X+3y+m“z=m

a) Discute su compatibilidad en funcién del parametro m
b) Resuelve el sistema para m=0

Solucioén:
a) La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada son:
12 3 12 3| -1
Cm)={2 5 4 |, Am)=|2 5 4| -2
1 3 m? 1 3 m?| m

[C(m) =5m? +8+18—(15+4m? +12)=m® -1; m® ~1=0=m = +1

Si m#-1,m=1, R(C)=R(A)=3= nimero de incognitas.

El sistema es compatible determinado.

Estudio para m =-1 se obtiene rango(C) = 2 = rango(A) = Sistema compatible indeterminado.
Estudio para m =1se obtiene rango(C) = 2 = rango(A) = 3= Sistema incompatible

X+2y+3z=-1
b) Si m=0, el sistema queda S =<2x+5y+4z=-2 Yy es compatible determinado como se ha
x+3y=0
visto en el apartado anterior.
Utilizando la regla de Cramer:
1 2 3 1 -1 3 1 2 -1
-2 5 4 2 -2 4 2 5 -2
0 30 1 0 O 13 0
X= =6 , y= =2, 7= =-1
1 2 3 2 3 1 2 3
2 5 4 5 4 2 5 4
1 30 1 30 1 30

Lasoluciénes: x=6,y=-2,z=-1

12.
Enunciado

X+(k+1)y+2z=-1
Dado el sistema de ecuaciones lineales: <kx+y+z =k
(k-D)x—-2y-z=k+1
se pide:
a) Discute segun los distintos valores del parametro k
b) Resuelve cuando tenga infinitas soluciones.
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Solucioén:
a) Sean las matrices de los coeficientes y la ampliada:
1 k+1 2 1 k+1 2 | -1
C=| k 1 1 [,A=| Kk 1 1 k
k-1 -2 -1 k-1 -2 -1 |k+1

IC|=2k* -5k +2=2k’-5k+2=0=k=2k=1/2
Para todo valor k # 2, k # 1/2 = R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas = Sistema
compatible determinado.

1 3 2 |-1 1 3 2|-1
1 3 2 |-1
Parak=2=R|2 1 1 |2 |2:12-22=R|0 5 3 |-4|=R
0 5 31-4
1 -2 -113)12-3 0 5 3I1-4
R(C) = R(A) = 2 = Sistema compatible indeterminado.
Parak = 1/2
1 3/2 2| -1)\2-18 2 3 4 |-2
R| 1/2 1 111/2|2-22=R| 1 2 2 1 |2-23-1% =
-1/2 -2 -1/|3/2)2-32 -1 -4 -2 3 )13+2-38
2 3 4|-2 2 3 41-2
=R|0 1 0| 4 =R|[0 1 0|4

0 -5 0] 4 )52.22+32 0 0 0|24
R(C) =2 % R(A) = 3 = Sistema incompatible.

b) Es el caso en que k = 2, pasando de la Gltima matriz al sistema se obtiene:

X+3y+2z=-1 -
Y _4-37 mx=122
S5y+3z=-4 y= 5
En paramétricas:
X = 7_/1,y= _4_3/1,z=/1,/leR
5 5
13.
Enunciado
Resuelve por el método de Gauss y discute el siguiente sistema:
X+ Yy =1
2y+ z=0
X+3y+2z2=3
Solucion
X +Yy =1 X +Yy =1 X +Yy =1 X=2
2y+ z2=0 = 2y+ z=0 = 2y+ z=0;=>y=-1
X+3y+2z=3|32-12 2y +2z=2)32-22 z2=2 z2=2

Lasoluciones: x=2,y=-1,2=2
El sistema es heterogéneo compatible determinado.
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14.
Enunciado
Resuelve por el método de Gauss e interpreta graficamente el siguiente sistema:

X— y+ 2=2

2X— y+32=8
3X—-2y+4z=7
Solucién
X— y+z2= 2 X— y+2=2 X— y+2=2
2X —y+3z=8;22-2-1"> y+z=4 = y+z=5
3Xx-2y+4z=7| 3-3-1° y+z=1|23-32 0=3

Se llega a una contradiccion. No tiene solucidn. El sistema es heterogéneo incompatible.
Interpretacion gréfica
Los tres planos no tienen ningun punto en comun. Forman una superficie prismética

7
/
/
/
/
/
/
/
/
i

15.

Enunciado

Un tren transporta 470 viajeros y la recaudacion del importe de sus billetes asciende a 4250 €.
Calcula cuéntos viajeros han pagado el importe total del billete, que asciende a 10 €; cuantos
han pagado el 80% del billete y, cuantos han pagado el 50%, sabiendo que el numero de
viajeros que han pagado el 50% es la mitad del nimero de viajeros que pagaron el 80%
Solucion

a) Entérate: incognitas, datos y preguntas

Viajeros que pagan el 100%: x

Viajeros que pagan el 80%: y

Viajeros que pagan el 50%: z

b) Manos a la obra

X+y+2=470

10x+8y+5z=4250; = x =320,y =100,z =50

z=y/2

¢) Solucién

320 viajeros pagan el 100% del billete.
100 viajeros pagan el 80% del billete.
50 viajeros pagan el 50% del billete.

16.

Enunciado

Un cliente de un supermercado ha pagado un total de 156 € por 24 litros de leche, 6 kg de jamén
serrano y 12 litros de aceite de oliva.

Plantea un sistema de ecuaciones para calcular el precio unitario de cada articulo, sabiendo que
un litro de aceite cuesta el triple de un litro de leche y que un kilo de jamdn cuesta igual que
cuatro litros de aceite mas cuatro litros de leche.

Solucién

a) Entérate: incdgnitas, datos y preguntas

Precio del litro de leche: x

Precio del kilo de jamén: y

Precio del litro de aceite: z
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b) Manos a la obra

24x+6Yy+12z =156

z=3X =x=1,y=16,z=3
y =4z7+4x

c) Solucion

Precio del litro de leche es 1 €

Precio del kilogramo de jamén es 16 €
Precio del litro de aceite es 3 €

17.
Enunciado
Dadas las siguientes matrices:

we(s ol res(c

Calcula A - Cy B - C. Del resultado obtenido ¢qué propiedad muy elemental se ha probado que

no se verifica?
38 -19 38 -19
A-C= B-C=
54 -27 54 -27

Solucion
No se verifica la propiedad de simplificar. SiA- C =B C no se deduce que A=B

18.
Enunciado
Resuelve el sistema de ecuaciones matriciales:

9 -7 7
3A-B=
(20 3 —10J

9 -2 20
6A+B =
25 -3 -8
Solucion
Sumando las dos ecuaciones se Se le resta a la 22 el doble de la 1% es decir:
obtiene A 28— 2 . 1%y se obtiene B
18 -9 27 -9 12 6
9A = 3B =
45 0 -18 -15 -9 12
2 -1 3 -2 4 2
A= B=
[5 0 —ZJ [—5 -3 4}
19.
Enunciado
Sea la matriz:
1 00
A=|1 1 0
010

Halla la expresion de A*
Solucién
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1 0 0)(1 00 100
A2=110J110]=210J
010/l010 110
1 0 0Y(1 00 100
A3=A2A=21O{1102[310
1 10J/l0o10 2 10
Por recurrencia se obtiene
1
A= k J
k-1 1 0
20.
Enunciado

Tres supermercados, A, B 'y C, se distribuyen los clientes de una ciudad. Inicialmente, A tiene la
mitad de la cuota de mercado, B y C un cuarto cada una. Como consecuencia de una campafia
publicitaria, un mes después se constata que:

El supermercado A conserva el 80% de sus clientes, gana el 10% de los de B y el 2% de los de C
El supermercado B conserva el 70% de sus clientes, gana el 14% de los de Ay el 8% de los de C
El supermercado C conserva el 90% de sus clientes, gana el 6% de los de Ay el 20% de los de B
a) Escribe matricialmente los cambios producidos en los porcentajes y la cuota de mercado.
¢Qué propiedad tiene la matriz de los cambios producidos en los porcentajes?

b) Usa la matriz obtenida para calcular la cuota de mercado que tiene cada supermercado
después de la campafia.

c) Al mes siguiente vuelven a realizar otra campafia publicitaria y obtienen los mismos
resultados. Calcula la cuota de mercado que tiene cada supermercado después de la segunda
campana.

d) Qué supermercado es el méas beneficiado con la campafia de publicidad.

e) Qué supermercado es el mas perjudicado con la campafia de publicidad.

Solucion

a)
A B C
A (80 10 2 /2
M=g |14 70 g |YNT|¥4
C (6 20 9 /4

La matriz de los cambios producidos en los porcentajes tiene la propiedad de que la suma de
cada columna es 100, que es como se distribuye su porcentaje.

b

)80 10 2)\(1/2 43

14 70 8 ||1/4]|=|265

6 20 90)\1/4 30,5

c)
80 10 2)(043 37,66
14 70 8 ||0,265| =|27,01
6 20 90)|0,305 35,33

d) EI mas beneficiado es C que ha subido de un 25% a un 35,33%
e) El més perjudicado es A que ha bajado de un 50% a un 37,66%
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21.
Enunciado
Sabiendo que:
a b c
d e f|=2
g h i
Calcula el siguiente determinante y enuncia las propiedades que utilices:
a+2b ¢ b
d+2 f e
g+2h i h

Solucién

a+2b ¢ b a c b 2b ¢ b a b c 2b ¢ b

d+2 f e/=|d f e/ +|2e f e =-|d e f|+|2 f e =-2+0=-2
g+2h i h g i hl |2h i h g h i| (2h i h

En el 1.* paso hemos descompuesto el determinante en la suma de otros dos que tienen la 2.2y
3.2columna iguales y la suma de las dos primeras columnas coincide con la 1.2 columna inicial.
En el 2.° paso hemos cambiado en el 1. determinante la 2.2 columna con la 3.2 y por tanto el

determinante cambia de signo y el 2.° determinante es cero porque la 1.2 columna es el doble de
la3.2

22.
Enunciado
Considera la matriz:
a b c
A=|2a -b 3c
3a -9 4c
donde a, b y ¢ son no nulos. Calcula el rango de A
Solucién
a b c
2a —b 3c| =9abc
3a -9 4c

Como a, by ¢ son no nulos |A| # 0, por tanto rango(A) = 3

23.
Enunciado
Halla todas las matrices X que permutan con A, es decir, tales que XA = AX, siendo A la matriz:

11
A=
o 1
Solucion
SeaX:(a bJ
c d
a b)(1 1
XA =
(c dj{o 1}
1 1\(a b
AX =
(O 1}(0 dj

a a+b
c c+d

a+c b+d
c d
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a=a+c N
b cualquier nimero
a+b=b+d a b
= ¢=0 =X=
c=cC 0 a
d=a
c+d=d
24.
Enunciado
a) Determina para qué valores de x no existe la inversa de A siguiente:
1 0 -1
A=|0 x 3
4 1 —x
b) Calcula la inversa de A cuando x = 2
Solucién
a) No existira la inversa cuando el determinante sea cero.
1 0 -1
0 x 3|=-x*+4x-3=>x*+4x-3=0=x=3,x=1
4 1 —-x

La matriz A no tiene inversa parax =3,y parax=1

b) Parax =2

1 0 -1 -7 -1 2
A=|0 2 3 |=>A'=|12 2 -3

4 1 -2 -8 -1 2
25.
Enunciado
Resuelve si es posible el siguiente sistema por la regla de Cramer:
Xx-3y+ z=1
3X+2y—- =5
X+ y+2z=5
Solucién

1 -3 1
Como|C|=1|3 2 1] =27 =0,elsistema es de Cramer.
1 1 2

1 -3 1 11 1 1 -3 1

5 2 -1 3 5 -1 3 2 5
x=5 1 2 =£—§;y= 15 2 =E=g’2= 1 1 5=§_£

27 27 3 27 27 3 27 27 3

26.
Enunciado
Resuelve matricialmente el siguiente sistema:
X+2y— z=0
2X+5y =4

X+3y+2z=5
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Solucion
Se escribe el sistema en forma matricial:
CX=B=X=C"'B
1 2 -1)(x 0
2 5 0f|ly|=|4
5

1 3 2)\z
Se calcula la matriz inversa de los coeficientes:
12 -1\" (10 -7 5
C*'=1]25 0| =|-4 3 -2
1 3 2 1 -1 1
Se tiene:
X 10 -7 5)\(0 -
yl=|-4 3 =-2||4|=| 2
z 1 -1 1)\5 1

Lasoluciones: x=-3,y=2,z=1

27.
Enunciado
Dado el siguiente sistema:
2X+y+ z=a
ax+y+ z=1
2x+y+az=1
a) Estudia la compatibilidad del siguiente sistema, en funcion del valor de a
b) Resuélvelo en los casos en que sea compatible indeterminado.
Solucion
a)|C|=-a’+3a-2
a’-3a+2=0=a=1a=2
Para todo valor de a= 1y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incdgnitas y, por lo tanto, el sistema es compatible determinado.

= Paraa=1setiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incdgnitas y, por lo tanto el sistema es compatible indeterminado.

= Paraa=2setiene:
R(C) =2 <R(A) =3y, por lo tanto el sistema es incompatible.

b) Para a = 1 la solucién del sistema es:

x=0,y=1-z
La solucion en ecuaciones paramétricas es:
x=0

y=1-4:coni eR
=41
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28.
Enunciado
Discute, segun los valores del parametro k, el siguiente sistema:

X+y—2=2

kx+y+z=1

X—y+3z=-3

4x+2y =k

Solucién

Como hay una ecuacion mas que incognitas, se estudia el determinante de la matriz ampliada.
|A| = - 2k? + 12k — 18

2k~ 12k +18=0=k* -6k +9=0

k=3

Para todo valor de k = 3 se verifica que:

R(C) < R(A) =4y, por lo tanto, el sistema es incompatible.

= Parak = 3 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < numero de incdgnitas y, por lo tanto, el sistema es compatible indeterminado.

29.
Enunciado
a) Resuelve el sistema de ecuaciones:
X +y—-3z=0
2x+3y —z=5

b) Halla la solucion del sistema anterior tal que la suma de los valores correspondientes a cada
una de las tres incognitas sea igual a 4

Solucién:
a)
X=-5+8t
Sustituyendo la 2.2 ecuacién por : 2.2—2 - 1.2 se obtienen la solucion: {y=5-5t ;teR
z=t
X +y-32=0
b) Queda el siguiente sistema que se resuelve por Gauss: 2x+3y —z=5
X+y +z=4

Solucion: x=3,y=0,z=1

30.

Enunciado

En una excavacion arqueoldgica se han encontrado sortijas, monedas y pendientes. Una sortija,
una moneda y un pendiente pesan conjuntamente 30 gramos. Ademas, 4 sortijas, 3 monedas y 2
pendientes han dado un peso total de 90 gramos. El peso de un objeto deformado e irreconocible
es de 18 gramos. Determina si el mencionado objeto es una sortija, una moneda o un pendiente,
sabiendo que los objetos que son del mismo tipo pesan lo mismo.

Solucioén:

Peso de la sortija: x

Peso de la moneda: y

Peso de los pendientes: z

X +y+ z=30
4x+3y+22=90
Resolviendo el sistema se obtiene la solucion: x =t;y =30 -2t; z=t
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El objeto no puede ser ni sortija ni pendiente ya que éstos pesan lo mismo y los dos juntos
pesarian 36 g que contradice la 1.2 ecuacién. Luego debe ser una moneda. Se tiene:
30-2t=18=>t=6=>x=6,y=18,2=6

Con lo que se tiene que la sortija pesa 6 g, la moneda, 18 g y los pendientes, 6 g

31.

Enunciado

La liga de fatbol de un cierto pais la juegan 21 equipos a doble vuelta. Este afio, los partidos
ganados valian 3 puntos, los empatados 1 punto y los perdidos 0 puntos. En estas condiciones,
el equipo campeon de liga obtuvo 70 puntos. Hasta el afio pasado los partidos ganados valian 2
puntos y el resto igual. Con el sistema antiguo, el actual campedn hubiera obtenido 50 puntos.
¢ Cuantos partidos gand, empatd y perdio el equipo campedn?

Solucion:

N.° de partidos ganados: x

N.° de partidos empatados: y

N.° de partidos perdidos: z

X +y+z=40
3x+y =70, >x=20,y=10,z=10
2X+Y =50

El nimero de partidos ganados es 20, el de empatados, 10 y perdidos, 10

32.

Enunciado

A, By C son tres ciudades que forman un tridngulo de manera que entre cada dos de ellas hay
una carretera recta que las une. Se sabe que si se va de a A a B dando la vuelta por C se hace un
recorrido tres veces mayor que si se va directamente de a A a B. Asimismo si parairde AaC se
da la vuelta por B el recorrido es el doble que si se va directamente de a A a C. Calcula las
distancias entre las tres ciudades sabiendo que la suma de las tres distancias es igual a 120
kilometros.

Solucion:

Distancia AB: x

Distancia BC: y

Distancia AC: z

y+2z=3X
X+Yy =22y =>x=30,y=50,z=40
X+y+2z=120

La distanciade AaBesde 30 km,lade BaC,50 kmy ladeAaC, 40 km

33.

Enunciado

Resuelve el siguiente sistema:

33X -2y +z=1
X—4y-2z=0
X—6y—-5z=-1

Solucion:

Resolviendo por Gauss se obtiene: x =0,y = —

N
N
I
N |-
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34.
Enunciado
Resuelve el siguiente sistema:

X+2y—-z=1
X +y-z=1
X -z=1
Solucioén:
X=1+1
Resolviendo por Gauss se obtiene: 1y=0 ;teR
z=t1

35.

Enunciado

Da un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas que sea incompatible.
Interprétalo geométricamente.

Solucién:

El siguiente sistema es incompatible. Son dos planos paralelos (la 12 y la 22 ecuacién) y otro
secante.

X+y—-2z=-1
3x+3y—-6z=7
x-3y-z =1
36.
Enunciado
Resuelve el siguiente sistema:
y—-Xx=12
X—2=Y
y+z=X
Solucion:
X—y+z=0
Resolviendo por Gauss se obtiene: x—y-z=0; =>x=t,y=t,z=0;teR
X—y-2=0
37.
Enunciado

Da un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas que sea compatible
indeterminado. Interprétalo geométricamente

Solucioén:

El siguiente sistema es compatible indeterminado. Las tres ecuaciones representan el mismo
plano.

X +3y —z=1
2X +6y—-2z=2
5X+15y-5z=5
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38.
Enunciado
En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican
poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

¢ Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura.

e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura.

e Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura.
Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo
de alimento, ¢qué porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para
obtener la proporcion deseada?

Solucioén:

Migato | Catomeal | Comecat
Tanto por uno X y z
Carne 600x 300y 200z
Pescado 300x 400y 600z
Verdura 100x 300y 200z

600x+300y +200z =470

300x +400y +600z =370, = x=0,62;y=0,22;,z=0,16

100x + 300y + 200z =160

De Migato se debe poner el 62%, de Catomeal el 22% y de Comecat el 16%

39.
Enunciado

. 11
Dada la matriz A = (0 Oj calcula;

M=A+A%+... + Al

Solucion:
) 11 11 11 :
A=A A= . = = todas las potencias de A son A
00 00 00
11 10 10
M=A+A*+... + A®=10A =10 =
00 0 0
40.
Enunciado
. 00
Dada la matriz A = 0 1 calcula:
M=A+A%+ ...+ A
Solucién:
) 00 00 00 .
A=A-A= . = = todas las potencias de A son A
01 01 01

_ 2 10 _ _ 0 0y (0 O
M=A+A"+.---+A"=10A=10 =
01 0 10
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41.
Enunciado
Resuelve el siguiente sistema matricial:

4 8
2A+3B =

7 11

10 1
5A-2B=

8 18

Solucion:
Se resuelve por reduccion:

a) Se multiplica la 1.2 ecuacion por 2y la2® b) Se multiplica la 1% ecuacién por 5 y la 22

por 3y se suman: por —2 y se suman:
8 16 20 40
4A+6B = 10A+15B =
14 22 35 55
30 3 -20 -2
15A-6B = -10A+4B =
24 54 -16 -36
38 19 2 1 0 38 0 2
19A = = A= 19B = = B=
38 76 2 4 19 19 11
42.
Enunciado

Si Ay B son dos matrices cuadradas cualesquiera, es cierto que:
(A+B)*=A?+B*+ 2AB
Solucion:
No, porque el producto de matrices no siempre es conmutativo, solo se cumple si AB = BA
Contraejemplo:

10 11 , (4 2 s s 4 3
A= , B= = (A+B) = y A“+B“+2AB =
00 00 00 00

43.

Enunciado

Si A es una matriz cuadrada cualquiera, es cierto que:
(A+1)(A-1)=A* -]

Solucion:

Si, por la siguiente justificacion:
A+D)A-1) =A-Al+IA-FP=A?—A+A-1=A*—|

44,

Enunciado

Sean A, B y C tres matrices tales que el producto A - B - C es una matriz 3 x 2 y el producto A -
C' es una matriz cuadrada, siendo C' la traspuesta de C. Calcula, razonando la respuesta, las
dimensionesde A,By C

Solucion:

Para que se pueda multiplicar las dimensiones de las matrices tiene que ser: Az, n, Bnxm» Cmx2
Asin (Crnx2)'=Asyn - Clowm=Dsym, luego n =2y como D tiene que ser cuadrada m = 3

Las dimensiones de las matrices son: A2, Bo«3, C3x»



Generador de examenes 2.° Bachillerato-Bloque 1. Algebra

45,

Enunciado

Demuestra que toda matriz cuadrada de dimension 3 se puede escribir como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica.

Solucioén:
b+d c+g 0 b-d c¢-g¢g
a b c 2 2 2 2
d e f:b+d o f+h+_b—d 0 f-h
2 2 2
g h i c+g f+h ¢c-g _f-h
2 2 2 2
46.
Enunciado
Considera las matrices:
10 10
1 01
Az( J,B:OlyC=0 2
01 2
00 10

Calcula A - B; A - C, A'- B'y C'- A' siendo A', B'y C' las matrices traspuestas de A, B 'y C,
respectivamente.

Solucion:
100
10 2 0 ¢ ot ¢ o4 (22
A-B= =1, A-C= ,A-B'=|0 1 0|,C-A =
01 2 2 0 2
120
47.
Enunciado
Dada la siguiente matriz A
0 3 4
A=|1 -4 -5
-1 3 4

a) Calcula A%, A% A?
b) Calcula A%*?

Solucion:
a) Hallamos las potencias:
-1 0 1 -1 0 O 0 -3 -4
A=l1 4 4|;A=0 -1 0[;A"=|-1 4 5
-1 -3 -3 01 0 -1 1 -3 -4

= A es ciclica de periodo 2, dividiendo 183 entre 2 da de resto 1
b) Hallamos las potencias sucesivas para hallar el periodo.

Como A*=-A= A°=-A>= A° =
Se tiene que A es ciclica de periodo 6, dividiendo 2012 entre 6 da de resto 2, por tanto:

-1 0 1
A2012 — A2 — 1 4 4
-1 -3 -3



Generador de examenes 2.° Bachillerato-Bloque 1. Algebra

48.
Enunciado
Dada la siguiente matriz A
1 01
A=/0 1 0
1 01
calcula A*
Solucién:
Lo hacemos por recurrencia, hallamos las primeras potencias y luego lo generalizamos:
2 0 2 4 0 4 8 0 8 2 0 2¢*
A>=|0 1 0|,A’=|0 1 0|,A*=|0 1 O|,A*=| 0 1 O
2 0 2 4 0 4 8 0 8 2t 0 2!
49,
Enunciado
X y z
Sabiendo que el determinante de la matriz A={1 0 1| es 2, calcula los siguientes
1 2 3
determinantes:
3 0 1 1 2 3
a) det(3A) b) det(A™) c)Bx 2y z d) x+2 y+4 z+6
3 4 3 -1 0 -1

Solucion:

a) [3A=3°|A| =27-2=54

b)A-At=I= A A=l = (Al AY =1 \A_l‘:ﬁ:%

c) Dividiendo la 1.2 columna por 3, dividendo la 2.2 columna por 2 e intercambiando la 1.2y 2.2
filas:

3 0 4 |1 0 1 1 01 Xy z
3Xx 2y z/=3x 2y z|=6)x y z/l=-6/1 0 1=-12
3 4 3 1 4 3 1 2 3 1 2 3

d)
1 2 3 1 2 3 1 2 3 x vy z y
X+2 y+4 z+46|28-2-13=|x y z =—x y z=|1 2 3=-1 0 1=-2
-1 0 -1 -1 0 -1-32 1 0 1 1 0 1
50.
Enunciado
2 -1 -3 5
. . 2 -1 a . .
Estudiar el rango de la matriz A= 116 , segun los valores del parametro a
3 1 -4 a

Solucioén:
Se calcula el determinante y se igualaacero: |A|=12-12a=12-12a=0=a=6
Para todo valor de a# 6 = |A| # 0 = R(A) =4
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Paraa =6, R(A) =3

51.
Enunciado

1 2 a
Dada la matriz A= [0 1) encuentra todas las matrices P = [
c

b
djtales que AP = PA

Solucioén:

1 2 a b a b 1 2 a+2c b+2d a 2a+b
AP =PA= : = : = =
0 1 c d c d 0 1 c d c 2c+d

Se tiene que cumplir:

a+2c=a
b+2d=2a+b} =>c=0,a=d
d=2c+d

. a b i .
La matriz P =( J con a'y b nimeros cualesquiera.
a

52.
Enunciado
Dada la matriz
2 1 -a
M=|2a 1 -1
2 a 1

a) Determina el rango de M segun los valores del pardmetro a

b) Determina para qué valores de a existe matriz inversa de M. Calcula dicha matriz inversa
paraa =2

Solucién:

a)M[=-2a°+2a=2a"-2a=0=a=-1,a=0,a=1

Para todos los valoresa#—-1,a#0,a#1,R(M) =3

Paraa=-1,RM)=2

Paraa=0,R(M)=2

Paraa=1,R(M)=2

b) La matriz inversa existe para todos los valoresde a#—-1,a#0,a # 1

1 s 1
4 12 12
Paraa=2,|M|=-12,M'= 1.1 1
2 2 2
111
2 6 6
53.
Enunciado
. 3 1 10
Dadas las matrices A= o=
-8 -3 0 1

a) Comprueba que el det(A?) = (det(A))* y que det(A + 1) = det(A) + det(l)

b) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede asegurar que se cumple que

det(M?) = (det(M))?? Razona la respuesta.

¢) Encuentra todas las matrices cuadradas M, de orden 2, tales que det(M + I) = det(M) + det(l)
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Solucion:

a)Azz(g 1}-(3 1J=(1 Oj:det(A2)=1
-8 -3)|-8 -3 01

Por otra parte:

det(A) = ‘_: j =—1= (det(A))* = 1, luego, det(A?) = (det(A))>
-— 4 —_—
det(A+|)—‘_8 _;‘ =0,

det(A) =-1; det(l) =1 = det(A) + det(l) =—1+1=0
Se verifica que det(A + I) = det(A) + det(l)

b) Como el determinante del producto de dos matrices cuadradas es el producto de sus
determinantes, se tiene: det(M?) = det (M - M) = det(M) - det (M) = (det(M))?

a b a+l b
c)SeaM = =>M+I1=
[c dJ ( c d+1j

a+l b| jla b| 1 0 a bl jla b |1 0 1 O a b
det(M+|): = + = + + + = +a
c d+ c d+ c d+ c d |0 1 |c dl [0 1 c d
+d+1
a b
det(M) + det(l) = ‘ +1
c d

a
+a+d+1= +1=>a+d=0=>a=-d

c

. a
Debe cumplirse:

a b Lo,
M= con a, b y ¢ cualquier nimero real.
c -a

54,

Enunciado

Halla una matriz X tal que:

. 3 1 1 -1
siendo A = ,B=
(—2 —J (2 J

Solucion:
A XA=B= X=ABA!

A XA=B

Se calcula A™?

i 1 1 i 3 1) (1 -1 1 1 9 11
Al=-1=>A"= “X=ABAl= . . -
-2 -3 -2 -1) \2 1) -2 -3) |-6 -7

55.
Enunciado
Resuelve AB' X = — 2C, siendo B' la matriz traspuesta de B y
1 0 3 -13 0 1 4
A= B= yC=
2 -1 0 0 2 -2 0 -
Solucion:

AB'X =-2C
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1 0 3 -1 -6
Si llamamos D = AB' = [ J 3 2= ( 2} = |D|=-28
0

2 -1 0 5 -
-2
1 _3
-1 | 14 14
S
28 28
Multiplicando por la izquierda por la inversa de D en la ecuacidn inicial:
X=-2D"'C
_% 1
s 3
14 2
56.
Enunciado

. 2 1 0O 10 120
Sean las matrices A = ,B= yC=
3 -2 3 -1 2 -1 1 4

a) ¢Tiene A inversa? En caso afirmativo, calculala.

b) Determina la matriz X que cumple que A - X + C - B'= B - B, siendo B' la matriz traspuesta
de B

Solucioén:

-2 -1
a) |JA| = - 7 = La matriz A tiene inversa, A"! = —%( 3 ZJ =

~Njw~ N

b)A-X+C-B'=B-B'=A-X=B-B'-C-B'>
A-X=(B-C)-B'=X=A"*(B-C)-B

-1 -1 0 -1 -2 2 1\(-1 -2
B-C = — (B-C) - B'= ' x = 1 =
4 -2 -2 ~2 10 713 -2J-2 10

1(-4 6
7\ 1 -26

57.
Enunciado
a b c
Sabiendo que |A|=|d e f| =2, calcula, indicando las propiedades que utilices, los siguientes
g h i
determinantes:
c b a a b a-c
a) |-3A|y|ATY by[f e d old e d-—f
2i 2h 2g g h g-i

Solucion:

a) Al multiplicar una matriz por un nimero, se multiplica el nimero por todos los elementos de
la matriz. Si en un determinante se multiplica una linea por un namero, el determinante queda
multiplicado por dicho nimero.

|-3A|==-3(-3)(-3)|A|=-27-2=-54
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Como el determinante de un producto de dos matrices cuadradas es el producto de los
determinantes, se tiene:

A-A‘1=|:>|A-A‘1|=|||:|A|-|A‘1|=1:>\Aﬂ:i:1
A2
c b a c b a a b c
b)|[f e d|=2[f e d|=-2/d e fl=-4
2i 2h 2g 2i 2h 2g g h i

Se han aplicado dos propiedades:

e Si se multiplica una linea de un determinante por un nimero, éste queda multiplicado por
dicho niamero.

¢ Si se intercambian dos lineas paralelas de un determinante, éste cambia de signo.
a b a-c| |a b al |a b c

c)ld e d-f|=d e dl-|d e f|l=-2

g h g-i| jg h g g h i

Se han aplicado dos propiedades:

e Si una linea de un determinante esta formada por dos sumandos, el determinante puede
descomponerse en dos determinantes, cada uno de los cuales tiene un sumando y el resto de
las lineas iguales.

e Siun determinante tiene dos lineas iguales, su valor es cero.

58.

Enunciado

Sea A una matriz 2x2 de columnas C;, C, y determinante 4. Sea B otra matriz 2x2 de
determinante 2. Si C es la matriz de columnas C; + C, y 3C,, calculese el determinante de la
matriz B - C*

Solucién:

Se calcula el determinante de la matriz C:

IC|=|C1+C;, 3C,|=|Cy 3C,|+]|C; 3C,[=1Cy 3C| =3|Cy Cp|=3-4=12

Porotro lado: C - C'=1= [C-C == [C]-[C=1=|CY= ﬁ:%

Setiene: B - C|=|B|- [C"}| =2 1.1
12 6

59.

Enunciado

Despeja la matriz X en funcion de A e I en la ecuacion

(X+AP=X2+ XA+

siendo X y A matrices cuadradas de orden dos, e | la matriz identidad de orden dos.
Solucion:

Se calcula la potencia: (X + A)? = (X + A)(X + A) = X* + XA + AX + A?

La igualdad queda:

X2+ XA+AX + A= X2+ XA+ 1= AX + A= | = AX = | - A?
Si la matriz A tiene inversa:
X=A-A)=AI-ATAZ=A-A
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60.
Enunciado
Se consideran las matrices:
1 2
1 2 m
A= yB=|m 0
1 -1 -
0 2

donde m es un numero real. Encuentra los valores de m para los que A-B tiene inversa.
Solucién:

1 2
1 2 m 1+2m 2+2m
A-B= m 0|=
1 -1 - 1-m 0
0 2
Para que tenga inversa, el determinante debe ser distinto de cero.
|A-B| == (1-m)(2 + 2m),

@A-m@2+2m)=0=>m=1,m=-1
Para todos los valores m # 1, m #— 1, la matriz tiene inversa.

61.
Enunciado

Resuelve la siguiente ecuacién en la variable x
11 1

1 x 1|=0
1 1 x2

Solucioén:
Se calcula el determinante:
1 1 1

1 x 1|=xX-x=x+1=0
1 1 x°

Se aplica el teorema del factor y haciendo la division por Ruffini se obtiene:
XX -x+1=(x-1)*-1)=0=x =1,x=-1

62.
Enunciado

-k 4 5 6

|-k 1 2 3

Halla los valores de k para que la matriz

-k -k 0 -1

-k -k -k -1
a) no tenga inversa.
b) tenga rango 3
Solucion:
a) Se calcula el determinante de la matriz:
-k 4 5 6 1 4 5 6 1 4 5 6 1 4 6
-k 1 2 3:—k1 1 2 3 =—k1 1 2 3:_k21 1 3|_
-k -k 0 - 1 -k 0 - 1 -k 0 - 1 -k -
-k -k -k - 1 -k -k -143-3 0 0 -k O

=—k(-3k+9);-kK(-3k+9)=0=k=0,k=3
Para k = 0y k = 3 la matriz no tiene inversa.

b) Si k#0, k # 3, el rango de la matriz es cuatro. Se estudian los casos:
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Para k =0,
0 45 6
012 3
0 00 -1
0 00 -1

Para estudiar el rango se puede eliminar la 1.2 columna, que es de ceros, y la 4.2 fila que es igual
a la 3.2 Nos queda:

4 5 6 4 5 6
1 2 3|=1 2 3=-3#0=>Rangoes3

0 0 -1 0 0 -
Parak =3
-3 4 5 6 -3 45 6 -3 45 6
R—3 1 2 3122 033323:3R0111 :
-3 -3 0 -1/ | 0 7 5 7 "l 0 7 5 7|122-3
-3 -3 -3 -1)17-42 0 7 8 7 0 7 8 7)728-42
-3 4 56 -3 4 5 6
0 1 11 0 1 11
=R =R =3
00 20 0 020
0 0 -1 0)32+2:42 0 00O
63.
Enunciado
Dado el sistema homogéneo
X+ky—-z=0
kx—y+2z=0

(k+D)x+y =0
averigua para qué valores de k tiene soluciones distintas de x = y = z = 0. Resuelve en tales
casos.

Solucioén:
1 k -

IClI=| k -1 1|=k?*-k-2;K-k-2=0=k=-1,k=2
k+1 1 0

Tiene soluciones distintasde x=y=z=0parak=-1,k=2
Solucién parak=-1,x=t,y=0,z=t,te R
Solucién parak =2, x=-1/5,y=3t/5,z=t,t e R

64.
Enunciado
Resuelve:

2 0 5 \«x -2 5
1 1 -2|y|+| 2 |=|0
-11 1 )\z 3 2
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Solucioén:
Pasamos al sistema de ecuaciones y lo resolvemos por Gauss:
2X +5z2=7

X+y-2z=-2;,=>x=1y=-1,z2=1
-X+y+z=-1

65.
Enunciado
X+ 2y + 2=3
Se considera el sistema de ecuaciones lineales @+a)y+ z=4
X+ 2y+az=4

a) Discute el sistema segun el valor del pardmetro a
b) Resuelve el sistema paraa =2

Solucion:
1 2 1

a)|C|=0 1+a 1|=a’-1;a’-1=0=a=-1,a=1
1 2 a

Paraa=-1, a= 1, R(C) = R(A) = 3 = numero de incdgnitas = Sistema compatible determinado.
Paraa=-1, R(C) =2 = R(A) = 3 = Sistema incompatible.
Paraa=1, R(C) =2 = R(A) =3 = Sistema incompatible.

b)yParaa=2=x=0,y=1,z=1

66.

Enunciado
3x —ky =3

A un compafiero le piden que clasifique y resuelva el sistema y+3z =6 para el valor
X+ kz=5

del parametro keR que él desee. Obtiene, correctamente para dicho valor, que el sistema es
compatible indeterminado, y que una expresidn de sus soluciones en forma paramétrica es

x=1+2t,y=...,z=... Determina para qué valor del parametro k ha clasificado y resuelto el
sistema, y calcula las expresiones de las incognitas y y z que le faltan.
Solucion:
3 -k O
[C|=10 1 3|=0 paratodos los valores de k se obtiene que R(C) =2
1 0 Kk

Para que el sistema sea compatible indeterminado R(A) = 2, por tanto los siguientes
determinantes tienes que ser cero.
3 -k 0 3 3 -k 0 3

RIO 1 3 6 =R/0 1 3 6
1 0 k 5)3-3-12 0 k 3k 12

Para que las dos ultimas filas sean proporcionales tiene que ser k = 2
Resolvemos el sistema parak =2, x =1 + 2t

31+2t)-2y =3
y+3z="6
Lasolucionesx=1+2t,y=3t,z=2-t,teR

}:y=3t,z=2—t
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67.

Enunciado

La terna (0, 0, 0) es siempre solucion del sistema

X+ 2y—az=0
ax— y+ z=0
2ax+y— z=0

Independientemente del valor del parametro a

a) Indica para qué valores del parametro la citada terna es la Gnica solucion del sistema.

b) Indica algln valor del parametro, si existe, para el cual el sistema tenga algunas soluciones
distintas de la nula y mostrar estas soluciones. (Nota: Si se encuentran varios valores del
parametro cumpliendo la condicion pedida, para responder a esta cuestion basta tomar
uno solo de ellos.

Solucién:
1 2 -a

a)lCl=|la -1 1|=-3a’+6a;3a°-6a=0=>a=0,a=2
2a 1 -1

Tiene soluciones distintas de la terna (0, 0, 0) paraa=0,a=2

b) Solo se pide resolver para uno de estos valores, aqui lo haremos para los dos.
Solucién paraa=0,x=-2t,y=t,y=t,te R
Solucionparaa=2,x=0,y=t,y=t,te R

68.
Enunciado

ax+ y+z=1
Dado el sistema ¢ x+ay+z=1
x+y =1

a) Estudia su compatibilidad segln los valores de a
b) Resuélvelo cuando sea posible.

Solucion:
all

aCl=]1 a l=-2a+2;a-1=0=a=1
1 10

Paraa= 1, R(C) = R(A) = 3 = numero de incdgnitas = Sistema compatible determinado.
Paraa=1, R(C) = R(A) = 2 < N.° de incdgnitas = Sistema compatible indeterminado.

b) Siempre tiene solucion:
Paraa=1,x=1/2,y=12,y=—-a/2+1/2
Paraa=1=x=1-t,y=t,y=0,teR

69.

Enunciado

Discute el sistema de ecuaciones lineales
X+ 2y — z2=2
X+@Q+b)y-— bz=2b

X+ by + 1+b)z=1
Segun los valores de b
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Solucién:
1 2 -1

IClI=[L 1+b —b|=2b>-2b;b°-b=0=b=0,b=1
1 b 1+b

Parab=0,b =1, R(C) =R(A) = 3 = nimero de incognitas = Sistema compatible determinado.
Parab =0, R(C) =2 = R(A) =3 = Sistema incompatible.
Parab =1, R(C) = R(A) = 2 < N.° de incdgnitas = Sistema compatible indeterminado.

70.

Enunciado

a) Discute e interprete geométricamente, segun los diferentes valores del parametro m, el
siguiente sistema:

2x— y+2=0
X—2y+z=m
mx— y+z=0

b) Resuélvelo, si es posible, para los casosm =0y m =2

Solucion:
2 -1

Cl=11 -2 1=m-2;m-2=0=>m=2
m -1

Para m = 2, R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas = Sistema compatible determinado, los
tres planos se cortan en un punto.

Para m = 2, R(C) = R(A) = 2 < n.° de incégnitas = Sistema compatible indeterminado. EI 1.*'
planoy el 3. son el mismo y el 2.° los corta en una recta.

Param=0,x=y=z=0

2 1
X=—-———t
3 3
4 1
Param=2,x=qy=—-—+=-t ; teR
3 3
Z= t
71.
Enunciado
Estudia, segun los valores del pardmetro a, el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
ax+ay =a
X— y+az=a
X+2y+3z =a
Solucion:
a a 0
IC|=11 -1 a=-a’-6a;a°+6a=0=>a=0,a=-6
1 2 3

Para a # 0, a # -6, R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas = Sistema compatible
determinado.

Paraa =0, R(C) =R(A) = 2 < N.° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.

Paraa =-6, R(C) = 2= R(A) = 3 = Sistema incompatible.
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72.
Enunciado
Dado el sistema de ecuaciones con un parametro real A e incognitas x, y, y
(A+2)x - y+ 2=0

X+ (1+6)y— 3z=0

5X + 5y+(1-2)z=0
se pide:
a) Calcula para qué valores de A el sistema s6lo admite la solucion (x, y, x) = (0, 0, 0)
b) Para cada valor de A que hace indeterminado el sistema, obtén todas sus soluciones.
c) Explica la posicion relativa de los tres planos definidos por cada una de las ecuaciones del

sistema cuando A =-3

Solucion:
El sistema es homogéneo.

A+2 -1 1
aICl=| 3 146 =3 [=2+642+91 ;2 °+602+9=0=A=0,L=-3
5 5 i1-2
Para X =0, A # -3, R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas = Sistema compatible determinado

b) ParaA =0,x=-1/5y=3t/5,y=t te R
ParaA=-3,x=u-t,y=t,y=ut,tueR

c) Para A = -3, los tres planos son el mismo, porque sus coeficientes son proporcionales.

73.
Enunciado
Dadas las matrices:

1 2 10
A= | =
01 01
a) Halla dos constantes a.y B tales que A* = oA + Bl

b) Calcula A° utilizando la expresion obtenida en el apartado anterior.
¢) Halla todas las matrices X que satisfacen (A — X)(A + X) = A> - X2

Solucion:

a)AZ:(l Zj. [1 Zj:[l 4}(}_ (1 ZJ +B_(1 OJ: [a+[3 ZocJ
01 01 01 01 01 0 o+p
Se tiene que cumplir:

a+[3=1}:>a:2;[3:_1
200=4

b) Utilizando la expresion del apartado anterior, se tiene que A = 2A — |
A=A AP= (2A-1)(2A-1) = 4A°—AA + 1 =4(2A—1) —4A + | = 4A -3l
A°=A*. A= (4A-31)A=4A*-3A=4(2A-1)-3A =5A - 4I

pso (110
0 1
O)A-X)A+X)=A2=X2 = AZ+AX - XA = X*=A? - X’ = AX-XA=0

Sea X = (a bJ
c d
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2c —-2a+2d 00 2c=0
AX-XA=0=> = = =a=d,c=0
0 -2c 00 —2a+2d=0
a b
La matriz X = (0 J con ay b nimeros reales cualesquiera.
a
74.
Enunciado
Dadas las matrices:
0 k t 1 k t
A=|0 0 k B=|0 1 k
0 0O 0 01
c) Halla A®

d) Halla la matriz inversa de B
e) En el caso particular k = 0, halla B'

Solucion:
0 0 k? 000 00
a)A>’=|{0 0 0 [;A’=|0 0 0|=>A"=|0 0
00 0 000 0 00
b)
1 -k k*-t
B|=1,B'={0 1 -k
0 0 1
1 0t 1 0 2t 1 0 3t 1 0 10t
¢)B=|0 1 0|=B*=|0 1 0|=B=|{0 1 0|=BY=(0 1 0
001 00 1 00 00 1
75.
Enunciado
Considera A:(a 1 J
0 -a

12 -
a) Calcula el valor de a para que A> — A = ( 0 20]

b) Calcula, en funcion de a, los determinantes 2A y A", siendo A' la traspuesta de A
c) ¢Existe algun valor de a para el que la matriz A sea simétrica? Razona la respuesta.
Solucioén:

12 - 2 _ _ 12 - a?-a=12

a) AZ—A=[ ]:s a-a -l =( ]3 az4
0 20 0 a‘+a 0 20 a’+a=20

0

a
1 -a
¢) Para que A sea simétrica debe coincidir con su traspuesta.

. (a 0 a 1
Al = A= = No es simetrica.

2

b) |2A|=22 22 -4

‘:_4;12 nE
-2a

1 -a 0 -a
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76.
Enunciado
Dadas las matrices:
100 1 00
A=l1 0 0 C={2 10
100 3 2 2
halla las matrices X que satisfacen XC + A=C + A?
Solucién:
XC+A=C+A2 = X =(C+A?— AL
10 01 00 100
A*=|1 0 0[|1 0 O|=[1 0 0
10 0/)1 00 100
Se tiene:

X=(C+A—AL'= X=(C+A-AC'= X =CC' =1

77.
Enunciado
. a b . .
Sea la matriz A= (O CJ. Calcula el determinante de A sabiendo que A% - 2A + Id = O, donde
Id es la matriz identidad y O es la matriz nula.
Solucioén:
|A| = ac

2
N_oA+ld=0= |2 —2a+1 ab+bc-2b) _ 00 -
0 c?-2c+1 00

a’-2a+1=0

ab+bc-2b=0; = a=1,bcualquier ntmero,c =1
c?-2c+1=0

El|Al=ac=1-1=1

78.
Enunciado
Sea k un namero real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales

kx+y+z=1
X+ky+z=k
X+y+kz=k?

a) Discute segun los valores de k e interprétese geométricamente el resultado.
b) Resuelve el sistema para k = 2

Solucién:
k 1 1

a)lCl=1 k 1=k®-3k+2;k-3k+2=0=k=-2,k=1
11 k

Para k # — 2, k # 1, R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas = Sistema compatible
determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

Parak = -2, R(C) =2 # R(A) = 3 = Sistema incompatible. Los tres planos se cortan dos a dos,
porgue no hay dos paralelos
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Parak =1, R(C) =1 =R(A) =1 = Sistema compatible indeterminado. Es el mismo plano.
b) Parak=2=x=-3/4,y=1/4,2=9/4

79.
Enunciado
Se consideran las matrices:

1 3
1 2 A

A= B=114 0
1 -1 -

0 2

donde A es un nimero real.
a) Encuentra los valores de A para los que la matriz AB tiene inversa.

X
. . a .
b) Dados a y b nimeros reales cualesquiera, ¢puede ser el sistema Ay ZKbJ compatible
z
determinado con A la matriz del enunciado?

Solucioén:

2A+1 2A+3
a) AB =

-A+1 1

Para todo valores A #— 2, A # 1/2, la matriz AB tiene inversa.

J:>|AB|=2K2+3K—2; 202+30-2=0 =>A=-2;A=1/2

X
a X+2y+ 1z a X+2y+Az=a
by Ayl=|] = yraz_[a) o x+ey
, b X—-y-12 b X—y—-z=Db
Para que el sistema sea compatible determinado, el rango de la matriz de los coeficientes debe
ser igual al rango de la matriz ampliada e igual al nimero de incognitas. Como el rango de la
matriz de los coeficientes es 2 e igual al rango de la matriz ampliada, el sistema es compatible

indeterminado para cualquier valordeay b

80.
Enunciado
Dada la matriz:
1 0 -1
A=10 X 3
4 1 —X

donde x es un namero real. Halla:

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa.

b) Lainversa de A parax =2

¢) Conx =5, el valor de b € R para que la matriz b - A tenga determinante 1
Solucioén:

a)JAl=-X+4x-3;x*—4x+3=0=>x=1,x=3

Para todo valor x # 1, X # 3, la matriz A tiene inversa.

-7 -1 2
b)Parax=2,|A|=1,A'= | 12 2 -3
-8 -1 2
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c) Para x = 5 se tiene:

1 0 -

b-A=b*A|=b*0 5 3 =-8=-8b°=1=Db=-1/2
4 1 -5

81.

Enunciado

En un cajero automatico se introducen billetes de 10, 20 y 50 euros. EI nimero total de billetes

es 130 y el total de dinero es 3000 €. Se sabe que el nimero de billetes de 10 € es o veces los

billetes de 50 €

a) Calcula el nimero de billetes de cada tipo suponiendo que a. = 2

b) Para o = 3 ¢qué ocurre con la situacion del cajero planteada?

c) Siguiendo con a = 3, si se tuvieran 100 billetes en el cajero ¢cuanto dinero deberia haber
para que sea posible una composicion del cajero?

Solucion:

a) N.° de billetes de 10 €: x

N.° de billetes de 20 €: y

N.° de billetes de 50 €: z

Se obtiene el sistema para a. = 2

X+Yy+2z=130 X+ y+ z=130
10x+20y+50z2=3000;y = x+2y+5z=300; =x=80,y=10,z=40
X =0z X -2z= 0

Habra 80 billetes de 10 €, 10 de 20 €y 40 de 50 €

b)Sia=3

X+ y+ z=130

x+2y+5z=300; El sistema es incompatible. No se puede dar la situacién planteada.
X -3z= 0

¢) Para o = 3y con 100 billetes.
Sea la cantidad de dinero en el cajero dividido por 10 =m

X+ y+ z=100
X+2y+5z= m
X -3z= 0

Para que el sistema sea compatible el rango de la matriz de los coeficientes, C, debe ser igual
rango de la matriz ampliada, A.

1 1 1 100 111 100 111 100
RI1 2 5 mj|2*-1* =R|0 1 4 m-100 =R|0 1 4 m-100
10 -3 0)12-3 014 100 )28-32 0 0 0 m-200

El R(C) = 2. Para que R(A) = 2 se tiene que cumplir que m — 200 = 0 = m = 200. Luego con
200 € se puede dar la disposicion del cajero.

82.
Enunciado
Considera la matriz

1 -1 -1
M=[1 -1 O0|dondemeR
1 0 m
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a) Prueba que M es una matriz regular.

X 0
b) Param=-1 considera el sistema de ecuaciones Iineales(M —sl)y|=|0|dondeseRel
z 0

es la matriz unidad (identidad) de orden tres. Resuélvelo segun los valores de s.

0
¢) Param =-1 obtén los vectores v = | 0 |que verifican M
0

1.V =r -V para algiin nimero

real r

Indicacion: no es necesario calcular M™*, basta con probar que r #0 yr*

apartado anterior.
Solucion:
a) [M| = -1 = La matriz M siempre es regular para todo valor de m

V=M -V y utilizar el

b) Param=-1
X 0 1 -1 -1) (s 0 0))x 0
M=sl)y|=l0|=]]1 -1 0|-|0 s O||y|=|0]|=
z 0 1 0 -1) |0 0 s))\z 0
(-s+Dx -y -z2=0
X—(s+1)y =0
X —(s+Dz=0
1-s -1 -
ICl=| 1 -s-1 0 =-s*-s’-s-1;-5°-s°-s-1=0=>s=-1
1 0 —s-

Para s #—1, R(C) = 3 =R(A) = n.° de ecuaciones. Sistema compatible determinado. La solucion
es

x=0,y=0,z=0

Paras = -1, R(C) = 2 = R(A) < N.° de incdgnitas = Sistema compatible indeterminado. La
solucibnesx=0,y=-t,z=t;te R

= |k

Para m = — 1, se ha obtenido una expresion similar a la del apartado anterior con s: — 1= 1/r.

0

Luego parar =—1 los vectores son de la forma: | -t | cont € R
t

83.

Enunciado

Dada la matriz:

m 0 1
A=]1 0O m

0 -1 0
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a) Calcula los valores del pardmetro m para los que A tiene inversa.

b) Param =0, calcula A’y A®

¢) Param =0, calcula la matriz X que verifica X - A=B,siendoB=(0 -1 -1)
Solucion:

a)JAl=m*-1;m°~1=0=>m=-1,m=1

Para todo valor m#—1, m # 1, la matriz A tiene inversa.

-1 0 0
bYA’=| 0 -1 0|=-1=A"=A%. A*=—| (=) = I. Se tiene:
0 0 -1
256
1 4
0 01
A®=A=1]1 0
0 -1 0
01
¢)X=B-A'=(0 -1 -1):/0 0 -1|=(-1 0 1)
10
84.
Enunciado
Dado el sistema de ecuaciones:
(m-1)x+ y+ z=3
mx+(m-1)y+ 3z=2m-1

X+ 2y+(m-2)z=4

a) Discute segun los distintos valores de m
b) Resuelve cuando sea compatible indeterminado.
Solucion:

m-1 1 1

alcl=lm m-1 3 |[=m*-5m?+2m+8 ;m’ -5m’+2m+8=0=
1 2 m-2

m=-1m=2,m=4
Param = -1, m= 2, m = 4, R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas = Sistema compatible
determinado.
Param =-1, R(C) =2 # R(A) = 3 = Sistema incompatible.
Param =2, R(C) = 2= R(A) =3 = Sistema incompatible.
Param =4, R(C) = 2 R(A) = 2 < N° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.

b)Param=4=x=2/5,y=9/5-t,z=t,teR

85.
Enunciado
Considera el sistema de ecuaciones lineales
AX— y-z=-1
X+Ay+z=4

X+ y+z=4+2
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a) Clasifica el sistema segun los valores del pardmetro A
b) Resuelve el sistema para A =2

Solucién:

El sistema es homogéneo.
A -1 -

a)lCl=]1 4 1|=22-1;2%-1=0=r=-1,A=1
1 1 1

Para L = -1, L = 1, R(C) = R(A) = 3 = nUumero de incdgnitas = Sistema compatible
determinado.

Paral =-1, R(C) = R(A) = 2 < N.° de incOgnitas = Sistema compatible indeterminado.

Paral =1, R(C) = 2 # R(A) = 3 = Sistema incompatible.

b) ParaA=2,x=1,y=0,z2=3

86.

Enunciado

Sea m un namero real. Discute, en funcion de m, el sistema de ecuaciones lineales homogéneo
cuya matriz de coeficientes es

1 1 1
A=1 m m
2 m+1l 2
Solucién:
1 1 1
IClI=]11 m m=-m’+2m-1;m’-2m+1=0=>m=1
2 m+1l 2

Para m = 1, R(C) = 3 = numero de incognitas = Sistema compatible determinado, Unica
solucionx=y=z=0
Param =1, R(C) = 1 < N.° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.

87.

Enunciado

Clasifica en funcion del parametro a € R el sistema de ecuaciones:
ax— 3y- 22=0
- X+ (5+a)z=0
2X+ 3y + 4z =0

y resuélvelo, si es posible, paraa=-4

Solucién:
a -3 -2

ICl=|-1 0 5+a/=-3a*-21a-36;a’+7a+12=0=a=-4,a=-3
2 3 4

Para a = — 4, a = — 3, R(C) = 3 = nimero de incognitas = Sistema compatible determinado,
Gnica solucibnx=y=z=0

Paraa =-4, R(C) = 2 < N.° de incdgnitas = Sistema compatible indeterminado.

Para a = -3, R(C) = 2 < N.° de incognitas = Sistema compatible indeterminado.

Solucibnparaa=-4=x=t,y -2t,z=t,te R
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