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UNIDAD 13: Integrales definidas. Aplicaciones

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 324
1. Halla el 4rea de cada uno de los siguientes recintos:

1
a) Limitado por larectay = 2 x, el eje OXy larectax=2.

1
b) Limitado porlarecta y = — 3 x—2,elejeOXylasrectasx=2yx=4.

c) Interioralacurvax?+y*+4x-2y+1=0

d) Encerrado entre la curva x*> + y? = 16, el eje OX y larectay = 2.

Las areas pedidas son:

a) 0,5 unidades cuadradas.

b) 7 unidades cuadradas.

c) La curva es una circunferencia de centro C (- 2, 1) y radio 2. Por

tanto el area encerrada por esa curva es el area de un circulo y
vale 4m unidades cuadradas.

d) En la grafica vemos que el area a calcular es doble del recinto
sombreado.

Esta drea viene dada por:

A =2 - (area del sector de angulo 302 + drea del triangulo) =

(ﬂ-42 2.2.3
=2. +

= 15,31 unidades cuadradas.
12 2

ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 343

1. Con letras. Demuestra que el conjunto de todas las «palabras infinitas» de dos letras X e Y tales como

XYXYXYYYXY...
XYYXXXXYXY...

no puede ser numerable.

Supongamos que todas las palabras indicadas se pueden numerar y por tanto colocar todas, una detras de
otra. La lista de todas ellas es la siguiente:
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XYXYXYYYYXXYYXXYYYYX...
YYXXYXYYYYXXXYYYXYXX...
XXXYYXXXXYXYXYXYXYYY...
XYXYXYYXYXYXYXYXYXYX...
YYYYXXXYYYXXXYYYXXXY...

Nos fijamos hora en la palabra infinita XYXYX..., que se obtiene en la lista anterior tomando la primera letra
de la primera palabra, la segunda de la segunda, la tercera de la tercera, la cuarta de la cuarta, la quinta de
la quinta..., es decir, tomando las letras de la diagonal del cuadro de letras.

A partir de la palabra XYXYX... formamos otra cambiando en ella cada X por Y y cada Y por X, Obtenemos asi
una palabra que empieza YXYXY...

Esta palabra tendria que ocupar alguna fila de la lista, pues estamos suponiendo que alli estdn todas, pero
por otra parte, difiere de la primera palabra en la primera letra, de la segunda palabra en la segunda, de la
tercera palabra en la tercera letra..., de la palabra 538 en la letra 538... Esta contradiccién demuestra que

nuestro punto de partida es falso.

Podemos afirmar, por consiguiente, que la coleccién de las palabras infinitas de dos letras no puede ser
numerable.

ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 345

1. Calcula las siguientes integrales: a) I(BXZ — 4x + 5) dx b) jln X dx

Seguimos los pasos descritos en el epigrafe INTEGRAL INDEFINIDA.
a) Para la integral I(3X2 —4x + 5) dx:

- Introducimos en el Campo de Entrada la expresién de la funcidon que aparece en el integrando, tecleando
f(x)=3x"2-4x"3+5 y pulsando la tecla Enter, observaremos su grafica.

- Con el comando Integral [f] dibujamos la

gréfica de la funcidon primitiva (en linea

discontinua en el dibujo) y su expresion, g(x) f(x) = 3x% - 4x + 5
= x3 - 2x% + 5x, podemos verla en la ventana

algebraica o en el menu contextual de la

grafica.

La expresién de la primitiva de f(x) es:
a(x) = x® - 2% + 5x

gix)=x*-2x2+5x
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a) Para la otra integral procedemos de manera analoga y obtenemos la primitiva g(x) = x - In (x) — x, que puede

verse en el dibujo.

4
La expresion dg la primitiva de f(x) es: R4
g =X |n (x) - x
2 .
1 .
0

1 s~ 3 4 5

1
w

1
N

1
-
=
270

T
2
’

‘I

_1- Samm=”

g(x) =xIn(x) - x

3
2. Obtén el valor de JA . (— 2x° +3x% + 2) dx ; asi como las sumas inferiores y superiores.

Seguimos los pasos del epigrafe INTEGRAL DEFINIDA. SUMAS INFERIORES Y SUPERIORES

- Introducimos en el Campo de Entrada la expresién de la funcidén integrando, f(x)=-2x"3+3x72+2, y

visualizamos su grafica.

- El comando Integral [f, 0, 3] calcula el valor de la integral definida,
gue es a = -7.5; dibuja la region delimitada por la grafica de la funcién,
el eje OX y las abscisas x = 0, x = 3; ademas vemos su valor en la
ventana algebraica.

- Creamos un deslizador que llamamos n y hacemos que varie de 1 a
30, con incrementos de una unidad.

- El comando Sumalnferior [f, 0, 3, n] calcula y representa la suma
inferior de la funcién con una particion del intervalo [0, 3] en n
subintervalos. El valor de la citada suma puede verse en la ventana
algebraica.

- El comando SumaSuperior [f, 0, 3, n] calcula y representa la suma
superior de la funcién con una particién del intervalo [0, 3] en n
subintervalos. El valor de la citada suma puede verse en la ventana
algebraica.

k

0

Integral definida = -7.5

2

54

=101

=151

-20 1

-251

- Tecleamos los textos “Integral definida =" +a; “Suma inferior =” +by “Suma superior =" +c y observaremos los
citados valores en la Ventana grafica. Cambiamos el nimero de particiones desplazando el deslizador.
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101
n=12
—_—— 5 n=24
——
T T T T D T
-8 -8 -4 -2 0 4
-8 -6 -4 -2
-5
Suma inferior =-11.31
Integral definida = -7.5 101 Suma inferior = -9.36
Suma superior = -4.06 Integral definida = -7.5
151 Suma superior = -5.73
-20
-25

3. Visualiza el teorema fundamental del calculo para la funcién f(x) = 0,5x% + 1.
Seguimos los pasos del epigrafe TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL:

- Sobre el eje de abscisas OX sefialamos dos puntos: A, el origen y B otro cualquiera.
3

X
- Representamos graficamente las funciones f(x) =0,5x> + 1y F(x) = 0,5 - ? + X, siendo esta la primitiva de

f(x) que pasa por el origen de coordenadas, tecleando ambas en el Campo de Entrada.

- Calculamos el area de la region limitada por la grafica de f(x), el eje OX y las abscisas de los puntos A y B,
tecleando el comando Integral [f, 0, x(B)]. El valor del &rea aparece en la ventana algebraica.

- Trazamos la recta perpendicular al eje OX que pasa por el punto B. Hallamos el punto C como interseccidn de
esta recta con la gréfica de la funcidn F(x). Ocultamos la recta anterior y trazamos el segmento que une los
puntos By C. En el menu contextual del segmento BC activamos su nombre y su valor.

- Movemos el punto B sobre el eje OX y observamos que en todas las situaciones, el valor del area bajo la
gréfica de f(x) coincide con la medida del segmento BC que es el valor de la ordenada del punto C situado sobre

la grafica de la funcion F(x).

fx) =05 +1
fix) =05 +1

c=843

S0 2
* a=845

;
/

o > % SO F05/3x04x

4 a=656 4 2

.

;
SF0FE0S/3x+x
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4. Calcula el drea de la region finita y limitada por la gréfica de la funcién f(x) = x3 —x + 1 y la recta tangente a

la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

Seguimos los pasos que siguen.

- Representamos graficamente la funcién f(x) = x3 —x + 1 introduciendo sus expresién en el Campo de Entrada.

Para ello tecleamos f(x)=x"3-x+1.

- Con el comando Tangente [1, f] calculamos la ecuacién de la tangente
a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa x = 1, que puede verse
en la ventana algebraica, y dibujamos la citada tangente. Obtenemos la
recta de ecuacidony =2x—1.

- Introducimos en el Campo de Entrada la funcién g(x) = 2x — 1, que
coincide con la recta tangente anterior. Borramos la tangente trazada
con anterioridad.

-Con la herramienta Interseccion de dos objetos, haciendo clic sobre las
gréficas de f(x) y g(x), hallamos los puntos de corte de ambas gréficas.
Para estas funciones obtenemos los puntos A (- 2,-5) y B (1, 1).

- El area buscada la proporciona la funcion f(x) — g(x) entre las abscisas
de los puntos de corte de ambas curvas. Con el comando Integral [f(x)-
g(x),-2, 1] hallamos el area encerrada entre las graficas de las funciones.
El valor del drea es a = 6.75 unidades cuadradas.

- Como puede verse en la imagen, Geogebra dibuja la region, cuya area calcula, en el semiplano superior. El

valor del drea también aparece en la ventana algebraica

-4

ACTIVIDADES FINALES-

PAG. 348
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1. Sea la funcién f(x) = 9 — x%. Consideremos el intervalo [- 2, 1] y la particién de dicho intervalo dada por
P={-2,-1,0, 1}. Halla, de forma razonada, el valor de las sumas superior e inferior correspondiente a la
funcion dada y a dicha particién.

La particion P determina en el intervalo dado los siguientes intervalos [- 2, - 1], [- 1, 0], [O, 1].

Las sumas superiores e inferiores correspondientes a la funcién f(x) en P son:
S(P)=f(-1):-(-1+2)+f(0)-(0+1)+f(0)-(1-0)=8+9+9=26

s(P)=f(-2)-(-1+2)+f(-1)-(0+1)+f(1)- (1-0)=5+8+8=21

2. Una particion decreciente verifica que f (- 2) = 64, f (- 1) = 42 y f (1) = 10. Halla, razonadamente, la suma
superior y la suma inferior correspondientes a la funcién y = f(x) en el intervalo [- 2, 1] relativas a la
particionP={-2,-1, 1}.

La particidon P determina en el intervalo dado los siguientes intervalos [- 2, - 1] y [- 1, 1].

Las sumas superiores e inferiores correspondientes a la funcién f(x) en P son:

S(P)=f(-2)-(-1+2)+f(-1)-(1+1) =64 +42-2=148

s(P)=f(-1)-(-1+2)+f(1)-(1+1)=42+10-2=62
3. Halla el valor medio de la funcién f(x) = 2x2 -5 en el intervalo [3, 6] y el punto en el que se alcanza.

Aplicando este teorema obtenemos: LS(ZXZ - 5) dx="f (c)-(6-23)

Resolviendo la integral y mediante la igualdad obtenemos que el valor medio es f(c) =37 y se alcanza en

2x*—5=37; es decir, X = \/ﬁ IS [3, 6].
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4. ;Se puede aplicar el teorema del valor medio a la funcion f(x) = en el intervalo [- 4, -2]? ¢Y en el

intervalo [-2, 0]? En caso afirmativo aplicalo.

No se puede aplicar en el intervalo [- 4, - 2] pues la funcién dada no es continua en x = - 3 y pertenece a
este intervalo.

Si se puede aplicar en el otro intervalo pues esta funcidn es continua en el.

0
Aplicando este teorema obtenemos: I

dx=f (c)-(0+2).
“2x+3

Resolviendo la integral y mediante la igualdad obtenemos que el valor medio es f(c) =In 3.

5. éPodemos aplicar el teorema del valor medio a la funcidn f(x) = en el intervalo [1, 3]? En caso

X
2
V3+ X
afirmativo halla el valor medio que toma esta funcion en ese intervalo y el valor de la abscisa en la que se
alcanza.

Si se puede aplicar el teorema en este intervalo pues esta funcién es continua en el.

3
Aplicando este teorema obtenemos: L

—?jﬁdx: fQ)-(B-1)

Resolviendo la integral y mediante la igualdad obtenemos que el valor medio es f(c) =0,73 y se alcanza en:

X2

3+ x?

=073 = x=185¢[1 3]

6. Aplica el teorema del valor medio a la funcién f(x) = ‘4 — XZ‘ en el intervalo [- 3, 2]. {Qué observas?

4-x> si —2<x<?2

La funcidn del enunciado puede definirse en al forma f (X) = ‘4 — XZ‘ = )
X*—4 si x>20x<-2

Aplicamos el teorema y obtenemos:

j:f (X) dx=J':32 (X% — 4) dx+jf2(4—x2) dx=f (c)-1+ f (d)-4

De modo que f(c) =1, porloquex*—4=1; X =— \/g € [—3,—2] y f (d) =32/12, por lo que

4-x2=32/12; X = \/ge[— 2,2]

Observamos que hay dos valores medios.

7. Halla la derivada de cada una de las siguientes funciones:
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eDirex
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a)F(x)=L et_2dt c)H(x)=j0|2t—3|dt e)J(x)=jX sen? 2t - cos 2t dt
“In(t—1) d Y fi+3d w2t

b) G ()= [ In(t—1)dt dMp= [ Jt+3dt  ARM= [ o

Las derivadas pedidas son:
2e”

A F (0= ——

b) G (x)=In (x—1)

) H " (x) = (2x—3)

M (x)= 3-4/x+3

e) )" (x) = 2x - sen? (2x2) - cos (2x2) - sen? (2x) - cos (2x)

2-x3 3y 2 —3x

AR’ (x) = S
IR x° + x3 9x? +3x

8. éPara qué valor de m es posible aplicar el teorema fundamental del calculo integral a la funcién

X 5-t si t<1
F(x) = I f (t) dt siendo f (t) = ) ) en el intervalo [0, 2]? Aplicalo cuando sea posible.
0 t°4+m si t>1

La funcidn f (t) ha de ser continua en el intervalo dado y esto se verifica para m = 3. En este caso:

) 5-x si x<1
Frix)=1 .
X“+3 sl x>1

9. Resuelve las siguientes cuestiones utilizando el teorema fundamental del calculo integral:

a) Sea la funcion F (x) = J.XZ ' dt.HallaF- (x).

b) Halla di UXX sen (t2 + t)dt]

X _

X t
c) Halla las abscisas de los extremos relativos de la funcién F (x) = I y

72 dt en el intervalo [- 4, 0].
—4tt 4+

X (s 2 t
d) Dada la funcién F(X) = .[o (t - 1) e~ dt , definida para todo X € R. Estudia la monotonia de

F (X) y halla las abscisas de sus maximos y minimos relativos.

X
e) Estudia si la funcion F (x) = Jo In (tz +l) dt tiene puntos de inflexién. En caso afirmativo hallalos.
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Las respuestas a las cuestiones aparecen a continuacion.

a)F’ (x)=

d X 2 _ 2 2
b) - U_Xsen t +t)dt} = sen (x2 +x) — sen x* - x)

2

c)F (x)= (2 4)
X° +

;F77(x) = > Esta funcién tiene un minimo para x = 0.

x> +4

d)F (x)=(x*~1)-e%F"(x)=(2x=x*+1)-e*
Esta funcion es creciente en (— 0, —1) ) (1, +oo) y decreciente en el intervalo (- 1, 1).

Tiene un maximo relativo en x = -1 y un minimo relativo en x = 1.

e)F (x)=In(x*=1); F" (x) =

7 1 Tiene un punto de inflexién para x = 0.
X —

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 349

10. Halla las siguientes integrales definidas:

3 9 3 4 2 x> +3x-2
a)J'0 X + 3 dx f)j4(3—2\/§)-mdx kI°x3+x2+x+1dX
= 2 cos 3X 65X — 7 o x?
b _ | —d
) IO 4 + sen 3x dx g -[3 x2+9dx )j—l(x+2)2 *
4c0s /X e 14 6X+5
<) _[O i dx h)L (x +3)-In x dx m)j_%ﬁdx
43x%2 —3x -2 s 4x+1 1 e X
)L—X_l dx ')L—x+1—2dx n)j0—5_e_2X -
e) I% cos® 4x -sen 4x dx i) '[35% dx p) J._ol(efx—x.e")dx

El valor de cada una de las integrales definidas es:
3
a)jo X +3dx =446 — 243

V4

j 2C0S 3x dx

o 4+ sen3x
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9 [ 0 VX 4 _ 0,4547
0 4\/;
2 —_ —
) [P E2 15803
2 X—-1
V4 3 1
e) Lycos 4x -sen 4xdx=—E
8

f)j(3 2Jxf - Td —%

65X —
g)j — +9d X =154

e e’ 13
h)J'1 (x+3)-|nxdx:I+Z

) | " ANX+L 11509
5 UXx+1-2

5 56—
) [—2" X dx =0,2877
J)L»x -X—-2

dx = 0,2169

y JZ X2 +3x -2
ox3 x4 x+1

2

X
) e X022
f 6x+5 57
Y fi-ae 2

- 2X

1 e
n) IO m = 0,0979

p) Jiol (e_X - X ex)dx =e

11. Halla, por métodos geométricos y mediante integrales, las dreas de los siguientes recintos:

a) El recinto limitado por larectay=x-1, el eje OXylasrectasx=1 y x=4.
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b) El recinto limitado por larecta 2y=x+3, el eje OXylasrectasx =-1 yx =2,
Las areas pedidas son:

a) Por métodos geométricos es un triangulo ABC, como vemos en
la figura. Su area es 4,5 uc.

4
Por medio de integrales el dreaes A = .[1 (x-1)dx=45uc.

b) Por métodos geométricos es un trapecio ABCD, como vemos en
la figura. Su area es 5,25 uc.

X+3dx:5,25uc.

2
Por medio de integrales el dreaes A = I .

12. Halla el area del recinto limitado por la curvay = 4 — x? y el eje OX.

El drea buscada es Iz (4 - Xz) dx = % =10,67.

1 2
Area = 10.67

2
13. Calcula el area del recinto limitado por lacurvay= —, el eje OXylasrectasx=1yx=e.
X
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El drea pedida es: Ie 2 dx = 2.

L X

14. Halla el drea de la region limitada por lacurva y=x3-3x*+2, el eje OXylasrectasx =0y x = 2.

PRI N e I,
El 4rea, A, del recinto sombreado de la figura es: fla) =" =327 +2

1
A=2-j0 (x2 = 3x% + 2) dx = 2,5 Uc 2,5.

15. Calcula el drea delimitada por la parabola de ecuacién y = 2x? y la recta y = 2x + 4.

El drea buscada viene dada por las integrales:

3 2
r (2x + 4) dx —IZ 2x% dx = | x? + 4x — 2 =§—(—Z)=9uc.
-1 -1 3 B

y = 2%

Area=9

-3/2

16. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las funciones de los siguientes apartados:

a)y’=4x; x*=4y cy=x-e%y=x2-e*
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X
b)y=x2-9;y =- 2x? d)y=senx;y=cos§ en [0,7[]

a) El area del recinto sombreado de la figura es:

4 x2 16
A=jo(JH—T] dx=?=5,33uc.

b) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el
sistema: \

{y= -9 (v3,-6); (-3 ,-6)

y= —2x°

El area del recinto sombreado de la figura es:

0
A=2-J:J§(x2 —9— (- 2x%))dx =124/3 = 20,78 uc 12

Area=2078

c) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:

{y=x'e_x ., (0,0);(1,3

y = x2.g7¥
El area del recinto sombreado de la figura es:

A=J.01(x-e‘X - x? -e‘x)dx:§—1:0,1036 uc.

d) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:
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y = sen X N
x = (, 0);(Z ,Ej Y = cos L

= COS— 2
y 2

El drea del recinto sombreado de la figura es:

Area=0.5

0 1 2 3
Yy = senx

[~ _ X _ 0
A_I% (senx cosS 2) dx =0,5uco0,5

17. Calcula las siguientes integrales mediante la interpretacion geométrica:
100 (5 51 % 3
a) _[ o0 (x + X )dx b)J cos” (4x) dx
— -

Ambas integrales valen 0 pues al ser las funciones que en ellas intervienen impares o simétricas respecto al
origen se anulan entre si las dreas de las regiones que encierran.

18. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor de OX cada uno de los siguientes recintos:

a) f(x) =2x —4; x=2; x=6. c)f(x)=e*x=-1;x=0
b) f(x) = cos x; x = 0; x = % d) f(x) = x% g(x) = Jx

18. Los volumenes pedidos son:

aV=r- 6(2x —4)% dx = 255m 85,33 unidades cubicas
2 3

b)) V=r- IO% (cos x)* dx = % = 2,4674 unidades clbicas

-1 ) .
s unidades cubicas

c) V :zr-_[i(e‘x)2 dx = €

d) En la figura esta sombreado el recinto que gira alrededor de OX
engendrando un cuerpo de volumen:

1 V) 9 ; .
V=rx- IO (\/; - x2) dx = % 7 unidades cubicas

19. Halla el volumen del sélido engendrado, al girar alrededor de OX, el recinto limitado por las graficas
de las funciones f(x) = x? -4; g(x) = 4 — x*
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En el siguiente dibujo esta sombreado el recinto comprendido entre ambas graficas y que gira alrededor de
OX determinando un cuerpo de volumen:

V=27 [ [a-x*)-(x* -a)Jax = %‘3‘8” unidades cibicas

1
— Y

1. Encuentra el area del recinto delimitado por las graficas de las funciones f (x) =—y g (X) =
X X

larectax=e.
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El area del recinto es:

~ 0,37

@ |-

€
J‘a(l—izjdx:[lnx+l :(Ine+1j—(ln1—2j:1+l—1:
1AX X X, e 1 e

Area = 0.37

0 1 2 3
2. Sea f(x) una funcion continua en el
intervalo [2, 3] y sea F(x) una funcion primitiva de la anterior y tal que F (2) =1y F (3) = 2. Halla:

a) [ f (%) dx b) [ |5 () - 7] dx o) [ [F (0F £ () dx

En el célculo de las integrales obtenemos:

[ f(d=[F(0E=F@-F@=2-1=1

0) (6 f(x)-7)dx=5] f (Qdx—7[ dx=51-7-[xf=5-7-(3-2)=5-7=-2

¢) Por ser F (x) una primitiva de f (x), f (x) = F “ (x). Por tanto, se trata de la integral inmediata de una funcién
potencial.

JIF QF £ (o ax= [ [F <x>]2.p'<x>dx{<F ;x))} FOP_[FOF 8 11
ax +6  si x<-1

3.Sealafuncion f(x) = Jp 2 _oy1 i _1<x<2
X=5 si X > 2
(x+1)2

a) Halla a y b para que esta funcion sea continua en su dominio.
4
b) Calcula L f (x) dx
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a) Estudiamos la continuidad en x = - 1 y x = 2. Obtenemos:
lim (ax+6)=6-a

X — -1

) ) = a+b=3
lim (bx® -2x+1)=b+3
x — -1
lim (ox? —2 x+1)=4b -3
X— 2"
-1 f— 4-b—3=—1
lim =— 3

x> (x+1)° 3

Los valores buscados son a = % yb= % .

4 4 X—5 4 1 4 6
b f(X)dx = | ———dx = | —dx — =In5-1n4-0,3=-0,0769
)! & "!:(x+1)2 2 x+1 ;[(x+1)2

4. Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse x> + 25y?> = 25 al dar una vuelta completa
alrededor de OX.

El volumen del elipsoide que se genera es:

2
V =27 - IS 1- X dx = ﬁn unidades cubicas .
0 25 3

2
5. Calcula la siguiente integral I l‘xz - 3X + 2‘ dx .

La funcion del integrando puede definirse de la forma:

x> —3x+2 sixe (-0 U2 + )

f(x):‘x2—3x+2‘: _
- x> +3x-2sixe(l,2)

El valor de la integral coincide con el area del recinto que puede verse en el gréfico. Este valor es:

1 2
j_l(xz—3x+2)dx+j1(—x2+3x—2)dx:

3 2 1 3 2 2
= X——3L+2x + —X—+3i—2x =
3 2 . 3 2

1

:(l—§+2)—(—1—§—2)+(—§+6—4j—(—l+§—2]:§:4,83.
3 2 3 2 3 3 2 6
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fla) = |.’.t:2 —3r+2

6. Determina el area limitada por la parabola de ecuacion y? = x y la recta de ecuacién y = x — 2.

Realizamos un dibujo de las ecuaciones del
enunciado para encontrar la regién limitada por la
parébolay por la recta.

Debe observarse que la parabola y? = x da lugar a
dos funciones de ecuaciones y = — \/; ey =

Jx. 2

Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:
z = -2)% = 1, -1
y° =X N (x=2)"=x . @ -9
y=x-2 y=x-2 (4, 2)

Observando con detenimiento el dibujo vemos que el area buscada es:

A=j0“ Vxde- [0 (x—z)dx—[j:—ﬁdx +f (x—2)dx}=
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1
1+e"
a) Calculaj f (t) dt.

7.Sea f (1) =

b)Sea g (x) = [ f (1) dt. Caleula lim g )((X).

a) Para calcular la integral J-

1 n dt hacemos el cambio de variable:
+e

l+el=x => t=In(x-1)y dt—ildx

y obtenemos:

| Dogr=ft. L g«

1+ e X x—1

La Gltima integral tiene en el integrando una funcién racional que se descompone en fracciones simples de la
forma:

1 -1 1

X-(x=1) Cox o ox-1
Llevada esta descomposicion a la integral y operando obtenemos:

Xx—-1
X

+C

1 1 1
J.1+ed ;XTd ——J';dx+J.mdx_—ln|x|+In|x—]1+C_In

Deshaciendo el cambio de variable 1 + e' = x, obtenemos:

t

| L dt=1n

7 t+C;CER.
+ €

l1+e

b) En el calculo del limite se obtiene una indeterminacion 0/0. Aplicamos la regla de L"Hopital y el teorema
fundamental del calculo integral y obtenemos:

g J, fod ) 1 1
I|m = lim =>— = Iim = lim = -
X —0 X X —0 X X =0 1 x—>01+ex 1+e

1
>
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8. Calcula las siguientes integrales:

a) joﬁz sen(\/;) dx b) j; lInx| dx c) _[0” | cos x| dx

a) Resolvemos esta integral jsen(ﬁ ) dX por cambio de variable (x = t?) y después aplicando el método

de partes:

J'sen(\/;) dx =2t sen(t) dt=—2vx cosv/x +2seny/x +C

Ioﬂz Se”(‘/;) dx = [— 24/x cos/x + Zsenﬁ]gzz 2

b) La funcién del integrando se puede definir de la forma:

f(x)—|ln x|— Inx six>1
- “|=Inx sixe(0,1)

e
El valor de la integral j}/|ln x| dx es
e

2e -2

I;(—Inx) dx + Le( In x) dx =[x — xInx]l% +[xInx -1 ==

=126

Integral = 1.26

c) La funcion del integrando se puede definir de la forma:

CosX Si X e[o, %} u[%[ , 21

f(x) =|cos x| = ,

—CO0SX Si X e (1 ,—ﬂ-j flx) =|cosx
2 2

. T
El valor de la integral IO lcos x| dx es:

" ’ = Integral = 2
J; (Cosx)dx+j%(—cos X) dx =2 ntegra
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9. Halla el area del recinto limitado por la gréafica de la funcién y = x? + 4, la recta tangente a la misma
en el punto de abscisa -2y el eje OY.

La recta tangente a la gréfica de la funcion dada en el punto (- 2, 8) tiene por ecuacion y = - 4x.

El area del recinto sombreado de la figura que queremos hallar viene dada por:

j_(;(xz + 4) dx — .[_02( —4x) dx = g = 2,67 uc 8/3.

-2 -1 1 2

10. Halla la funcién polindémica de grado 3 cuya grafica pasa por el punto P (1, 0), tiene por tangente la
recta y =2x + len el punto de abscisa x =0, y su integral entre 0 y 1 vale 3.

Seaf (x) =ax®+bx?+cx +d lafuncién polinémica de tercer grado buscada.
Su derivada es f * (x) = 3ax? + 2bx + c.
Las condiciones para determinar los coeficientes a, b, ¢y d son:

- Su grafica pasa por el punto P (1, 0), es decir, f (1) =0.

- La recta tangente hace tangencia en el punto x =0,y (0) =2 - 0 + 1 = 1, es decir, pasa por el punto Q
(0,1), o lo que es lo mismo, f (0) = 1.

- La pendiente de la tangente es 2 luego f “ (0) = 2.
i 1
- La integral IO f (x) dx =3.

Imponiendo cada una de las condiciones obtenemos el sistema:

410 |



EE%EI Matematicas Il | <{e]i0[e[0]\\]i\:{[e]

www.editex.es

a+b+c+d=0
d=1
c =2

3a + 4b + 6¢ +12d = 36

Resolviendo el sistema, obtenemos: a =-24; b =21; ¢ =2y d = 1. La funcion buscada es:

f(X)=-24x3+21x2+2x + 1

En el dibujo puede verse la grafica de la funcion obtenida cumpliendo todas las condiciones del enunciado.

y=2x+1
e Integral = 3
T 0 < A=(1,0)
@85 -04 -02 0 02 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 16

. . ., = COS t
11. Halla las abscisas de los extremos relativos de la funcion F(x) = L — dt siendo x>1.

. ) . , cos t s
Aplicando el teorema fundamental del célculo integral obtenemos que F ~ (x) = Ty esta funcion tiene

- . . T - ) .3
un maximo relativo en el punto de abscisa EY y un minimo relativo en el punto de abscisa —.

12. ¢ El volumen del cuerpo formado al girar alrededor de OX el recinto comprendido entre una de las
ramas de la hipérbola x> — y? = 4 y la recta x = 4, es el mismo que el de una esfera de radio 2 unidades?

En la grafica hemos sombreado el recinto que al girar alrededor de OX engendra un cuerpo cuyo volumen
hallamos:

V=r -J';(x2 —4) dx = %z unidades cubicas.

411 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il

SOLUCIONARIO

Y este volumen es el mismo que el de la esfera de radio 2 unidades.

-1

13. Hallar el valor de m para que el area delimitada, en el primer cuadrante, por la funcién y =4x3y la

recta y = mx sea de 9 unidades cuadradas.

El recinto, cuya area es de 9 unidades cuadradas, es la region sombreada
del dibujo.

Encontramos los puntos de corte de ambas curvas resolviendo el sistema:

{y=4xs ~ (00) ;[E,MJ ;[_@,_Mj

2

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

J.o\/% (mx - 4x3) dx =9

2
De aqui obtenemos que T_B =9, de modo que m = 12.

Razones de Volumenes
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Queremos investigar posibles patrones que aparecen si se halla la razén de los volimenes de revolucion
generados por las funciones y = x" (n € Z, n €Q), tomadas entre dos valores arbitrariosay b, cona<b,

cuando giran alrededor de los ejes OX y OY.

1. Sea la funcién y = x. Consideramos los volimenes generados por:
- Laregién B delimitada pory=x%, x =0, x = 1y el eje OX.
- Laregion A delimitada pory=x% y=0,y =1y el eje OY.

Halla las razones:

Razon |

_ Volumen generado por A al girar sobre OX

~ Volumen generado por B al girar sobre OX

Razon Il =

Volumen generado por A al girar sobre OY

Volumen generado por B al girar sobre OY

2. Calcula la razén de los volimenes para otras funciones del

tipoy=x",n € Z', entrex=0yx=1. b

3. Estudia qué ocurre para los volumenes comprendidos entre x
=0yx=2,entrex=1yx =2, etc.

4. Analiza el caso general, cony=x"entreayb, talquea<b,y
para los volimenes generados por:
- Laregion A delimitada pory=x",y =a", y =b"y el eje OY.

- Laregion B delimitada pory =x", x = a, x = b y el eje OX. o

5. Los resultados que obtienes, ise mantienen para funciones

deltipoy=x", NeZ ,entrex=0yx=1;entrex=0yx=2; °

a b

entre x =1y x =2, etc.? ¢Y para funciones del tipoy = x", n € Q, en los mismos intervalos?
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1. Para la funcién y = x%:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x% x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

5 1
1 X T
Vo=rx| yPdx=r-|=—| ==
° .[0 y |: 5 i|0 5
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1,y =x% x=0, x

=1y el eje OX, cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
obtenemos:

. 4
v, =7zf0112 dx—zz‘[:y2 dx =7 - [x]O d A

Ve

dr
. . .V, 5
La razon de los volumenes es: Razén = =2 4
V4
5

Para la funcion y = x?, es decir, x = [y

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x =1,
X = \/Y, y = 0 ey =1, cuando giramos alrededor del eje OY.
Integrando “por discos”, obtenemos:
2 1
oy n[ydy=feyt |2 Y| —aE7
Vg —ﬁjol dy 77_‘-0ydy—[7ry]%J |:7Z' z}o—ﬂ o/ 7
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por

X = \/V, y =0,y =1y el eje QY, cuando giramos alrededor del eje
OY. Integrando “por discos”, obtenemos:
2 1
—al'x? dv = 2" A
V, _nj'ox dy_”.[o ydy-[;r 2} =

0

<

La razdn de los volimenes es: Razén = —A =
Vv
B

NN [N
Il
H

Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x%, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

!
VB=27r'|.01x-x2 dx=27z[%} :27”2%
0

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=1,y=x% x=0, x =1y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

4 2

0

21 41
VA=27ZJ‘01X-12 dX—27rJ‘01X-X2 dx= 27 - {X?} —27[-[)(—} =27r-1—27r-%=7r—%=%

0

La razon de los volumenes sigue valiendo 1.
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2. Para la funciény = x3:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

71t
VB=ﬂI:y2dX=7r-I:XGdX=7r-[X} 4

7

o 7

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=1,y=x3x=0, x =1y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 1 ! N ! 6
VA:7ZJ.012 dX—7rJ.OX6 dx=r - [X]O—ﬂ"|:7:|0 =7r—%:77[

, . , \Y
La razén de los volumenes es: Razdn =

Para la funciony =x°, es decir, x = 3/y:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x = 1, x = W, y =0ey =1, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 3 5T 3 2
O R A N L PR S

=0 — — = —

5 5
0

e Hallamos el volumen generado por la regidon A delimitada por x = W, y =0,y =1y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 1 2 N ' 3
ol oy -afy oy <y |
0

La razon de los volumenes es: Razdn =

Para la funciény = x™

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x", x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2n +1 1
VB=ﬂI:y2dx=ﬁ-j:x2"dx:n-[x } 1

= T
2n+10 2n+1

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1,y =x",x =0, x = 1 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 5 1 o X2n+1
VA=nj01 dx—njox dx=7z-[x] -7 =

1
0 2n +1

T 2n
j— — T
2n+1 2n+1
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2n
vV, n+1"
La razén de los volumenes es: Razdn = —& = an+b = 2n.
Vg 1 .
2n+1

Para la funciony = x", es decir, x = {/y:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x = 1, x = W, y =0evy =1, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 1 2 n ne2 n 2
VB=7rI012dy—7rj0y"dy=[ﬂy]t—[ﬂ y"} =7~ E
0

= T
n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = W, y=0,y =1y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

) L 2 n n+27t n
VA=7rij2 dyzﬂj'oy” dy=|:7Z'n y " } = r

+2 . T n+2
n
v 2"
La razén de los volimenes es: Razdn = -~ = n+e _ ﬂ_
v, 2 2
T
n+2

Observamos que la razén de los volumenes de revolucién que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidon que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcidn potencial correspondiente
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3. Estudiamos los volimenes de revolucién comprendidos entre x =0y x = 2.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x4, x =0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
(2.2 B x° 32
VB—ﬂj.oy dX—ﬂ-[?L_?

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =4,y =x% x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
Vo= [ 42 dx - 7 [ X dx=167 - [x] — S2% =327 - 2% 1287
A 0 0 o 5

5 5
128
La razon de los volumenes es: Razdn = V_A -9 _ % = 4.
5 32 32
5

Para la funcion y = x?, es decir, x = [y

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x = 2, X = \/V, y =0 ey =4, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 4
Vo= [ 22 dy—ﬂjzydy=[4ﬂy]g—[ﬂy7} _167 -7 _g,
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por X = \N, y=0,y=4y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:
2 4
_ 4 2 _ 4 _ y_ A\
VA—ﬂIOX dy—ﬁjoydy—{ﬂz =8r
0

. . ) \Y 8
La razon de los volimenes es: Razon = —2 = or
Vg 87
Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

=1

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y = x%, x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

44
VBZZIZ'J.OZX-deXZZJZ'-|:XT:| 2%287[
0

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=4,y=x% x=0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

2 2 4 2
Vo=2r[ x4 dx -2z [ % K dx=27z[4x} —2;:["} — 167 - 87 = 8x
0 0 2 4

0 0

La razon de los volumenes sigue valiendo 1.
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m Parala funciény = x3:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

7 2
(%2 dy — 206 4y _ X 1287
Vg _ﬂjoy dx =rx jox dx =rx {7}0 ==
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =8,y =x3 x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
7 2

2
Vo=n[ 8 dx—x[x dc=z-[6ax] —7-| % _ 108y - 1287 _ 7687
0 0 0 7, 7 7

768

. . . , V, 7
La razén de los volumenes es: Razdn = -2 = =6

5 1287

7

Para la funcién y = x3, es decir, x = S\N:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x = 2, x = W, y =0 ey =8, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 57°
Vg =7Z'j§22 dy—ﬂjjy?’ dy = [4z y]} —|:7Z'gy3:| =327r—96Tﬁ=64—ﬁ
0

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada por x = 3\/§, y =0,y =38y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

8
V, = ﬂf;xz dy = ”I: yg dy = {zgygl 3 96?”
967
La razén de los volumenes es: Razdn = x_: = % = g
5

Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x =0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

5 2
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =8,y =x3 x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

272 54 72
Ve=2z[ x-8dx—27[ x X dx=167- || -27-| 7~ 3, - 847 _ 967
0 0 2 5 . 5

0

La razén de los volumenes sigue valiendo 3 .
2
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m Para la funciény = x™:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2n+1 72 2n+1
Vg =7z.|.2(xn)2 Xx=rz- |2 _2
0 2n+1], 2n +1

e Hallamos el volumen generado por la regidén A delimitada pory =2", y =x", x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2
2n+1 2n +1
X :| :22n+17z__2 T 2n 22n+l
0

A :nj:(zn)z dx — 7zj02(x")2 dx = 77 - [22“x]z —;z-[

= V.4
2n +1 2n+1 2n+1
V 2n 22n+1
La razon de los volumenes es: Razon = -2 = L = 2n.
B 1 2n +1
—2
2n +1

Para la funcidny =x", es decir, x = W:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x = 2, x = W, y=0ey=2" cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 2n+2ﬂ_: 2
n+2 n+2

2n+2ﬂ,

: .2 n neo
VE,:7rf02 2° dy—7r‘|‘02 y" dy = [4z y]: —{ﬁnzzy 3”} =2""r -
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = W, y =0,y =2"vy el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 n+2
2" 2" = n n
V,=z| x*dy=xn ndy=|x——y " = 2" 21
A IO y IO 8% { n+2’ } n+2
n 2n+27z_
La razon de los volumenes es: Razén = \i = L = E
VB 2 2n+2ﬂ_ 2

n+2

Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 0, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

Xn+22 2n+2
n+20 n+?2

2 2
VB=2ﬁjOX-de=2ﬂ-IOX-X”dX=27r-[ 2

e Hallamos el volumen generado por la regidén A delimitada pory =2", y =x", x =0y x = 2, cuando giramos
alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
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2 2 n+2 2 n+2
VA=27r.|‘2X-2” dX—ZﬂIZX-Xn dx=2""1z- |2 | —27.| % =2" g — 2 2= D o2y
0 0 2 0 n+20 n+2 n+2

La razén de los volimenes sigue valiendo n.
2
Se sigue manteniendo los mismos resultados:

Observamos que la razén de los volumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcion potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente
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m Estudiamos los volimenes de revolucidn para la funcién f (x) = x> comprendidos entre x =1y x = 2.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x4, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
5 2
2 X 32 31z
Vy =7rj yidx=7-|— _r _Z_27F

1 5, 5 5 5
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =4 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x?(entrex = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

Vo=x[ 4 dx—x[ 1 dx—x['x* dx=16r- [x]: —x Xk _%zszﬁ_n_ﬁ:%

5
124
La razon de los volumenes es: Razdn = \i —_95 _ % =4
. 8l 3l
5

Para la funciony = x?, es decir, x = [y :

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =2 (entrey=0ey=4),x=1(entrey=0
ey=1), x= \/Y, (entre y = 1 e y = 4), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,
obtenemos:
2 4
o 22 ave s P2 dv— 2 v dv —arlvl — LY S - — T _ T
Vy _nJ'OZ dy ﬂjol dy ﬁjo y dy =4z[y]; - 7 [yk 72[ 2} =167 — 7 87 + - =
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por X = \/V, y=1,y=4y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

4
0 dy = o[ YA z 15z
V, —7Z'LX dy_fzj10 ydy_z{7}1 _8”_5_7
157
. . ) V, 2
La razén de los volUmenes es: Razén = A& = 4 =1
\Y 157

B
2
Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x%, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
2
2 x* 15
VBZZﬁI X-x*dx =27 |~— :872'—£:_7[
i 4 . 2 2
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =4 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x?(entrex =1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
2 1 2
2 2 2 2 4
Vi=2z[ x-ddc-2z [ x-1dc- 2z x-x* dx=8z- || —27|°| —2z-|7~| =
0 0 1 2 0 2 0 4 L
157

—167 -7 - 87 + & =8
2 2

La razon de los volumenes sigue valiendo 1.
m Estudiamos los volimenes de revolucidn para la funcidn f (x) = x3 comprendidos entre x = 1y x = 2.
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e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

72
Vsznjz(x3)2 dx=g. || 21287 7 12
: 7,7 77

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=8 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x3(entrex = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2

2 7
V, = ﬁIOZSZ dx — ﬂj:lz dx — ﬁflz(x3)2 dx = 647 - [X]0 —xxfy -7 {X?l =1287 — 7 — @ = @
162
La razén de los volumenes es: Razdn = V_A —_ 95 _ E =
5 1270 127
5

Para la funciony =%, es decir, x = ify:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =2 (entrey=0ey=8),x=1(entrey=0
ey=1), x= \/Y, (entre y = 1 e y = 8), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,
obtenemos:

2 8
Vg :”I:ZZ dy—ﬂ.[:lz dy—ﬂJ.: y® dy =4z[y] - = [y} —ﬂ'ligy%:| 2327[_7[_96?72_'_3?71:62%
0

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por X = W, y=1,y=8y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

8
8y 3 5 9%z 3r 93x
V, =7 Sdy=n|-y?| =—-—=—
= zf Y dy [5y1 SR
937
La razén de los volimenes es: Razén = -2 = S _ % = E
vV, 62r 62 2
5
Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY

integrando “por tubos”.

<

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x3, x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:
5 2
2 X 4 2 2
A :271-.[ x-x3dx=2r |2 :6_7[__7[:6_ﬂ

1 5, 5 5 5
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =4 (entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0y
x=1),y=x3(entrex = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

) N ) X22 le X52
VA=2ﬂIOX-8dx—2ﬂIOx-ldx—Zﬁle-x3 dx:167r-[2} —27Z'|:2:| —27:[5} =

0 0 1

=327z—7z—64—”+2—”=93—”
5 5 5

3
La razon de los volumenes sigue valiendo E

m Estudiamos los volumenes de revolucién para la funcion f (x) = x” comprendidos entrex =1y x = 2.
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e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2n+1 72 2n+1 4l
Vo =2 () de=r- | 2 2z w2 1
1 2n+1] 2n+1 2n+1 2n +1

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=2" (entrex=0yx=2),y=1(entrex=0

yx=1), y = x" (entre x = 1 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
obtenemos:

2 o0y 2 1.2 2 ny2 2n 2 L X2n+12
Va=rf, @) dx—z[ 1% dx =z [ (") dx=2"7[x] -7 [x) -7 =

2n+11
2n+1
=22"+17r—7r—2 T+ ! = 2n (22””—1)7[

2n+1 2n+1 2n+1

2n (22n+1_1)ﬂ_

La razén de los volimenes es: Razdn :V_Az 2n +1 =2n
VB 1 (22n+1_1)ﬂ,
2n+1

Para la funciony = x", es decir, x = {/y:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx =2 (entrey=0ey=2"),x=1(entrey =0
ey=1), x= W, (entre y = 1 e y = 2"), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,
obtenemos:

o

" p n n+2
VB=7;J'02 22 dy—7rj'0112 dy—ﬁjj y% dy=47r[y](2) _ﬁ[y](l)_ﬁ{nzzy 4} _
0

n 2" 2 4 n T = 2 (2"*2—1)7r

=4z - 2" — 1 - =
n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por X = W, y=1,y=2"y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

2y n n+2/ n N2 n n n+2
V,=x ndy =rx n = 2 T — T = 2 1)z
A Ly y [n+2y l n+2 n+2 n+2( )
(22 -1)z
. . , Vv n+2 n
La razon de los volumenes es: Razon = -2 = —
B 2 (n+2 1)71_ 2
n+2
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x", x = 1, x = 2 y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

n+2 7?2 n+2 n+2 _
et 1, 2t o)
n+21 n+2 n+ 2 n+2

2
VB:27Z-J.1 X« X" dx=27r[

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory=2"(entrex=0yx=2),y=1 (entrex=0
yx=1), y=x"(entre x = 1y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

27?2 2t n+27?
V=27 x-2"dx -2z [ x-ldx— 27 x-x" dX=2n+17Z'-|:X7i| —2;{%} —27:-{)( } -

n+2
A gt =" (2 1)
n+2 n+2 n+2
La razén de los volumenes es:
n
(2n+2 1)7[
. A N+2 n
Razon = -~ = > =—,
B (2n+2 1)7[ 2
n+2

gue coincide con la anterior.
Se sigue manteniendo los mismos resultados:

Observamos que la razén de los volumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los voliumenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcidn potencial correspondiente
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4. Estudiamos los volumenes de revolucién para la funcion f (x) = x" comprendidos entrex =ay x = b.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = X", x = a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

b
b X2n+l b2n +l7z_ a2n+17z_ 1

Vg =7 x")? dx =7 - = — - p2n+l _ g2n+t
° Ia( ) [2n+1}a 2n+1 2n +1 2n+1( )ﬂ

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =b" (entrex=0yx=b),y=a" (entrex=0
y x=a),y=x"(entre x =ay x =b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:

a b 2n +1 b
Vo=z[ (077 de -7 ["a® de— 7| (x")? dx=zb” [ - x| - = {X } -

2n +1],
— gb ! _ a2l 1 (b2n+1_a2n+1)ﬂ,: 2n (b2n+1_a2n+1)7Z
2n +1 2n +1
2n (b2n+l _aZn+1)ﬂ_
, . . , V, 2n +1
La razon de los volumenes es: Razdon = -4 = =2n
V, 1 (2n+1_a2n+1)7z_
2n +1

Para la funcidn y = x", es decir, x = W:

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx =b (entrey=0ey=b"),x=a (entrey=0
ey=a"), x= W, (entre y = a" e y = b"), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

obtenemos:
bﬂ
I L o N Y 3 O 2 [yl L7
Ve=r [ b2 dy—x[ a’dy-xz[ y"dy=zb[yf -xa®[y]] —ﬂ{n”y L—
:7z-b”+2—7z-a“+2— n (bn+2_an+2)ﬂ_: 2 (bn+2_an+2)”
n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por X = W, y=a", y=b"yel eje OY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

n

VAzﬂ_[bnny% dyzﬂ.{ n yn+%:| __n b" 2 5 — n a"t? g = n (bn+2_an+2)ﬂ_
a n+2 o N+2 n+2 n+2
n (bn+2_an+2)7z_
La razon de los volumenes es: Razdn = V_A = n+2 — n
B 2 (bn+2_an+2)7z_
n+2
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = X", x = a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

— Lo = (bn+2_an+2)ﬂ,

n+2b n+2 n+2
Vo =27[ x-x"dx=27-|> b 2 2
a . n+2 n+2 n+2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =b" (entrex=0yx=b),y=a"(entrex=0
y x =a), y = X" (entre x = a y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

2P 272 n+2P
VA=2ﬂj;x-b" dx—ZﬁIOax-a" dx—2njbx-x” dX=2b"7r-{X2} —2a”7r{x7} —Zn-[x } =

0 0 n+1a
2 2 n
=bn+2ﬂ__an+2ﬂ__ bn+2ﬂ_+ _an+2ﬂ_= (bn+2_an+2)ﬂ_
n+2 n+2 n+2
La razén de los voliumenes es:
n
(bn+2 an+2)7z_
Razén—VA—n+2 n
= - =
VB Z(bn+2_an+2)ﬂ_ 2
n-+

gue coincide con la anterior.
Para las funciones f (x) = x", con n natural, se siguen manteniendo los mismos resultados:

Observamos que la razén de los volumenes de revolucién que se generan cuando giramos alrededor del eje
OX es 2n, es decir, el doble del valor del exponente de la funcién potencial correspondiente.

En el caso de la razén de los volimenes de revolucidn que se generan cuando giramos alrededor del eje OY
es n/2, es decir, la mitad del valor del exponente de la funcidn potencial correspondiente
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5. Estudiamos las funcionesy=x", N € Z ~.

-1
Comenzamoscon Yy = X = = —.

X
m Entre 0y a, con a > 0, se obtienen volumenes de revolucion infinitos ya que las areas de las regiones Ay B
son infinitas.

m Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x" 1 :1 comprendidos entre x =1y x= 2.
X

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = 1, x =1, x =2y el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2

2
VB=7Z'J.1 deX=7Z"|:—£:| =7z-[—%+1)=%
Xl

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1 (entrex=0y x=1),y =0,5 (entre x =

Oyx=2),y-= 1 (entre x = 1 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
X

obtenemos:

1 2 2 oo T
V, = ﬂjo 1% dx — 7Z'L x % dx — ”.[00’52 dx= 7 - [X]0 \Y 0257 [x]; =7 + 5 057 =7
. . . V,
La razén de los volimenes es: Razdon = —& =

Para la funcion y = l, es decir, x = l
X y

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x =2 (entrey=0ey=0,5),x=1 (entrey =

Oey=1), x = i, (entre y = 0,5 e y = 1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,
y

obtenemos:
1

: _ 1
Vg =ﬂj00522 dy+7rJ‘:’5 y ? dy—;rﬁ)l2 dy =4z[y]° +7r{—;} —alxy=2r+ 7 -n=2x

0,5

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory = l, y=0,5,y =1y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

V= y? dy:ﬂ[—l} [ 1- (D] =x

0,5
0,5

, . , V 1
La razén de los volumenes es: Razén = 2 = — = E
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY

integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = l, x=1,x=2y el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=27ZJ‘12X-%dX=27r- X} =27

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1), y = 1 (entre x =
X

1yx=2),y=0,5(entre x =0y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

2 11 2 x| x|
VA=2ﬂjox-ldx+2nIOx-;dx—ZﬂIOX-O,de=27r- S| eS| mrv2r-27=a

0 0

. . . V. r 1 . .
La razén de los volimenes es: Razén = —2 = — = = que coincide con la anterior.
2

g 27
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m Estudiamos los volimenes de revolucion para la funcién f (x)= = comprendidos entrex=ayx =b.
X

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y = 1, X =a, Xx = by el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
b
Vg =7r.|‘bx’2 dx =7 - [—l} =7 —1—(—1j =(£—1j7r
a X1, b a a b
1

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = 1 (entrex=0yx=a), y = = (entre x
a X

=ayx=b), y= % (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:

a 1l b b1 a 1 1
VA:zJ.O?dx+7rJ.ax 2dX_”.[ot)2dXZ;'[X]O+(a_b]”_§2—[X]g:

1 1
Larazén de los volimeneses: Razéon = A =—~~ ~/ _ 9

Para la funcion y = 1, es decir, x = l
X

y
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =b (entrey=0e y = %), X = 1, (entre
y = % ey= 1), x=a(entrey=0e y = i), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,
a a
obtenemos:
1/b 1/ 1/ 1 Y
a. _ a 1/b 1/
Vy =7 IO b2 dy + 7z le y 2dy— ﬂ'J.O a? dy =b’z[y}* + = {— ;} —a’z[xf{* =
1/b
=br+(b-a)yr-azr=2(b-a)~x
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = E, y = 1, y = 1 y el eje OQY, cuando
y a

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

\QZEFMYZWZn{—E} —g[-a-(-b)]=(b-a)z

1/b
y 1/Db0,5

V, (b-a)r 1

La razdn de los volimenes es: Razén = —&
V, 2b-a)r 2
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = l, X =a, x = by el eje OX, cuando
X

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

\@=2nﬁx~§m=2ﬂ-mg=ub—mﬂ

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = 1 (entrex=0yx=a), y = 1 (entre x
a X

=ayx=b), y :% (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

2 1 b1 b1 2z [x* 2z [x2]
VA=2ﬁij-gdx+2nJax-;dx—Zﬁjox-de:—-[7} —2(b—a)7r—T-[—} =

0

—ar+2b-a)yzr-br=0b-a)x

V, (b-a)r

Larazéon de los volUmeneses: Razbh= 2> =~ 7"
V, 2(b—-a)x

1 . )
= E' gue coincide con la anterior.
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Estudiamos los volimenes de revolucion para la funcion f (x)=x"?2 :iz comprendidos entre x =1y x= 2.
X

2

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada pory = x™ %, x =1, x = 2 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

2 2 17 1 1 T
V., = =2 d = P S =7 | - — — | = = -
° ”L bt f o= [ 3x3l g ( 24 [ 3)) 24

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1),y=x%(entrex=1

yx=2),y= 1 (entre x = 0 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
4

obtenemos:
1
1 2 2 2 1 2 772' 1 2 772' 1 7
V,=z| ?dx+7n X 2) dx - x | dx=7-|IX| + —=-—7x|X|, =7+ —-=m=—"1x
A IO L( ) IO(J []o 24 16 Xk 24 8" 6
Lge
La razon de los volumenes es: Razcl)n:\izs—:ﬁ=4
Vg l” 6
24
Para la funcién y = 12 , es decir, x =i = y‘%

x i

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x=2 (entrey=0evy = 1 ), x=1(entrey=0
4

ey=1), x=y %, (entrey = % e y = 1), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”,

obtenemos:
Vg =7 J‘OM/ 22 dy+ 7 J.jj  yLdy - ”E 1 dy =4z [y} + 7 [Iny], - =[x =

=g+Ind-m-z2z=Ind -x

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = y =%,y = 1, y =1y el eje OY, cuando
4

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:
1 1
V., =7rL/4y Ydy =7 [In X]M =r-In4

V, 7-In4

La razén de los volumenes es: Razdn = —
Vg 7-In4
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1

2,x=1,x=2ye|ejeOX,cuando
X

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y =

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=27rJ;2x-Xi2dx=2ﬂ-[Inx]f=2-|n2-;r

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1), y = iz (entre x
X

=1lyx=2),y= 1 (entre x = 0 y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
4

obtenemos:

2 ! 272
vA=2;zj2x-1dx+2;zjlx-idx—znjzx-ldxﬂn- Xl s2.m2.z-2z-2 | X
0 0o "2 0" 4 2 4 |2

0
=m+2:-In2-m-m=2-1In2'm

. . , \Y 2:-In2-x o .
La razén de los volumenes es: Razén = -2 = — —— ~ —1 que coincide con la anterior.
Vg 2:In2-7x
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Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x"? :iz comprendidos entre x =1y x=3.
X

2

e Hallamos el volumen generado por la regidén B delimitada pory = x™°, x =1, x = 3 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

3
VB=ﬂj3(x‘2)2dx=7z{—%} =7 _i_(_lj _ %z
! 3 |, 81 | 3 81

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1),y=x%(entrex=1

yx=3),y= 1 (entre x = 0 y x = 3), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
9

obtenemos:

) 3 2 (1) S o267 1 267 1 104
VA:7rIO1Z dx+7r.|.1 (x 2)2 dx_”.[o(gj dx:yz-[x]0 +8—f—§iﬂ[x]g =ﬂ+8—f—§7r:§n

104
La razoén de los volumenes es: Razén = V_A = 81 = 10_4 =
V, 26 26
—7
81
Para la funcion y = 12 , es decir, x = 1 = y’}/2
X y

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =3 (entrey=0ey = E), x=1(entrey=0
9

ey=1), x= y’}/?, (entrey = % e y = 1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

obtenemos:

¥ 2
A =7z.[0932 dy+7rLi9(y %J dy—;zﬁ)l2 dy =9z [y}* + 7 [In vy, — 7[x]; =
=7+InN9%9-7-7=In9 -7

® Hallamos el volumen generado por la region A delimitada porx = y }/2, y= 1, y =1y el eje OY, cuando
9

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:
v, = z[’ 7%2d—7r[ln ]1 =xz-In9
AT y y = Yl =

, , , \ 7-In9
La razdon de los volimenes es: Razén = -2 =" — =~ -1
V, 7-In9
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1

2,x=1,x=3ye|ejeOX,cuando
X

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y =

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=2ﬂL3x-X—12dx=2ﬂ-[Inx]f=2-|n3-n

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1), y = iz (entre x
X

=1lyx=3),y= 1 (entre x = 0 y x = 3), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
9

obtenemos:

2 ! 273
vA=2zj1x-1dx+2;zj3x-idx—znfx-ldx:z;z- Xl s2.m3r-27-2. X 2
0 LT " 9 2 9 |2

0
=m+2:-In3-m-m=2-In3 1

. . , \Y 2:-In3-7x o .
La razén de los volumenes es: Razén = -2 = — —— = — 1 que coincide con la anterior.
Vg 2-In3-7
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Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x"? :iz comprendidos entre x=a y x=b.
X

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x %, x = a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:
b
b 2 1 1 1 1 1 1
Vo=rx| X?) dx=r-|-—| =0+|-——-|-—=| |=27|5 - =
° -[a( ) [ 3X3l [ 3p? [ 3a3]j 3 (a3 b3)

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory = iz (entrex=0yx=a),y=x2(entrex =
a

ayx=>hb)y= iz (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:
a 2 b, of 1) 1 . 1 (1 1 1 b
VA=7Z'I " dX+7zL(X dX—ﬁIo o7 dX=—47r-[X]O+f7z PO —b—47z[x]0=
1., 1 1 1 1 _41ﬂ_4ﬁi_4”(1_1)
a’ 3 a* 3 p* P 3at 3 b® 3 a® bl
4(1_1Jﬂ
3 3
La razon de los volumenes es: Raz(’)nzv_Az 3la b =4
V, 1(1 1
3la® )"

Para la funcidn y = 1 es decir, x = i = y’%

x? Jy
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x=b (entrey=0evy = 12 ), x=a(entrey =
b
_ 1 S A _ 1 _ 1 . : u
ODey= 7), Xx=y 72, (entrey = — ey= < ), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
a b a

discos”, obtenemos:
2 a2 _ 2 a? 2 2 2
Vg =7 I:/b b dy + 7 J.;/bz (y /]/2) dy — ”IZ a? dy =b2z [y + 7 [In yEZZ —ra? ¥ =

=z+27-(Inb-Ina)-z=2-(Inb-Ina) -z

1 1

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = yf%, y = y=—
a

) y el eje OY,
b

cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:
J/a2 B 2 1/b2
VA:ﬂL/bz(y }/2) dy = 7 [In y]]/bzzz-(lnb—lna)-fr

La razén de los volumenes es: Razdn = V_A = 2z -(Inb —1In a) =
Vo 2z-(Inb-1Ina)
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y = 12 ,X=a,x=byel eje OX, cuando

X
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

VB=27zJ‘abx-Xi2dx=2ﬂ- Inx=2-(nb-1Ina) -z

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory = iz (entrex=0yx=a), y = iz (entre

a X

Xx=ayx=b)y= iz (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”,
b

obtenemos:

a1 b1 o 1. 2z [x] or [x2]
V, =27 X-—=1dx + 2x X-—dx - 27| X-—=dx=—"-|—| +2-(Inb-Ina)- =7 - = |—| =
A .[o a? .L X2 .[o b2 a? {zl ( ) b2 [ }

=n+2:-(Inb-Ina)-m-n=2:-(Inb-Ina)'n

, . . \ 2:(nb-Ina)-r - .
La razén de los volimenes es: Razén = -2 = ( ) =1 que coincide con la anterior.
Vg 2-(Inb-Ina) -7
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Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x""=-— comprendidos entrex=ay x=
Xn

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x ", x=a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

b
b 2 X—2n+1 b—2n+1_a—2n+1 1 1 1
Vg = x " dx=7z|-———| =x- = . - .
® ﬂja( ) g { -2n +1L " [ -2n+1 j 1-2n (bz”l az”lj "

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por y = 1 (entrex=0 yx=a),y=x"(entrex=
an

ayx=>hb)y= 1 (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
bn

obtenemos:

VA:”IOanZ-ndX_'_”J-:(Xn)Z dX—ﬂ'J-Ob 1 T p-2n+l _ g-2n+l

a a T
b2 dx= aZ“'[X]OJr -2n+1 ”_bT[X]b

1 1 1 1 1 2n 1 1
:a2n71ﬂ-+1_2n bZn—l_aZn—l ﬂ_bznflﬂ:l—Zn bZn—l_aZn—l a

2n ( 1 1 j
— T
2n -1 2n -1
La razon de los voliumenes es: Razdon = —& = 1-2nb a =4

v, 1 1 1
1-2n b2n—1_a2n—1 7
1n,esdecir,x= 1 :y’%
X Vy

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x=b (entrey=0ey =

<

Para la funcidn y =

1

n

), x=a (entrey =

1

n

Oey=

1n ), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por

), x:yf/]/",(entrey=iey=
b" a

discos”, obtenemos:

ya"
_ Yo" Ya( v 2 Ya' o, _h2 1/o" n n;2 2 [Wa"
VB—ﬂIO b dy+njj/b"(y j dy—;rj‘0 a? dy =b?z[y}" + 7 Y ]/bn_”a X[ =
R N A - 1 _ 1
n-2 a‘n—2 bn—2
e Hallamos el volumen generado por la regidon A delimitada porx = y_}/“, y = 1 , Y = 1 y el eje OY,
b" a"

cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

_pyb"
ey n no oo 1 1
VA_”L/b"(y ) dy_”n—z{y Lb" “hn-2 " (a”‘z b"‘zj

n 1 1
-jz'- [—
V, n-2 a"? b"?) n

Ve 2 _”_(1 - 1J_E
n-2 an—2 bn—Z

La razén de los volumenes es: Razdn =
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

e Hallamos el volumen generado por la regiéon B delimitada por y = 1 ,X=a,x=byel eje OX, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

2-n 7P 2-n 2-n
Vo =2z x- —dX—27Z' X EPY [N S Y AL
2—nal 2-n 2-n

e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada pory = 1 (entrex=0yx=a), y = — (entre
a" Xn

x=ayx=h),ys= 1 (entre x = 0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
bn

obtenemos:

a b
Vv, —272-“ x—ldx+27rj X - —dX—Zﬂ'IX —dx—zﬁ[ﬁ} +2—”(2‘” bz-”) 2_”{)(_2} -

— — n . 2-n 2-n
== - ( -b )

n _ _
R ( 2-n _p2 n)
. . . .V, n-2 n I
La razén de los volimenes es: Razdn = b = — que coincide con la

V_B 2 R (Z—n b2—n)

anterior.
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L
Consideramos las funciones y = x% con P Q.

1
Estudiamos los volimenes de revolucion para la funcién f (x) —+/x = x2 comprendidos entre x =0y x= 1.

N

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 2 2 !
VB=ﬂI:[X2J dx=7z-[x7} =%
0
1

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1) ey = x2 (entrex =
0y x=1), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1)? 2!
VA=7zJ‘0112 dX+nI:[X2] dx =7Z"[X]t—72'|:x—:| =7r—£=Z

,x=0,x=1y el eje OX, cuando

2

0

V4
. . o Va2
La razén de los volumenes es: Razén = & = & =1
V4
2

1

., es decir, x = y?
X

Para la funcidn y =

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx =1 (entrey=0ey=1)ex =y? (entrey =
0 ey =1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1
vo-n [y [ o < nlyh | S] < T2
0

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada porx = y?, y =0, y = 1 y el eje OY, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

1
o=z (y2f dy =~ {y—s} =<

5 0

. . , V
La razén de los volimenes es: Razén = —& =
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x2, x =0, x = 1 y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 57t
Vg ZZEI:X'XZ dX=27T-§|:X2j| =4—”

0

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1)e y = x? (entre x

=0y x = 1), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 2 7t 5T
\ ZZﬂIIX-ldX+—2ﬂI1X'X2dX=27Z" X —27r-g- X2 :7r—4—ﬂ:z
. 0 0 2 5 5 5

0 0

, . , \Y
La razén de los volumenes es: Razén = -2 =

1 L .

= — que coincide con la anterior.
4

B

m‘ﬁ‘o—l\h\
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1
Estudiamos los volumenes de revolucion para la funcion f (x) =\/; = X2 comprendidos entre x=ay x=b.

N

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

) b
Vg = ﬂj:(x;J dx = 7 - {g} =%(b2 ~ a?)

,Xx=a, x=byel eje OX, cuando

1
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory = 4/b (entrex=0yx=b), y = x2 (entre x

=ayx=b)ey=.a (entre x =0y x = a), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:
1

V, = ﬁjz (\/5)2 dx — ﬁ_[: (XZJ dx — ﬁj:(\/a)z =7z-[xly -7 (0* - a*®) - m[x]; =

—7b? —%bz +Za? -~ za? :%(b2 ~ a?)

2
V g(bZ _ aZ)
Larazén de losvolimeneses: Razbn = A =<4 1
B 7 b2 _ a2
> ( )

1 , es decir, x = y?
XZ

Para la funcidn y =

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x =b (entrey=0evy = 4b); x=y? (entrey
=Jaey=4+b)yx=al(entrey=0ey=.a), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
discos”, obtenemos:

Vo =z [P0 dy —x [ (v'F dy —x [ "a% dy = xb? [y]" - (b% - a%)—ﬂaz )" =

r
5
- = %”(b% —a’%)

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por x = y?,y = Ja,y=4+b yelejeQY, cuando
giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

5 7Vb
e ST o | < (o)
Ja

v ”(b% _ a%j
La razén de los voliumenes es: Razdn = -~ S ==

Vo o M(b% _ a%] 4
5
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x2, x = a, x = b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 57°
\ =2ﬁj:x-x2 dX=27T'§|:X2:| =4?”(b% —a%)

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory = /b (entrex=0yx=b) e y = X2 (entre

X=ayx=b)ey=.a (entre x= y x = a), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,
obtenemos:

1
Vv, =2;rJ';x-\/de—27r Lb X - x2 dx —ZﬂIOax-Jde=
2 4z (s oy 21 Az .y
PPN ' (. P i (A
2 5 2| "5

0
v ﬁ(b% _ a%)
La razén de los volumenes es: Razdn = —A = 5 = — que coincide con la anterior.
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P
Consideramos los volumenes de revolucion para la funcion f (x)=x9, con P e Q*, comprendidos entre x
q
=ayx=bh.
P
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x%, x = a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

p\? 2p+q7 2p+q 2p+q
VB=7TJ.b[Xq] dx = 3 ﬂ'{x I } -4z {b ¢ —a 1 ]
a 2p+q 2p+q

p p

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory = b (entrex=0y x=b),y = x? (entre x

P
=ayx=b)ey=a’ (entre x =0y x = a), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,
obtenemos:

o £ i o[ 2 i 2 2prx s Zpre
VAzfrjo b dx—;r_[ x4 | dx —n_fo a’ == b ¢ —a ¢
2 p+q

[ 2p+gq 2p+q )
2prw b ¢ _g @
2p +
La razén de los volumenes es: Razon = \Q = P+ = - — Q
vV 2p+q 2p+q q
B qr b d D AT
2p+q
P 4 i :
Para la funcion y = x9, es decir, x = y '
P a
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por x=b (entrey=0ey=b%); x= y” (entrey

P L L
=a%ey=Dh?)yx=a(entrey=0ey=a’), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

obtenemos:

. o 1)? o p+2q p+2g
Vo= | bzdy—ﬁfbp(yp] dy -7 [ 2t dy == 202 {b T _ga 9 ]

p+2q

kil P P
e Hallamos el volumen generado por la regidn A delimitada por x = y?,y=a%,y= b" y el eje OY, cuando

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

KA, pr2g7” pr2a  pr2
VA:ﬂ'J.bp yP | dy=nrx P y P S L A TP
K p+2q s p+2q

pﬂ' p+2q p+2q
b q —a q
. . p + 29 P
La razén de los volumenes es: Razén = —A = L ==
VB 2 p+2q p+2q 2q
qr
b ¢ _g ¢
p+29
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

P
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x%, x =a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

P p+2q b p+2q p+2q
VB=27rI1X-Xq dx = 27 - — 1 x A =2q—”b ¢ —a 1
0 p + 29 p + 29

P P
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada pory = b (entrex=0yx=b)e y = x? (entre

P
Xx=ayx=b)ey= a% (entrex =0 y x =a), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por tubos”,

obtenemos:
b 2 b £ a L D7 p+2q P+29
VA=27rJ'x-qux—27rj x-qux—Zﬁ_[x-aqu:...: b ¢ —a ¢
0 a 0 p + 2q
[ p+2q p+2q
pﬂ- b q —a q
, . i V p+2q P .
La razén de los volumenes es: Razdn = -2 = = 3 == que coincide con la
P +2q P+2q
Ve 2q 7w b 7 g T 2q
p+2q

anterior.
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P
Estudiamos las funciones y = x9, P eQ .

1
-5 1
Comenzamoscon Yy =X 2 =——entrex=1yx=2.

Jx

1
e Hallamos el volumen generado por la regidon B delimitada pory = x 2
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

,X=1,x=2y el eje OX, cuando

1 2
A =7rLz (X_Z] dx=7z-[Inx}f =z In2

1
e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada pory =1 (entrex=0yx=1); y= x 2 (entre x

=lyx=2)ey= % (entre x =0y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”,

obtenemos:

V, = ﬂjollz dx + ﬂjol [X_

2

] dx—;rjj(%) dx= 7z - [x] +7rln2—%[x]§ =zIn2

N

, , , \Y
La razén de los voliumenes es: Razdn = V_ = =1

1 , es decir, x = y 2
X

Para la funcién y =

1
V2
=1 ey=1)yx=1(entrey =0 ey =1)cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”,

V2

obtenemos:

e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada porx =2 (entrey=0ey = ), x=y?(entrey

Y =7rj%22 dy+7rj%(y‘2)2 dy —jllz dy = =4—”(2\/§—1)
5 . X . =

2

L ,¥=1yeleje OY, cuando

A

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada porx = y™ %,y =

giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

V- el b2 dyzﬂ{y‘j Tz 1)

5 —

-

(22 -1)

T
La razén de los volimenes es: Razdn = -2~ 3 7 =

Ve =4:;’(2\/5—1)

N|lE
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
® Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x 2,x=1, x =2y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 372
Vg =27rJ'12x-x 2 dX=27Z'-%|:X2i| =4?”(2\/§—1)

1

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por pory =1 (entre x=0y x=1); y= x 2

(entrex=1yx=2)e y= 1 (entre x =0y x = 2), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
tubos”, obtenemos:
1 2 _1 2 1 T
Vi, =27r'|.0 X-1ldx +-27 J.l X-X 2dx - 271.[0 x-—zdx= ...=§(2\/_—1)

2
~lev2-1)

La razon de los volimeneses: Razbn=-A=-2_ — —, que coincide con la anterior.

Ve =4;(2\/§—1)
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1 1
Consideramos Yy = X 2 = ——=entrex=ayx=bh.

Jx

1
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada pory = x 2, x =a, x=b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

1 2
v, =ﬂj:(x'2J dx=7-[InxP =z (nb -1 a)

N

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = i (entrex=0yx=a);, y=Xx
a

(entrex=ayx=b)e y = i (entre x =0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por

discos”, obtenemos:
1) o 1Y o 1 i
V, =z ==| dx+z[|x 2| dx—=z[]|—==| dx=..=z-(Inb—1In a9
o) s w1 <

, , , V 7 (Inb-1Ina
La razdn de los volimenes es: Razén = —& = ( ) =
Vg 7 (Inb-1Ina)

1
X

Para la funcion y =

e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada porx=b (entrey=0ey = 1 ), x=y 2 (entrey

1 i) yx=al(entrey=0ey-= i) cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por
Vb Ja Ja

discos”, obtenemos:

ey-=

B—ﬁjszdy+7zjf ¥ dy —ﬂjffdy— =4Tﬁ(b\/5—a\/§)

Y= i y el eje OY, cuando

a

2

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada porx = y~ 2,y =

ol

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por discos”, obtenemos:

Bls

V, = ”J‘;%(y‘z)z dy = 7 [{_?j :%(b\/ﬁ— ava)

ol

v, (bJB - a\/_)

, , , 1
La razén de los volumenes es: Razdn = = ==
4

V_ 4”(b\/5—a\/_)
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

1
® Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por y = x 2,x=a, x=b y el eje OX, cuando

giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

1 3P
Vg =27rJ':x-x 2 dX=27Z"§|:X2i| =4?7[(b\/5—a\/§)

a

1
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = 1 (entrex=0yx=a); y=x 2
a

(entrex=ayx=b)e y = 1 (entre x =0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por

tubos”, obtenemos:
1
a

N |-

V, = Zﬁfoax- dx +27 J'; X-x 2dx — ZnJ‘:x-idx: =%(b\/5 - a\/a)

Vb

=1

. bio-ed

La razon de los volumenes es: Razon = = = —, que coincide con la anterior.

E ‘:Z(b\/g—a\/g)
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_P
Consideramos los voliumenes de revolucion para la funcién f (X)=x ° =

[EY

, comprendidos entre x = a

q Xp
y Xx=b.
_P
e Hallamos el volumen generado por la regidon B delimitada pory = x %, x=a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje OX. Integrando “por discos”, obtenemos:

_Pp 2 a-2p ° q-2p q-2p
VB:EI:(X qJ " qu,,[x | ] :qqﬁmlb S ]

e Hallamos el volumen generado por la regién A delimitada por y =

_PF
1 (entrex=0yx=a),y=x ¢

p
a q

(entrex=ayx=Dhb)e y = 1 (entre x=0vy x = b), cuando giramos alrededor del eje OX. Integrando “por
VA
discos”, obtenemos:

2 2

p\? a-2p q-2p
VA=ﬂI: % dX+7Z'J‘:{X q] dx —ﬂj:% =..= Zp;[ [b ¢ —a 1 }
[ a-2p q-2p]
2px b ¢ _g @
-2
La razén de los volumenes es: Razén = —A = a P L 4 Q
q-2p q-2p q
B qz b ¢ _g ¢
q—2p_ |

_P a
Paralafuncién y = x 9, esdecir, x = y~ ’
_P
e Hallamos el volumen generado por la regién B delimitada por x =b (entrey=0ey=b %); x=y
P

_a
p

_P P P
(entrey=h “ey=a 9)yx=a(entrey=0ey=a 9), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando

“por discos”, obtenemos:

o S Y - a-p  24-p
VB=ﬂI; b? dy+7rfn[Y'p] dy—frjo a’dy=..= 297 {b i _a ° ]
p d

p

, Y= aiayel eje QY,

_P
e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por x =y g
cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por discos”, obtenemos:

a,s a2 b p-2q712 pr 20-p 20-p
V. = P dv = p — a ¢ _p ¢
' ﬂjbz[y } ST [y L‘? p‘zq[ J

29 -p 2q-p
p”2 a ¢ _p ¢°
La razdén de los volumenes es: Razén = V_A = P a = = — P
V 20-p 29-p 2
B 2qr a ¢ _g ¢ q
P—ZCI_ |
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Hallamos el valor de la razén anterior, la de los volimenes engendrados al girar las regiones sobre el eje OY
integrando “por tubos”.

_br
e Hallamos el volumen generado por la region B delimitada por y = x 9, x=a, x = b y el eje OX, cuando
giramos alrededor del eje QY. Integrando “por tubos”, obtenemos:

_Pp 2q-p° 2g-p 2q-p
VB:2nj:x-x qu=2;z-2qq p{x ! } =%{a ¢ —-b 1 }

p P

e Hallamos el volumen generado por la region A delimitada por y = a ¢ (entrex=0yx=a)e y = x 9

_P
(entrex=ayx=b)ey=Db ® (entrex =0 y x = b), cuando giramos alrededor del eje OY. Integrando “por

tubos”, obtenemos:

b -k b _P a _P D7 20-p  20-p
VA=2ﬂIx-aqu—2ﬁj x-qux—Zﬁjx-qux:...: a ? —-pb ¢
0 a 0 p_2q
[ 20-p 2g-p]
pﬂ- a q _b q
-2
La razén de los volumenes es: Razdn =V_A= P q; = _P que coincide con la
A 2q7 29-p 29-p 2q
a q —a q
p—ZQ_ |

anterior.
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Recogemos los resultados obtenidos en una tabla.

Funcidn Intervalo Razon de volumenes Razon de volumenes
Giro sobre OX Giro sobre OY

y=x2 0,x=1 4 1

y=x3 —O, =1 6 3

2

y=x" x=0,x=1 2n n

2

y = x? x=1, x=2 4 1

y=x3 x=1,x=2 6 3

2

y=x" x=1,x=2 2n n

2

y=x" x=a,x=b 2n n

2

y—Xfl—l x=1,x=2 2 1

X 2

y = X 11 x=a,x=b 2 1

X 2

-2 1 X=1,X=2 4 1
y=X —X—z

o2 1 x=1,x=3 4 1
y=X na

o2 1 x=a,x=b 4 1
y=X n'd

5 1 x=a,Xx=b 2n n

y=\/;=x% x=0,x=1 1 1

4

y=\/;=x% x=a,x=b 1 1

4

X x| xmaxeh 2p 11

q 2q

y = 1 —X_% x=1,x=2 1 1

X 4

y = 1 —X_% x=a,x=b 1 1

X 4

yo Loy la| xEExEh 2p P

Jx q 2q

SOLUCIONARIO
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Concluimos que:
- La razdén de los volumenes generados por las regiones delimitadas por las funciones y = x" siendo n un
numero real cualquiera cuando giran sobre el eje OX vale 2n.

- La razén de los volumenes generados por las regiones delimitadas por las funciones y = x", siendo n un
numero real cualquiera, cuando giran sobre el eje OY vale n/2.
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