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UNIDAD 11: Representacion grafica de funciones

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 276

1. En las siguientes funciones, estudia sus caracteristicas: dominio, los puntos de corte con los ejes, las
simetrias, la periodicidad, las asintotas y ramas parabdlicas, la monotonia, los extremos relativos, el tipo
de concavidad y la existencia de puntos de inflexion:

X

a)f(x)=x*—-4x+2 b) f (x) = e

a) Las caracteristicas de la funcion f (x) = x2 — 4x + 2 son:

® Dominio: Dom f=R

ox:P2++2,0)yQ(2-+2 0
OY:R(0,2)
e No es simétrica respecto del eje OY ni respecto del origen de coordenadas.

e Puntos de corte con los ejes: {

e Asintotas: no tiene.

e Ramas parabdlicas: tiene dos, ya que se cumple:
lim (x> =4x+2)=+o0y lim (x> —4x+2) =+

X—> - X =+ o

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (— 0, 2) y estrictamente creciente en (2, + oo)
e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (2, - 2).
e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en todo R.

® Puntos de inflexién: no tiene.

min = (2, -2)

b) Las caracteristicas de la funcidon
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X
x* —4

son:

f(x) =

e Dominio: Domf=R—-{- 2, 2}
X:0 (0, 0)

® Puntos de corte con los ejes:
0Y:0 (0, 0)

e Simetria; es simétrica respecto del origen de coordenadas.

e Asintotas:

- Verticales: x =- 2y x =2, al cumplirse: |im =ooy lim
X— -2 X2_4 X — 2 X2_4

- Horizontales: y = 0, al cumplirse: |im 5 = 0

Xx—>to X2 —4
® Ramas parabdlicas: no tiene.
e Monotonia: es estrictamente decreciente en R —{- 2, 2}.
e Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es céncava hacia las y negativas en (— 0, — 2) ) (O, 2) y codncava hacia las y positivas en
(-2,0)U (2, + ).

® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexion.

Inf = (0, 0)
=1 (o] 1
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2. Estudia las caracteristicas (dominio, recorrido, simetrias, asintotas, monotonia, extremos relativos y

iy X -
curvatura) de la funcién f (x) = — representada en la grafica.
e

05

-05

L ., X
Las caracteristicas de la funcién f (x) = — son:
e

e Dominio: Dom f=R.

® Recorrido: (— o, 1/€)

X:0 (0, 0)

® Puntos de corte con los ejes: ©
Y:0 (0, 0)

e Simetria; no tiene.

, . . X
® Asintotas: y =0, al cumplirse lim — =0
x>+ @X

® Ramas parabdlicas: tiene una, al
. . X
cumplirse Iim — = -
x—>-o g%

051 Max = (1, 0.37)
Inf=(2, 0.27)

® Monotonia: es estrictamente

creciente en (— 0, 1) y estrictamente 0
-1

creciente en (1, + o). ©=(0,0) 1

e Extremos relativos: tiene un maximo
relativo en el punto (1, 1/e).

e Concavidad: es céncava hacia las vy
negativas en (— oo,—2) y concava
hacia las y positivas en (2, + oo).

e Puntos de inflexidn: el punto (2, 2/e?)
es de inflexién.
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ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 291

1. Diagonal y cuadrados. En el rectangulo del dibujo, de orden 5 x 4, la
diagonal corta en 8 cuadrados pequeios. ¢{Podrias enunciar una ley que
determine el nimero de cuadrados que cortara la diagonal en un f
rectangulo de orden ax b?

Experimentamos con los casos particulares mas sencillos y ordenamos los
resultados. Llamando a (altura) y b (base) a las dimensiones del -
rectangulo, podemos construir la tabla.

TP S

axb 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 2 4 4 6 6
3 3 4 3 6 7 6
4 4 4 6 4 8 8
5 5 6 7 8 5 10
6 6 6 6 8 10 6

En el elemento en el que se cruzan la fila a con la columna b aparece el nimero de cuadrados pequeiios
atravesados por la diagonal, para un rectangulo de dimensiones a x b, por ejemplo, la fila 4 y la columna 3
se cruzan en el numero 6, luego, en un rectangulo de orden 4 x 3 la diagonal atraviesa 6 cuadrados.

Si analizamos los valores de la tabla anterior podemos plantear la siguiente conjetura:

® El numero de cuadrados pequeiios que atraviesa la diagonal de un rectangulo de orden a x b es igual a: a
+b—1,siaybson primos entre si.

® Si los nimeros a y b nos son primos entre si, entonces el nimero es: a + b —d, siendo d el maximo comun
divisor deay b.

2. Producto de tres nimeros. Demuestra que el producto de tres nimeros naturales consecutivos no
puede ser el cubo de un niimero natural.

El producto de tres nimeros naturales consecutivos no puede ser un cubo perfecto ya que si lo fuese se
tendria: k> =n(n+1) (n +2).

Por otra parte son validas las siguientes desigualdades:
nP<n(n+1)(n+2)<(n+1)3

La desigualdad primeran®<n (n+1) (n+2), es decir n*< n?+3n? + 2n, es inmediata.
Para probar la segundan (n + 1) (n +2) < (n + 1)3, basta comprobar que: n (n +2) < (n + 1)2
Pero esto también es inmediato porque:n(n+2)=n?+2n<n?+2n+1=(n+1)%

Luego el nimero n (n + 1) (n + 2) no puede ser un cubo perfecto ya que se encuentra comprendido entre
dos cubos perfectos consecutivos.
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1. Representa graficamente las funciones que siguen, explorando sus graficas y modificando su aspecto.

a)f(x) =X - 224X +2 b) f{x) = x2- " * 0 f(x) =X
X

Seguimos los pasos descritos en el epigrafe OPCIONES PARA UNA GRAFICA:
- Editamos la funcidn en la tecla Y=.

- Pulsamos GRAPH vy visualizamos la gréfica.
- Activando la tecla WINDOW podemos mejorar el aspecto de la grafica.
- Pulsando de nuevo GRAPH obtenemos una nueva imagen de la grafica.

- Activando TRACE nos movemos con el cursor por la gréfica y en la pantalla aparece la posiciéon del
cursor asi como sus coordenadas.

- Con la tecla ZOOM modificamos el aspecto de la grafica.

a) Para la funcion f (x) = - x* - 2x* + x + 2 podemos obtener imdgenes como las que siguen.

b) La gréfica de la funcién f(x) = x? - e * puede presentar los siguientes aspectos:

In x
c) La gréfica de la funcion f (X) = —— presenta el siguiente aspecto:
X
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SOLUCIONARIO

2. Para las funciones de la actividad anterior visualiza simultdaneamente su grafica y su tabla de valores.

Procedemos como se explica en el epigrafe GRAFICA Y TABLA DE VALORES DE UNA FUNCION:
- Pulsamos la tecla Y = y en Y; introducimos la expresion de la funcién.

- En el menu de la tecla MODE elegimos FLOT 2, para obtener resultados con dos cifras decimales y
en la linea COMPL (Full) HORIZ G-T elegimos la opcion G-T (grafico-tabla) que muestra la pantalla

dividida verticalmente.

- Pulsando GRAPH visualizamos la grafica de la funcién y parte de su tabla de valores. Con las teclas

WINDOWS y ZOOM podemos modificar el aspecto de la gréfica.

- Con la tecla TRACE nos movemos sobre la grafica y la posicion del cursor queda reflejada en la

tabla y en la pantalla grafica, como puede verse en las imagenes.

., X Y,
a) Para la funcién f (x) = - x> - 2x* + x + 2 obtenemos:

0.00 2.00

20 2.1

40 2.02

\/ 60 166

.80 1.01

1.00 0,00

1.20 -1.41

X=0
., ok X Y,
b) Para la funcion f(x) =x* - e~ * obtenemos:
0.00 0.00
.20 .03
40 M
.60 20
.80 29
1.20 37
1.40 43
X=0

313 |




EE%EI Matematicas Il | =10]80 e [0])1.\:{[0)

www.editex.es

In

X
¢) Para la funcién f(X) = —— obtenemos:
X

X Y,
0.00 ERROR
.20 -8.05
.40 -2.29
B0 -.85
.80 -.28
0.00
= ===
1.20 A5
X=0

1. Describe las siguientes funciones indicando sus dominios, recorridos, puntos de corte con los ejes,
asintotas, ramas infinitas, intervalos de monotonia y curvatura y sus puntos singulares.

y=hix)

y=fix

-1

a) Las caracteristicas de la grafica de f (x) son:
e Dominio: Dom f =R - {0}. 6
® Recorrido: Im f = [0, + oo).

i =f
® Puntos de corte con los ejes: (1, 0). I

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasx=0ey = 2.

-1

® Ramas parabdlicas: no tiene.
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e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 0, O) ) (1, + oo) y estrictamente decreciente en (O, 1).
® Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (1, 0).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (1, + oo)y concava hacia las y positivas en (— 0, 1).
® Puntos de inflexion: no tiene.

b) Las caracteristicas de la grafica de g (x) son: i

e Dominio: Dom f=R-{2}.

e Recorrido: Im f = (= o0, 0) U (4, + o). :

® Puntos de corte con los ejes: (1, 0).

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasx=2ey=x.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 0, 1) U (2, + oo) y estrictamente decreciente en
L 2)U(2,3)
e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (1, 0) y un minimo relativo en (3, 4).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, 2)y concava hacia las y positivas en (2, + oo)

5

e Puntos de inflexidn: no tiene.
c) Las caracteristicas de la grafica de h (x) son:
® Dominio: Dom f =R.

y=hix)

e Recorrido: Im f =R.

® Puntos de corte con los ejes: (-1, 0) y (2, 0). -

e Simetria: no tiene.

e Asintotas: no tiene.
e Ramas parabdlicas: tiene dos, una a menos infinito y otra a mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— o0, 0) U (2, + ) y estrictamente decreciente en (0, 2).

e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (2, 0) y un maximo relativo en (0, 4).
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e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, 1)y concava hacia las y positivas en (1, + oo).

® Puntos de inflexidn: el punto (1, 2) es de inflexidn.

2. Representa graficamente las siguientes funciones:

a)f(x)=|x-2| +x c)f(x)=|x*-5x+4| e) f(x)=x3-3|x|
X—2 X + | X
b) f (x):% d)f(x)=|x-2|-|x+2] f) f (x):ﬁ
X_
., 2 Six<2 w
a) La funcidén f (x) = |x - 2| + x puede expresarse en la forma: f (x)= ) y su grafica puede
2X -2 six>2

verse en el dibujo.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

=1

1 six>2

- - i x<
b) La funcién f (x) = @ puede expresarse en la forma f (x) = { 1 sixs2 y su grafica puede

verse en el dibujo.

04

c) La funcion f (x) = |x?—5x + 4| puede expresarse en la forma:
f (0 = - x®2 +5x—4 sixell, 4]
x* =5x+4 sixe(-ow, 1)U (4 +x»)
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Su grafica puede verse a continuacion.

-1 0o 1 2 3 4 5 6

-1

4 six<-2
d) La funcién f (x) = [x - 2| - [x + 2| puede expresarse en la forma f (x)={ —2x si—2<x2YSsu
-4 six>2

grafica puede verse en el dibujo.

-2

e) La funcion f (x) = x> - 3|x| puede expresarse en la forma

s )

X X si X < -

f(x)= QXS 0 y su grafica aparece a 2
x> —3xsi x>0

continuacion:

-2
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i x<
f) La grafica de la funcién f (x) = X+—|X| puede expresarse en la forma f (x) = 0 SI_X <0 y su
2 X six>0
grafica puede verse en al imagen.
4
3
2
1
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1
3. Dibuja la gréfica de las siguientes funciones:
a)f(x)=x-(x=3)-(x+3) d) f(x)=x*-x3 g) f(x) =x3—4x2 + 4x
b)f(x)=(x-1):(x-2)-(x-3) e)f(x)=x3-3*+x+2 h)f(x)=-x*+2x*>+8
c) f(x) =-3x3+3x f)f(x)=2x2-x*-1 i)f(x)=%x3—2xz+3x

a) Las caracteristicas de la funcion f(x) =x - (x—3) - (x + 3) son:

15
e Dominio: Domf=R.
Max = (-1.73, 10.39)
e Puntos de corte con los ejes:
OX:(-3,0)(0,0) y 3 0)
oY: (0, 0)

Inf= (0, 0)
2

e Simetria: respecto al origen de coordenadas.

1
® Asintotas: no tiene.
-5
® Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse:
lim x-(x=3)-(x+3)=-o
X —> — o

lim x-(x-23)-(x+3) =+ Min = (1.73, -10.39)

e Monotonia: es estrictamente decreciente en
(— 1,73; 1,73) y estrictamente creciente en (— 00, — 1,73) U (1, 73, + oo).

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (- 1,73; 10,39) y un minimo relativo en (1,73; 10,39).
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e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, O)y concava hacia las y positivas en (O, + oo).

® Puntos de inflexidn: el punto (0, 0) es de inflexidn.
b) Las caracteristicas de la funcién f (x) =(x—1) - (x—2) - (x—3) son:
e Dominio: Dom f=R.

® Puntos de corte con los ejes:
OX :(1,0)(2,0) y (3,0)
oY : (0,-6)

e Simetria; no tiene.

Max = (1.42, 0.38)

e Asintotas: no tiene. 4

e Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse:

Iimw(x—l)-(x—Z)-(x—3)=—w -1
|I'mw(X—1)-(X—2)-(X—3)=+oo

e Monotonia: es estrictamente decreciente en
(1,42; 258) 'y estrictamente creciente en

(— 0, 1,42) U (2,58, + ).

Min = (2.58, -0.38)

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (- 1,42; 0,38) y un minimo relativo en (2,58; - 0,38).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, 2)y céncava hacia las y positivas en (2, + oo).

® Puntos de inflexién: el punto (2, 0) es de inflexidn.

c) Las caracteristicas de la funcién f (x) = - 3x3 + 3x son:
e Dominio: Domf=R.

e Puntos de corte con los ejes:
OX: (-1, 0)(0, 0) y (1, 0)
oY: (0, 0)

Max = (0.58, 1.15)

(0,0

e Simetria: es simétrica respecto del eje de ordenadas OY.
® Asintotas: no tiene.

® Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse:
lim (-3x* +3x) =+

X —=> -

lim (-3x® +3x) = — o

X = + o

-1
Min = (-0.58

,-1.15)
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e Monotonia: es estrictamente decreciente en (- o, — 0,58) U (0,58, + =) estrictamente creciente en
(- 0,58; 0,58).

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (0,58; 1,15) y un minimo relativo en (-0,58; - 1,15).
e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en (— 00, O)y cdncava hacia las y negativas en (O, + oo).

® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexion.

d) Las caracteristicas de f (x) = x*—x> son:
0.2 1

e Dominio: Dom f=R.

® Puntos de corte con los ejes:

0X:(0,0)y (@ 0)
{ oY: (0, 0)

0.1 4

Inf1 =(0, 0)
e Simetria: no tiene. .

15
e Asintotas: no tiene.

,-0.06)
e Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse: 01
lim (x* - x*) =+ ,
Jim ( )=+® Min = (0.75, -0.11)

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (— o0, 0,75) estrictamente creciente en (0,75; + oo).

® Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (0,75; - 0,11).

e Concavidad: es céncava hacia las y positivas en (— 0, O) ) (0,5; + oo)y concava hacia las y negativas en
(0,05).

® Puntos de inflexiéon: los puntos (0, 0) y (0,5; - 0,06) son 3
de inflexion.
(0.18, 2.09)
e) Las caracteristicas de f (x) = x> —3x? + x + 2 son:
e Dominio: Dom f=R. Inf=(1, 1)
® Puntos de corte con los ejes:
{ox . (- 0,62, 0)(1,62, 0) y (2, 0)
oY: (0, 2) -1 0 1 e 3

Min = (1.82, -0.09)
e Simetria: no tiene.

e Asintotas: no tiene.

320 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

e Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse:

lim (x* -3x" +x+2)=-o
X —> — ©
lim (x* =3x*> + X+ 2) =+
X —>+ ©

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 0, O,18)u (1,82 + oo) estrictamente decreciente en
(018;182).

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (0,18; 2,09) y un minimo relativo en (1,28; - 0.09).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, 1)y concava hacia las y positivas en (1, + oo).

® Puntos de inflexidn: el punto (1, 1) es de inflexion.

f) Las caracteristicas de f (x) = 2x* —x*—1 son:
e Dominio: Dom f =R. 05

® Puntos de corte con los ejes:
OX:(-10)y (4 0)
oY: (0, - 1)

® Simetria: es simétrica respecto de OY.
® Asintotas: no tiene.

® Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse:
lim (2x* = x* -1) =- Min = (0, -1)

X—> F o

e Monotonia: es estrictamente decreciente en
(-1, 0)U (L, + ) estrictamente creciente en

(~ o, -1)u(0,1).

® Extremos relativos: tiene maximos relativos en (- 1, 0) y (1, 0) y un minimo relativo en (0, - 1).

e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en (— 0,58; O,58)y concava hacia las y negativas en
(- o0, = 0,58) U (0,58; + ).

® Puntos de inflexidn: los puntos (- 0,58; - 0,44) y (0,58; - 0,44) son de inflexion.
g) Las caracteristicas de f (x) = x3 — 4x? + 4x son:
e Dominio: Dom f =R.

e Puntos de corte con los ejes:
0Xx:(0,0) y (2, 0)
oY: (0,0

—
o
~—

321 |



=

EDITEX Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

www.editex.es

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: no tiene. 2
® Ramas parabodlicas: tiene dos, al cumplirse: Max = (0.67, 1.19)
lim (x® — 4x* + 4x) = — ;
X - Inf=(1.33, 0.59
lim (x® —4x® + 4x) = +
X >+ ©
0
e Monotonia: es estrictamente creciente en - 0 ! Min = (2, 0)
(— 00, 0,67) U (2 + oo) estrictamente decreciente
en (0,67; 2). ’
e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en
(0,67; 1,19) y un minimo relativo en (2, 0). ,
e Concavidad: es céncava hacia las y negativas en

(— 00, 1,33)y concava hacia las y positivas en (1,33, + oo).

® Puntos de inflexién: el punto (1,33; 0,59) es de inflexion.

h) Las caracteristicas de f (x) = - x* + 2x? + 8 son:
10

Max.l =(-1,9)

e Dominio: Dom f=R. Inf, = (-0.

® Puntos de corte con los ejes:

OX:(-2,0)y (2 0)
{ov:(o, 8)

® Simetria: es simétrica respecto de OY.
® Asintotas: no tiene.
® Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse:

lim —x* +2x*> +8)=—-

X—>Fo

° Monotonia: es estrictamente decreciente en
(-L0)u (L + ) estrictamente creciente en r

(-0, -1)u(02).

e Extremos relativos: tiene maximos relativos en (- 1, 9) y (1, 9) y un minimo relativo en (0, 8).

e Concavidad: es céncava hacia las y positivas en (— 0,58; O,58)y concava hacia las y negativas en
(- o0, = 0,58) U (0,58; + ).

® Puntos de inflexién: los puntos (- 0,58; 8,56) y (0,58; 8,56) son de inflexidn.
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i) Las caracteristicas de f (x) = %x3 —2x% + 3x son:

e Dominio: Domf=R.
e Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (3, 0).
e Simetria: no tiene.

e Asintotas: no tiene.

Max = (1, 1.33)

Inf=(2, 0.67)

s . . = 0
® Ramas parabdlicas: tiene dos, al cumplirse: '

lim [%xs —2xzj:—oo y

X —> — o

lim [%x3 - ZXZJ =+ ©

X >+ ©

3 a
Min = (3, 0)

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 0, 1) () (3 + oo) estrictamente decreciente en (1, 3).

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (1; 1,33) y un minimo relativo en (3, 0).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, 2)y céncava hacia las y positivas en (2, + oo).

® Puntos de inflexién: el punto (2, 0,67) es de inflexidn.

4. Dada la funcién f (x) = x3 + bx? + cx + d. Halla b, c y d para que tenga un punto de inflexién en (1,-3) yla
recta tangente en el punto de abscisa 0 tenga por pendiente 3. Representa graficamente la funcién que

resulta.
Las derivadas primera y segunda son:
f (x)=3x*+2bx+cy f"(x)=6x+2b

Imponemos las condiciones f (1) =3, f " (1) =0y f " (0) =3y
obtenemos:

b+c+d=-4 b=-3
2b =-6 = 4Jc=3
c =3 d=-4

La funcién es f (x) = x> — 3x> + 3x — 4 y su representacion gréfica
puede verse en el dibujo.

5. Representa graficamente las siguientes funciones racionales:

-1

Inf = (1, -3)

P =(0, -4)
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2 X2 +x+1 . x3
a)f(x)—m e)f(x)_ﬁ |)f(x)_xz_1
3x 2X . x> —3x+3
b = f - =" -2 vn Y
F i 1-x h T x> + 2X + 3 LY x -1
4X2—1 X X3
= = — k = -
D ="y g f (x) T+ x| ) f (%) R
) f (%) 1 2) (D) ) f(x) 2 ) f(X) T

Las caracteristicas mas importantes de cada una de las funciones y su grafica aparecen a continuacion.

a) Las caracteristicas de f (x) = ; son: H H
X2 +x-2 2

e Dominio: Domf=R—-{-2,1}. 2

® Puntos de corte con los ejes: 1
{ov: (0, -1)

e Simetria: no tiene. Max = (-0.5,-0.89)

® Asintotas: lasrectasx=-2,x=1ey=0.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en
(— 00, — Z)U (2, - 0,5) estrictamente decreciente en (— 0,5; 1)U (1, +

o Y =

)

® Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (- 0,5; - 0,89).

e Concavidad: es cdéncava hacia las y negativas en (— 2, l)y concava hacia las y positivas en
(— o0, —2) U (1 + ).

e Puntos de inflexidn: no tiene.

3X

b) Las caracteristicas de f (x) =
1-x2

son:

e Dominio: Domf=R—-{-1, 1}.
® Puntos de corte con los ejes: (0, 0)

e Simetria: respecto del origen de coordenadas.
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® Asintotas: lasrectasx=-1,x=1ey=0.

® Ramas parabdlicas: no tiene. R i
e Monotonia: es estrictamente creciente en R — {- 1, ©
1} T :
® Extremos relativos: no tiene. :
[1]
e Concavidad: es céncava hacia las y negativas en T ¥ o ’ ’ H -
(— 1 O) ) (1, + oo)y concava hacia las y positivas en 2
(o0, —1) U (0, 2). L
® Puntos de inflexion: el (0, 0) es un punto de y
inflexion. H .
=10
2
¢) Las caracteristicas de f (x) = y son:
X® -4

e Dominio: Domf=R—-{- 2, 2}.

e Puntos de corte con los ejes: (0; 0,25); (-

e Extremos relativos: tiene un maximo
relativo en (0; 0,25).

L
=

: i
! :
: :
0,5;0)y (0,5; 0) N
Pooel
e Simetria: respecto del eje de ordenedas. : H
N Bt S
® Asintotas: las rectasx=-2,x=2ey=4. : 2 :
P e :

e Ramas parabdlicas: no tiene. ¢ i y 7 ¢ i ! ! 1
: -2 :
e Monotonia: es estrictamente creciente en i - i
(-0, -2)u(=2,0) y estrictamente ; ;
L] -6 1
decreciente en (O, 2) ) (2, +oo) ; i
L] -8 1
i i
: :

e Concavidad: es cdéncava hacia las y negativas en (— 2, 2) y cbéncava hacia las y positivas en
(-0, - 2) U2 + o).

e Puntos de inflexion: no tiene.

d) Las caracteristicas de f (x) = x+1 son:

X-(X+2)-(x-1)

325 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il | =10]80[e (0] ].\:{ (o]

e Dominio: Domf=R-{- 2,0, 1}.
® Puntos de corte con los ejes: (- 1, 0)

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasx=-2,x=0,x=1e o g - - -
y =0. Inf=(-1,0)
-1
e Ramas parabdlicas: no tiene.
’ . . _2 -
e Monotonia: es estrictamente creciente en Max =10.47, -2.39)

L

1]

&
e . e L

(= o0, —2)U(2,0)U(0; 0,47) y
estrictamente decreciente en
(0,47; 1)U (1, + )

T

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (0,47; - 2,39).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 2, — 1) v (0, 1) y céncava hacia las y positivas en
(~oo, —2)u(-1,0)U (1 + o).

® Puntos de inflexidn: el punto (- 1, 0) es de inflexidn.

x2+x+1S
x? +1

e) Las caracteristicas de f (x) = on:
e Dominio: Dom f =R.

e Puntos de corte con los ejes:
(0,1)

e Simetria: no tiene.

Inf, = (-1.73, 0.57)
® Asintotas: larectay = 1. 0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

® Ramas parabdlicas: no tiene.

-1
° Monotonia: es
estrictamente creciente en

(— 1 1) y estrictamente decreciente en (— 0, — 1) U (1, + oo)
® Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (1; 1,5) y un minimo relativo en (- 1, 0,5).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— o0, — 1,73) w (0, 1,73) y céncava hacia las y positivas
en (-173,0)U(l, 73; + ).

® Puntos de inflexién: los puntos (- 1,73; 0,57; (0, 1) y (1,73; 1,43).
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05 Max = (1.73, 0.37)

Inf3 = (3.29, 0.32)

f) Las caracteristicas de f (x) = L son:
X2 +2x+3
e Dominio: Dom f =R.
e Puntos de corte con los ejes: (0, 0)
e Simetria: no tiene. -4 -3 -2 -1

® Asintotas: larectay =0.

® Ramas parabdlicas: no tiene.
Inf, = (-2.58, -§/15)
es estrictamente

(-173,1,73) y

en

e Monotonia:
Min = (-1.73, -1.37)

creciente en

estrictamente decreciente
(- o0, —=1,73) U (1,73; + o)

-15

1] 1 2 3 4 5

5 ={0.71,-0.88)

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (1,73; 0,37) y un minimo relativo en (- 1,73; - 1,37).

e Concavidad: es céncava hacia las y negativas en (— 00, — 2,58) v (- 0,71 3,28) y céncava hacia las y

positivas en (— 2,58; — 0,71) u(3,29; + oo).

® Puntos de inflexién: los puntos (- 2,58; - 1,15); (- 0,71; - 0,68) y (3,29; 0,32) son de inflexion.

X

g) Las caracteristicas de f (x) = ——— son:
1+ x|
e Dominio: Dom f =R.
® Puntos de corte con los ejes: (0, 0)
e Simetria: respecto del origen de
coordenadas. - ~ - ~

® Asintotas: lasrectasy=1ey=-1.

e Ramas parabdlicas: no tiene.

® Monotonia: estrictamente

creciente en R

es

e Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (0, + oo)y concava hacia las y positivas en (— 0, 0).

® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexidn.
8

24+ 4

h) Las caracteristicas de f (x) = son:

e Dominio: Dom f=R.
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® Puntos de corte con los ejes: (0, 2)

e Simetria: respecto del eje de ordenadas.
® Asintotas: larectay =0.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 0, O) y estrictamente decreciente en (0, + oo)

® Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (0, 2).
e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en R.

® Puntos de inflexién: los puntos (- 2, 1) y (2, 1) son de inflexion.

Max|= (0, 2)

Inf,, = (2, 1)

©
I
oy
@

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

X
X2

son:

i) Las caracteristicas de f (x) =

e Dominio: Domf=R-{- 1, 1}.

#

Min = (1.?;.'26)

® Puntos de corte con los ejes: (0, 0)

e Simetria: respecto del origen de coordenadas.

® Asintotas: lasrectasx=-1,x=1e y=x.
® Ramas parabdlicas: no tiene.

eMonotonia: es estrictamente creciente en
(— o0, — 1, 73) U (1,73; + oo) y estrictamente decreciente en
(173 -)u(-11)u (L 173)

e ettt stk tea

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (-1,73; -2,6) y
un minimo relativo en (1,73; 2,6).
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e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, — 1) U (0, 1)y céncava hacia las y positivas en
(-1, 0) UL + o).

® Puntos de inflexidn: el punto (0, 0) es de inflexidn.

x2 —3x + 3
2 72T

j) Las caracteristicas de f (x) = 1
X —

on:
e Dominio: Dom f=R - {1}.

® Puntos de corte con los ejes: (O, - 3)

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasx=1e y=x-2.

e Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en
(— 00, O)U(Z; +oo) y estrictamente decreciente en
(0,1)u(12)

® Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (0, - 3)
y un minimo relativo en (2, 1).

e Concavidad: es concava hacia las y negativas en (- o0, 1)y cdncava hacia las y positivas en (1, + o).

® Puntos de inflexién: no tiene.

3

i
L]
]
1
L]
i X 16 :
k) Las caracteristicas de f (x) = ——— son: '
(X = 2) 14 i
H -
e Dominio: Dom f=R - {2}. " i Min=(6,135
] 'f
® Puntos de corte con los ejes: (0, 0). " : o
a8 : »/'
i P
. ’ . ] 'l
® Simetria: no tiene. o &
e Asintotas: las rectasx=1e y = x + 4. [
® Ramas parabdlicas: no tiene.
x%glo}

° Monotonia: es estrictamente creciente en
(— 0, 2) )] (6; + oo) y estrictamente decreciente en (2, 6)

D T
.
@
@

® Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (6; 13,5).

e Concavidad: es cdéncava hacia las y negativas en (— 0, 0) y cdéncava hacia las y positivas en
0,)U(L + ).
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® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexion.

X3

) Las caracteristicas de f (x) =
3x +3

son:

e Dominio: Domf=R-{-1}.

e Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: larectax =- 1.

® Ramas parabdlicas: tiene dos hacia mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente creciente en

Min = {-1.

(-15;-)u(-1+») v

decreciente en (— 15, - 1).

estrictamente

e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en
(-1,5; 2,25).

-3

-2

-3

ey A SR Ly B RPN SRR . NP Pty

e Concavidad: es concava hacia las y positivas en (— 00, — 1) U (0, + oo)y concava hacia las y negativas

en (— 1 0).

® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexion.

6. Encuentra el valor del parametro k para que la recta y = x + 2 sea la asintota oblicua de la grafica de la

3
funcion f (x) =

(x + k

la asintota.

6. Determinamos el valor del parametro k calculando el limite:

3
X
Iim |f (X)=—x|= lIim | ———— —x|= lim
X—>iw[ () ] x—>ioo|:xz+2kx+k2 :| X =+ o
Como -2k =2, entonces k=-1.
X3
La funcién es f(x):z—, sus
X —2x+1

caracteristicas son:
e Dominio: Domf=R-{1}.

® Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

12

-

o

)

(0.67, 2.67)

X—2 . Representa la funcién obtenida y encuentra el punto de corte de la grafica con
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e Simetria: no tiene.
® Asintotas: lasrectasx=1e y=x+ 2.
e Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 00, l) U (3; + oo) y estrictamente decreciente en (1, 3).

e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (3, 6,75).

e Concavidad: es concava hacia las y negativas en (— 00, O)y céncava hacia las y positivas en
0,)U(L + ).

® Puntos de inflexidn: el punto (0, 0) es de inflexién

El punto de corte de la grafica con la asintota es la solucidn del sistema:

X3 X =

x> -2x+1 =
y=Xx+2 y=

y = = 0,67
= A(0,67; 2,67)

= 2,67

w|loo Ww|N

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 297

7. Representa graficamente las siguientes funciones:

a) f (X)=4/x* -9 c) f (X)=x* —3x+2 e) f (X)=4/4 + x?

2

b) f (X)=x-+4 - Xx? d) f (X):%_lg f) f (x)= ;;);

a) Las caracteristicas de la funcién ~ a) f (x)= \/m son:
e Dominio: Dom f= (~ oo, —3] U [3, + )

e Puntos de corte con los ejes: (- 3, 0) y (3, 0).

e Simetria: respecto del eje de ordenadas.

® Asintotas: lasrectasy =-xey =x.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en
(3; + oo) y estrictamente decreciente en

(- - 3)

e Extremos relativos: no tiene.
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e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 00, — 3) u(3,+oo).

e Puntos de inflexion: no tiene

b) Las caracteristicas de la funcion f (x)= x - \/4 — x* son:

e Dominio: Dom f =[- 2, 2] 3
. Max = (1.41, 2)
® Puntos de corte con los ejes: (- 2, 0); (0, 0) y (2, 0). 2
e Simetria: respecto del origen de coordenadas. !
! Q +
e Asintotas: no tiene. 2 ! ff = (0, 0) : ¢

® Ramas parabdlicas: no tiene.
-2
e Monotonia: es estrictamente creciente en Min = (-1.41, -2)

(— 1,41; 1,41) y estrictamente decreciente en =
(-2, -141) U (1,4L 2)

e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (1,41; 2) y un minimo relativo en (- 1,41; - 2).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (0, 2] y cdncava hacia las y positivas en (- 2, 0].

® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexidén.

c) Las caracteristicas de  f (x)= /x> — 3x + 2 son:

e Dominio: Dom f = (— 0, 1) U (2, + oo)
® Puntos de corte con los ejes: (1, 0); (2,0) y (O, JE)

e Simetria: no tiene.
® Asintotas: lasrectasy=x—3/2ey=-x+3/2.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (2, + oo)
y estrictamente decreciente en (— 0, 1)

e Extremos relativos: no tiene.
e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, 1) U (2, + oo).

e Puntos de inflexion: no tiene.
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d) Las caracteristicas de la funcién f (x)= Z((— son:
e Dominio: Dom f = (— 00, — 3) U (3, + oo)

® Puntos de corte con los ejes: (- 3, 0) y (3, 0).

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasy=-1ley=1.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (3, + oo) y estrictamente decreciente en (— o, — 3)

® Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (3, + oo) y cdncava hacia las y positivas en (— oo, — 3).

e Puntos de inflexidn: no tiene.

e Dominio: Dom f=R.
® Puntos de corte con los ejes: (0, 2).

e Simetria: respecto del eje de
ordenadas.
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® Asintotas: lasrectasy =-x ey = x.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

® Monotonia: es estrictamente creciente en (O, + oo) y estrictamente decreciente en (— 00, O)

® Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (0, 2).
e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en R.

e Puntos de inflexidn: no tiene.

f) Las caracteristicas de la funcion f (x)= z — X son:
V + X

e Dominio: Dom f = (— 2, 2]

® Puntos de corte con los ejes: (2, 0) y (O, 1).

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: la recta x = - 2.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (— 2, 2].

e Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es céncava hacia las y negativas en (0, 2)
y cdncava hacia las y positivas en (— 2, 0).

® Puntos de inflexién: el punto (0, 1) es de inflexion.

8. Representa graficamente las siguientes funciones:

a)f(x)=In(x+2) e)f(x)=(x—-2)-e*
b) f(x)=In |x+2] f)f(x)=x2-e >
c)f(x) =In(x*+4x-5) g)f(x)=(x+1)-e*

o

=1 a 1 2

i)f(x)=x:Inx-2x
f(x)=x-Inx

k) f(x)=e*+Inx
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1-x e* e’ +1
d) f (x)=1In h) f (x)=— ) f (x)=
1+ X X e’ -1
a) Las caracteristicas de la funcidn f (x) = In (x + 2) son:
e Dominio: Dom f= (= 2, + oo] 2
® Puntos de corte con los ejes: (-1, 0) y (O, In 2).
e Simetria: no tiene. /
-1 . Q 1 2 3

® Asintotas: larecta x = - 2.
e Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente creciente en

(— 2, + oo).

-,

e Extremos relativos: no tiene.
e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 2, + oo).

e Puntos de inflexidn: no tiene.

b) Las caracteristicas de la funcién f (x) =In |x + 2| son:
e Dominio: Domf=R—{- 2}.

® Puntos de corte con los ejes: (-3, 0); (-1, 0) y (O, In 2).

e Simetria: no tiene.
e Asintotas: la recta x = - 2.

® Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en
(— 00, — 2) y estrictamente creciente en (— 2, + oo).

e Extremos relativos: no tiene.
e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en R — {2}.
e Puntos de inflexion: no tiene.

c) Las caracteristicas de la funcion f (x) = In (x* + 4x—5)  son:

eDominio: Dom f= (— 00, = 5) U (1, + o).
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e Puntos de corte con los ejes: (- 5,16, 0) y
(1,16; 0).

e Simetria: no tiene.
® Asintotas: lasrectasx=-5yx=1.

® Ramas parabdlicas: tiene dos hacia mas

Rt eememsssssssss s s s —————

-8 -7 -F -4 =3 -2 -1 1] 2 3 4 5
infinito. \
e Monotonia: es estrictamente decreciente E
en (— 00, — 5) y estrictamente creciente en -3
(1, + oo). P
® Extremos relativos: no tiene.
e Concavidad: es concava hacia las y negativas en (— o0, — 5) U (1, + o).
® Puntos de inflexion: no tiene. - 3 i
: :
1-x i e i
d) Las caracteristicas de la funcion f (x)= In son: ! !
1+ X . 2 .
. i i
® Dominio: Dom f = (— 1, 1). ' 15 '
: :
® Puntos de corte con los ejes: (0, 0). i ! i
! : !
e Simetria: respecto del origen de coordenadas. ! !
1 1
15 4I1 -05 05 : 15
® Asintotas: lasrectasx=-1y x=1. ' '
0.5
: :
® Ramas parabdlicas: no tiene. ! 4 !
i i
1 — 1
e Monotonia: es estrictamente decreciente en (— 1, 1). i " i
i i
: - :
e Extremos relativos: no tiene. | !
2 :
1 1
e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en (- 1, 0) y hacia i " i
las y negativas en (0, 1).
2
e Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de
inflexidn.
e) Las caracteristicas de la funcién f (x) = (x !
—2)-e*son:
0 1 3

e Dominio: Dom f= R.
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e Puntos de corte con los ejes: (2, 0) y (0, -2).

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: larectay =0.

® Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (— 0, 1) y estrictamente creciente en (1, + oo).
® Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (1, - 2,72).

e Concavidad: es concava hacia las y positivas en (O, + oo)y hacia las y negativas en (— 00, 0).

® Puntos de inflexidn: el punto (0, - 2) es de inflexion.
f) Las caracteristicas de la funcién f (x) = x? - e *son:
e Dominio: Dom f = R.

® Puntos de corte con los ejes: (0, 0).

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: larectay =0.

0.3

® Ramas parabdlicas: tiene una a mas

infinito.
az
) ‘ Max = (1, 0.14)
e Monotonia: es  estrictamente
decreciente en (= o0, 0) U (L, + ) y o Inf, = (0.59, 0.11)
estrictamente creciente en (0, 1). Inf = (3.41,0.01)
-05 5 1 15 2 25 3 35 4

o )
e Extremos relativos: tiene un minimo Min(= (0, 0)

relativo en (0, 0) y un maximo relativo en
(1; 0,14).

01

e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en (— 0, 0,59) U (3,41; + oo)y hacia las y negativas en
(0,59; 3,41).
® Puntos de inflexién: los puntos (0,59; 0,11) y (3,41; 0,01) son de inflexion.

g) Las caracteristicas de la funcion f (x) = (x
+1)-e* son: 2

e Dominio: Dom f= R. Max{ = (0, 1)

Inf = (1, 0.74)
e Puntos de corte con los ejes: (- 1, 0) y
(0,2). 0

e Simetria: no tiene.
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® Asintotas: larectay =0.

® Ramas parabdlicas: tiene una a menos infinito.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (O, + oo) y estrictamente creciente en (— 0, O).
® Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (0, 1).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 00, 1)y hacia las y positivas en (1, + oo).

® Puntos de inflexidn: el punto (1; 0,74) es de inflexion.

X
h) Las caracteristicas de la funcién f (x)= € son:
X

e Dominio: Dom f= R —{0}.

e Puntos de corte con los ejes: no tiene.

e Simetria: no tiene. 3
Min = (1, 2.72)
® Asintotas: lasrectax=0ey=0. 5
® Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.
'
e Monotonia: es estrictamente decreciente en
(— 0, O)U (0,1) y estrictamente creciente en (1, + oo). - ' - ol : ! L

e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (1;
2,72).

e Concavidad: es concava hacia las y negativas en -2
(— 0, O)y hacia las y positivas en (O, + oo).

e Puntos de inflexion: no tiene.

i) Las caracteristicas de la funcion f (x) = x -
In x —2x son: 2

e Dominio: Dom f = (0, + oo).
® Puntos de corte con los ejes: (7,39; 0). 3
® Simetria: no tiene.

e Asintotas: no tiene.
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e Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (0, e) y estrictamente creciente en (e, + oo).
e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (e, - e) = (2,72; - 2,72).

e Concavidad: es concava hacia las y positivas en (0, + oo).

® Puntos de inflexién: no tiene.

j) Las caracteristicas de la funcién f (x) =x - In x son:
e Dominio: Dom f= (0, + ).

® Puntos de corte con los ejes: (1, 0).
1.5

e Simetria: no tiene.

e Asintotas: no tiene.

05
e Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en (0; 0,37) 05 05 d 15 2 25

y estrictamente creciente en (0,37; + oo).
051 Min = (0.37, -0.37)

® Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (0,37; -
0,37). -1

e Concavidad: es cdncava hacia las y positivas en (O, + oo).

® Puntos de inflexion: no tiene.
k) Las caracteristicas de la funcion f (x) = e + In x son:

e Dominio: Dom f = (0, + oo). 4
® Puntos de corte con los ejes: (0,27; 0). 3
® Simetria: no tiene. 5

e Asintotas: la recta x = 0. Inf = (0.7, 1.66)

e Ramas parabdlicas: tiene una a mas infinito.

05 15
, . . A=1(0.27, 0)
® Monotonia: es estrictamente creciente en (O, + oo).
-1
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e Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es concava hacia las y negativas en (0; 0,7) y hacia las y positivas en (0,7; + oo).

e Puntos de inflexién: el punto (0,7; 0,66) es de inflexion.

- - e’ +1

) Las caracteristicas de la funcion f (x)= son:
e’ -1

e Dominio: Dom f= R —{0}.
® Puntos de corte con los ejes: no tiene.
e Simetria: no tiene.
® Asintotas: lasrectasx=0,y=-1ey=1.
® Ramas parabdlicas: no tiene.
e Monotonia: es estrictamente decreciente % P

en R—{0}.
e Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es céncava hacia las y
negativas en (— 0, 0) y hacia las y positivas
en (0, + oo).

e Puntos de inflexion: no tiene.
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9. Calcula las constantes a y b para que las graficas de las funciones f (x)= In_x yg(x)=alnx+bse
X

corten en el punto (ez, 2e” 2) y tengan en él la misma recta tangente. Realiza la representacién de las
funciones resultantes.

Tiene que cumplirse g (e?) = % yg (e®)=- 1

e4

Las condiciones anteriores nos llevan al sistema:

2a+b=£2 az—i2
e e

a 1 = 4

P b=

- . In x o
Las graficas de la funciones f (X)=——vy g (X)= - + iz pueden verse a continuacion.
X

2
e“Inx e

0.8

05 1 4

glx)=—slnzr + -

€9 [~
0.4
0.2
0

0 2 3 4 5 6 7 8 9

02
04

10. Demuestra que la ecuacién x* + 4e* - (x — 1) tiene Ginicamente dos soluciones. ¢{Podrias decir entre qué

dos nimeros consecutivos esta cada una de las soluciones? Utiliza para ello las graficas de las funciones f
4

M=ty g (9= 0y

La ecuacidn x* + 4e* - (x — 1) = 0 se puede transformar en: ¢* = m
X —
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Por tanto, las soluciones de la ecuacion seran los valores de las abscisas se loas puntos de interseccién de
4

- . - X

las gréficas de las funciones f (x) =e*y g (X)= ——.

4(x -1

La representacion grafica de ambas funciones puede verse a continuacion:

B =(0.93, 2.53)

pod
1

(-1.26,|0.28)

A partir de la representacion grafica observamos que las funciones y = f (x) e y = g (x) se cortan en dos
puntos: uno de ellos en el intervalo (-2, - 1) [punto A = (- 1,26; 0,28)] y otro en el intervalo (0, 1) [punto B =
(0,93; 2,53)].
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11. En la figura siguiente se muestran las graficas de dos
funciones, la de la funcién f (x) = x e* y la de sus derivada f * .

(x).

Distingue una de la otra, justificando razonadamente el por
qué, y halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento,
concavidad, asi como los puntos donde hay maximos,
minimos e inflexiones de y = f (x).

La funciéon y su funcion derivada sonf (x) =x-e*yf " (x) = (x + /
1) - e~

La grafica de y = f (x) es la que pasa por el origen.
Las caracteristicas pedidas para la funcién y = f (x) en el enunciado son:

e La funcidn es estrictamente creciente en (— 1+ oo).

e La funcion es estrictamente decreciente en (— 00, — 1).

e La funcidn tiene un minimo en (— 1, - 1) =(-1-037).
e

e La funcién es céncava hacia las y positivas en (= 2, + o).

e La funcidn es cdncava hacia las y negativas (— 00, — 2).

e La funcidn tiene un punto de inflexién en (_ 2, — %J =(-2-0.27).
[S]

?— I 0 1 o

Inf=(-2,-0.27)

Min = (-1, -0.37)
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12. Determina los coeficientes a, b, ¢ y d de una funcién polindmica de tercer
grado cuya representacion grafica es la que muestra el dibujo.

La funcidn f (x) = ax®> + bx? + cx + d tiene un minimo en el punto (0, 2) y un

maximo en el punto (2, 4). La derivada primera es f " (x) = 3ax* + 2bx + c. 3
Imponemos las condiciones f (0) =2; f " (0)=0; f(2)=4yf " (2)=0y
obtenemos: 1
d=2 a=-1/2 .
c=0 b=3/2 S R 3\
=
8a+4b+2c+d =14 c=0 -
12a +4b +c =0 d=2
., 1 3 3 2 . 0 ¥
La funciénes f (X) = — EX + EX + 2y su grafica podemos verla en el dibujo.

13. La concentracion (en %) de nitrogeno de un compuesto viene dada, en funciéon del tiempo
t € [0, + «] medido en segundo, por la funcién:

60
1+ 2e !

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. éPara qué € [0, +oo) la

N (t) =

concentracion de nitrégeno es minima y cual es la concentracién?
b) éA qué valor tiende la concentracion de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

a) Para estudiar el crecimiento, utilizamos la derivada primera:
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_60-(-2¢°")  120e"
(L+2e)  (1+2e

N“(t) =

Por tanto, la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo.

Como N (t) es creciente, la concentracién serd minima para t = 0:

)2 > 0 paratodo t pues e *>0.

60 60
N (0) = 7= = 20.
1+2e" 1+2
La concentraciéon minima sera del 20%.
b) Hallamos el limite:
. 60 . 60
||m T: ||m —2=60
t + oo t + o
” + € R
(5]
Cuando el tiempo tiende a infinito la concentracién tiende al 60%.
Todo lo anterior puede verse en la gréfica que sigue.
80 Concentracion
N (1)
70
L L D P e Ao
50
40
30
20
10
a Tiempo (t)
) 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 298
1. Dadas las funciones polinémicas f (x) = ax® + bx? + cx + d:

a) Halla aquellas cuya derivada segunda sea x — 1.

s . - . 1
b) éCual o cuales de ellas tienen un minimo relativo en el punto (4, -=?

c) Realiza su representacion grafica.
a) Las dos primeras derivadas de la funcién f (x) = ax3 + bx? + cx + d son:

f (x)=3ax*+2bx+cy f " (x)=6ax+2b

Si identificamos los polinomios 6ax + 2b con x> — 1, obtenemos: a =

ol

1
yb=--.
2

1.3

b) La funcién queda en la forma f (x) = =x° — %xz + X + d y sus dos primeras derivadas son:

f’(x)=%x2-x+c yf  (x)=x-1

Si imponemos que tiene un minimo relativo en el punto [4, A l], obtenemos:
3

1
1 248 2 .g2 - _ =
fM)z_g 5 4 4% + 4c +d { _ 4
, 1 d=13
f (4)=0 ~.4°-4+c=0
2
c) La funcion buscada es f (x) = lxe’ r 1x2 — 4x + 13 y su representacion grafica puede verse en el
dibujo.
Inf= (1, 8.67)
-5
2. Se considera la funcion definida por

Mq
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f(x)=ax+b+§-
X

a) Calcula a y b para que la grafica pase por el punto (- 2, - 6) y admita en dicho punto una tangente
horizontal.

b) Realiza la representacion grafica de la funcidon resultante.

a) Imponiendo las condiciones f(-2) =-6yf " (- 2) = 0 obtenemos:

-2a+b-4=-6

{—2a+b=—2 {a:Z
8 = =
a =2

8 2x* +2x+8

b) La funcién resultante es f (x) = 2x + 2 + — y sus caracteristicas son:
X X

e Dominio: Dom f=R - {0}.

® Puntos de corte con los ejes: no tiene.
® Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasx=0e y = 2x + 2.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente creciente en (— 0, — Z)U (2; + oo) y estrictamente decreciente en

(-2.2)
e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (- 2, - 6) y un minimo relativo en (2, 10).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (— 0, O)y céncava hacia las y positivas en (O; + oo).
® Puntos de inflexién: no tiene.

Todo lo anterior puede verse en la grafica que sigue.

3. Representa graficamente las siguientes funciones:
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1

a) f (X)) =x-45-x° b) f(x) =x—Inx ) f (x)=ex
a) Las caracteristicas de la funcién f (X) = X - 4/5 — x* son:

® Dominio: Dom f = [— JE, JEJ Max = (1.58, 2.5)

e Puntos de corte con los ejes: (— \/E 0); (0,0)y

(+/5,0).

e Simetria: respecto del origen de coordenadas.

_ Inf = (0, 0) _
-3 -2 -1 L] 1 2 3

=]

e Asintotas: no tiene.

® Ramas parabdlicas: no tiene. _
Min = (-1.58, -2.5)

e Monotonia: es estrictamente creciente en

(— 1,58; 1,58) y estrictamente decreciente en (— \/g, —1,58) U (1,58, \/g)

® Extremos relativos: tiene un maximo relativo en (1,58; 2,5) y un minimo relativo en (- 1,58; - 2,5).

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en (- \/g, 0) y céncava hacia las y positivas en (\/g, 0).

® Puntos de inflexién: el punto (0, 0) es de inflexidn.

b) Las caracteristicas de la funcién f (x) =x—Inx  son:
e Dominio: Dom f = (0, + oo).

® Puntos de corte con los ejes: no tiene. 4
e Simetria: no tiene. 3
® Asintotas: la recta x = 0.

e Ramas parabdlicas: tiene una hacia mas
infinito. 1
Min = (1, 1)

e Monotonia: es estrictamente creciente en 0
-1 a 1 2 3 4 5

(1,+oo) y estrictamente decreciente en

(0, 2).
e Extremos relativos: tiene un minimo relativo en (1, 1).

® Concavidad: es concava hacia las y positivas en (0, + oo).
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e Puntos de inflexion: no tiene.

1
c) Las caracteristicas de la funcién f (x) = e* son:

e Dominio: Dom f =R —{0}.

® Puntos de corte con los ejes: no tiene.

e Simetria: no tiene.

® Asintotas: lasrectasx=0ey=1.

® Ramas parabdlicas: no tiene.

e Monotonia: es estrictamente decreciente en R—{0}.

® Extremos relativos: no tiene.

e Concavidad: es concava hacia las y negativas en (— 0, 0) y céncava hacia las y positivas en (0, + oo).

® Puntos de inflexién: no tiene.

71

21

l-----------------------I---------------------------------I

=11
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X

4. Representa graficamente la funcion f (x) = , calculando, en su caso, el dominio de definicion,

maximos, minimos, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento y puntos de corte con los ejes.

X

son:

Las caracteristicas pedidas en el enunciado de la funcion f (x) =
1-x

e Dominio: Domf=R—{1}.

® Puntos de corte con los ejes: (0, 1).

® Asintotas: lasrectasx=1ey=0. 4

® Ramas parabdlicas: tiene una a menos infinito. 2

e Monotonia: es estrictamente decreciente en SRR R 3
(2, + oo) % estrictamente creciente en

-2
(— 00, 1) U (1, 2).

-4
e Extremos relativos: tiene un maximo relativo en el

punto (2; - 7,39). * Max = (2, -7.39)

e Concavidad: es cdncava hacia las y negativas en #

(1, + ) y concava hacia las y positivas en (— oo, 1).

® Puntos de inflexidn: no tiene. 12

5. Dibuja la region del plano comprendida entre las curvas:
y = /16 — x? x?=12(y-1)

La region sombreada, comprendida entre una semicircunferencia (en rojo) y una parabola (en azul), puede
verse en el dibujo.

6. Una particula se mueva a lo
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2X

largo de la grafica de la funcién f (x) = -

para x> 1. En el punto P [2, - %] deja alacurvay se

desplaza a lo largo de la recta tangente a dicha curva.
a) Determina la ecuacion de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en el que la particula se encuentra a la asintota
vertical mas préoxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, encuentra las coordenadas del punto en el que la
particula encuentra al eje OX.

Las graficas de las funciones f (x) = 2% ~ en todo su dominio de definicién y de la funcién
1-x
f(x)= 2x - conx> 1 pueden verse a continuacion.
1-x
i i : i
1 4 1 1
A ; K H
! ! 1 0 1 2 3 4 5
) ] 1
i ) H :
E E L :
: : :
b ' ;
: : i
i ] 2 i
4 -3 2 J'1 0 I 2 a 4 :
] [] 1
b ; 3 '
[ ] [ ] :
B - :
i i S
1. i
i E 5 :
H i i
2
a) Laderivada de la funciénes f * (x) = ﬂ ysuvalorparax=2es f * (2) = E
L) 9
La ecuacion de la recta tangente en el punto p (2, — %) es:
4 10 10 32
+—=—-(Xx-2) = 10x-9y=32 = =—X-—
y+3=% ( ) y y=75 5

b) El punto, A, de corte entre la tangente y la asintota x = 1 es:
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10, 3 x=1
97 9 = = AL -244
y=-— 22 =— 244 ( )
x=1
b) El punto, B, de corte entre la tangente y el eje OX es:
10 32 32
="—X-— =—=32
Y= 9 = 10 = B(320)

Todo lo anterior puede verse en el dibujo que sigue.

B = (3.2, 0)

4

-1

P=(2 -1.33)

-2

7. Dada la funcién f (x) = x* - |x - 3|, halla:
a) Los puntos en los que f (x) no es derivable.
b) Sus maximos y minimos relativos.
c) Su representacion grafica.

a) La funcion f (x) = x* - |x - 3| puede expresarse de la forma siguiente:

- x®+3x%* six<3
f(x):x2-|x—3|:{

x> —3x% six>3
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Las expresiones anteriores son funciones polinédmicas y, por tanto, son continuas y derivable para cualquier
valor de la variable. Veamos qué ocurre en x = 3, donde cambia la definicidon de la funcién. Hallamos las
derivadas laterales para ese valor:

_y3 2 _ 2 _
f(3)= lim x4 -0 X (X8 (- x2)=—9
X =3 X —3 X =3 (x—3) X =3
3 _ 2 2 _
Fr@)= tim o =0y XX i oy 2o
X = 3 X —3 X - 3 (x—3) X - 3

La funcién y = f (x) no es derivable en x = 3.

b) La funcidn presenta un maximo relativo en el punto (2, 4) y dos minimos relativos en los puntos (0, 0) y
(3, 0).

c) La representacion grafica puede verse en el dibujo.

7
6
5
Max = (2, 4)
4
3
2 Inf=(1,2)
)
T Min 20,0 ? Min,=(3,0)
-1
8. Dada la funcién f (x) = x+1 , se pide:
x* +1

a) Dominio de definicidn, asintotas y posicion de la curva respecto a estas.
b) Maximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Dibuja la grafica de y = f (x).

a) Lafuncidny = f (x) estd definida para cualquier nimero real.

Las asintotas de la grafica de la funcién son las rectasy =-1 ey =1, al cumplirse:

Ifim x4+l lim x4+l

X —> - ,XZ-‘rl X > + o ,X2+1
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Para hallar la posicidn de la curva respecto de las asintotas evaluamos la diferencia de las ordenadas de la
asintota (ya) con las ordenadas de la funcion (ye).

Para x > 0, hallamos el signo de la diferencia de ordenadas:

X +1 11X2+1—(X+1)<0

—y. =1-
Y=Y X2+l X2 +1

Por ejemplo, para x = 100, ya — yr = - 0,009 < 0. Por tanto, para x > 0 la asintota va por debajo de la curva.

Para x < 0, hallamos el signo de la diferencia de ordenadas:

X +1 X2 +1+ (x+1) 0
<

Y. =—1-
o= Jx2+1 X2 +1

Por ejemplo, para x = - 100, ya—yr = - 0,010 < 0. Por tanto, para x < 0 la asintota va por debajo de la curva.

b) La primera derivada de la funciony =f (x) es f ~ (x) = 1-X .
(x> +1)-x* +1
Estudiando su signo obtenemos:

- La funcién es estrictamente creciente en (— 00, 1).

- La funcién es estrictamente decreciente en (1, + oo).

- La funcién tiene un maximo en el punto (1, \/E) = (L 1,41).

2
c) La segunda derivada de la funciény =f (x) es f * (x) = 2xT - -1 2(x +0.28)(x —178)

(x> +1)° - x* +1 (x> +1)° x* +1

Estudiando su signo obtenemos:
- La funcidn es concava hacia las y positivas en (— 00, — 0,28) v (1,78; + oo).
- La funcidn es concava hacia las y negativas en (— 0,28; 1,78).
- La funcién tiene dos puntos de inflexidn en (- 0,28; 0,69) y (1,78; 1,36).

Todo lo anterior puede verse en la gréfica.

Max=(1.141) g = (1.78, 1.36)
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Analizamos alguno de los modelos propuestos para
el estudio del crecimiento de los seres vivos
(humanos, animales, plantas, microorganismos...).

1. Modelo de Malthus.

Thomas R. Malthus (1766-1834) publico en el
Ensayo sobre el principio de la poblacién (1798) el
modelo que lleva su nombre y que se caracteriza
por el crecimiento continuo o exponencial. La
expresion matematica es:

y(t)=yo-e"

En la férmula anterior, y (t) es el nimero de individuos presentes en el tiempo t, y, el tamafio inicial de la
poblacion y r un pardmetro que expresa el nacimiento o incorporacion de nuevos individuos en cantidad
constante, generacion tras generacion.

Comprueba que se cumple larelaciony “ (t) =r - y (t). Representa graficamente las funciones dadas por el
modelo anterior para distintos valores de y, y el parametro r, y analiza las graficas resultantes.

2. Modelo de Verhults o ley logistica.

Pierre F. Verhults (1804-1849) modificd, en 1838, el modelo de maltusiano considerando el hecho de que
debe haber una tamafo maximo de la poblacion o valor k, ya que el espacio (o el agua o los alimentos o
medio ambiente) es limitado. Obtuvo la siguiente expresion:

k.
y (1) = Yo
yo+(k_YO)'e

rt

Comprueba que se cumple la relaciony “ (t) =r - y (t) - (k —y (t)). Representa graficamente las funciones
dadas por el modelo anterior para distintos valores de las variables k, r e yo, analiza las graficas
resultantes. Compara los resultados obtenidos con el modelo anterior.

3. Otros modelos.

Existen otros modelos que estudian el crecimiento en situaciones mas restringidas. Son el modelo de
Gompertz y el modelo de von Bertalanffy. Busca sus expresiones matematicas, representa graficamente
las funciones resultantes y analiza las graficas obtenidas.

Busca contextos distintos de la Biologia donde se apliquen alguno de estos modelos.

A continuacion damos referencias donde encontrar informacion sobre los modelos de crecimiento.

e AMELKIN, V. V. (2003). Ecuaciones diferenciales en la prdctica. Editorial URSS. Moscu.
e LAHOZ-BELTRA, Rafael. (2010). Las matemadticas de la vida. RBA. Barcelona.

e MARTIN, Miguel Angel. (2013). Matemdticas bioenriquecidas. Edicion propia. Madrid.
e STEWART, lan. (2011). Las matemdticas de la vida. Critica. Barcelona.

e http://www.ecologia.info/leyes.htm
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e www.uam.es/personal_pdi/ciencias/.../08_BioCap6_Leyes_Escala.ppt
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