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UNIDAD 8: Continuidad de las funciones

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 196

1. Representa graficamente la siguiente funcion y estudia su continuidad en x = 1:

X six<l1
f(x)= .
-X+1 six>1

En la imagen observamos que la funcidn es discontinua en x = 1. Los limites laterales en x = 1 son distintos.

-2

2. En cada caso, halla que valor debe tener la funcién en x = - 2 para que sea continua en él:

x? -4 X2 4+ X—2
b X)=————
X+ 2 b9 () x> +3x+2

a) f (x) =

a) La funcién y =f (x) no esta definida en x = - 2. El limite en ese punto vale:
2
. . X -4 . X—2)(x+2 .
lim f (x)= lim = lim M: lim (x-2)=-4
X—> -2 x>-2 X+ 2 X—> -2 X+ 2 X -2

Si definimos f (- 2) =-4 la funcidn es continua en x = - 2.

b) La funciéon y = g (x) no esta definida en x = - 2. El limite en ese punto vale:

3

; X+ x=2 - (x-D(x+2) . x-1 -3
lim g (x)= lim — T2"2 _ jjm 22T S iy _Z38_
x> -2 x>-2 X" +3x+2 x>-2(X+D)(x+2) x->-2x+1 -1

Si definimos g (- 2) =-3 la funcidn es continuaen x = - 2.

3. Estudia la continuidad de la siguiente funcion definida a trozos:
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AX +2 six<-2
f(x)=4¢x>-5 si-2<x<l1
—7x-3six>1

Estudiamos la continuidad en los puntos de abscisa x = - 2 y x = 1. En el resto de puntos la funcién es
continua al ser funciones polinémicas las que aparecen en su definicion.

Estudiamos los limites laterales en x = - 2:
lim f X)) = lim 4x+2=-6 lim f (x)= lim x*-5=-1
X— -2 X—> -2 X — - 2" X —>-2"
Como los limites laterales son distintos, la funcidon no es continua en x = - 2.
Estudiamos los limites laterales en x = 1:
lim f (x)= lim x> -5=-4 lim f (x)= lim -7x+3=-4
X =1 X =1 X — 1" X — 1"

Como los limites laterales coinciden y, ademas f (1) = - 4, la funcidn es continua en x = 1.

Por tanto, la funcién es continua para cualquier nimero real excepto para x = - 2. Puede verse en su grafica.
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ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 211

1. Primos gemelos. Hay infinitos pares de nimeros primos gemelos, es decir, de primos cuya diferencia es
2. Ejemplo: 7 y 5 son primos gemelos, ya que 7 = 5 = 2. Encuentra cuatro pares de primos gemelos.

Esta es una conjetura que esta sin demostrar.

Hasta el nimero 100 podemos encontrar varios primos gemelos: 5y 7; 11y 13; 17y 19; 29y 31;41y 43; 71
y 73.

2. Numero primos generados. El polinomio n? — n + 41, cuya indeterminada n es entera, genera nimeros
primos cuando n va desde — 40 hasta 40. Este polinomio, ¢genera primos para cualquier entero n?

En efecto, el polinomio n?—n + 41 genera nimero primos para valores de n comprendidos entre — 40 y 40.
Por ejemplo: si n = 25, entonces 252 — 25 + 41 = 641, que es un nimero primo.

Para cualquier valor de n no genera nimeros primos, pues, por ejemplo, para n = 41, 412 — 41 + 41 = 412
gue es un numero compuesto.

3. Nimero magico. Toma un numero de tres cifras. Forma el nimero que se obtiene al escribir a la
derecha del anterior el nimero repetido. Este nimero de 6 cifras lo dividimos por 7 y el cociente
obtenido, por 11, y el ultimo cociente, por 13. {Qué se observa?

Tomamos un numero de tres cifras cualquiera, 739, y le aplicamos lo que dice el problema y obtenemos:

739739
——— =T7209.
7-11-13
Observamos que obtenemos el numero de partida. Veamos que esto se cumple con cualquier nimero y
para ello partimos de un nimero cualquiera xyz.

xyzxyz= 100 000x + 10 000y + 1 000z + 100x + 10y + z=1001 - (100x + 10y +z) =7 - 11 - 13 - xyz
Por tanto, al dividir xyzxyz por 7, por 11 y por 13, obtenemos el nimero de partida xyz.
4. Conjetura de Collatz o (3n + 1). Compruébala para los valores de n: 7, 12, 17 y 30.
Indicamos con 2 (x) = f (f(x)) y asi sucesivamente por cuestiones de escritura.
Paran=7:
f(7)=22;f(7)=11; 2 (7) =34; f* (7) = 17; £ (7) = 52; 15 (7) = 26; " (7) = 13; 8 (7) = 40; f° (7) = 20; f1° (7) =
10; f11(7) =5; f12(7) = 16; f3 (7) = 8; f14 (7) = 4; f5 (7) = 2; 16 (7) = 1...

Paran=12:
f(12)=6; 2 (12) =3;f3(12) =10; f* (12) = 5; > (12) = 16; f° (16) = 8; f” (12) = 4; f8 (12) = 2; f° (12) = 1...

Paran=17:
f(17) =52; 2 (17) = 26; f3 (17) = 13; 4 (17) = 40; f> (17) = 20; f° (17) = 10; f” (17) = 5; 8 (17) = 16; f° (17) = §;
f10(17)=4; 11 (17)=2; 2 (17) = 1...
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Para n=30:

f (30) = 15; 2 (30) = 46; 3 (30) = 23; f* (30) = 70; f° (30) = 35; ° (30) = 106; f’ (30) = 53; & (30) = 160; f° (30) =
80; f1° (30) = 40; f** (30) = 20; 12 (30) = 10; f** (30) = 5; f* (30) = 16; f*° (30) = 8; ¢ (30) = 4; f7 (30) = 4; f’
(30)=2; f8(30) =1...

ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 212

2-cosXx Six<ml2

1. Estudia, de forma analitica y grafica la continuidad de la funcién f (X) = ) .
2senx —xsix=rxl/2

;. T
Hallamos los limites laterales en X = E y obtenemos:

lim (2-cosx)=2y lim_ (2-senx—x)=%(—7z+4)

T
X == X ==
2 2

En laimagen pueden verse los valores de los limites determinados con la Vista Calculo Simbdlico (CAS):

» Calculo Simbdlico (CAS)

1 | Limitelnferior{2-cos(x), /2]

o| > 2

LimiteSuperior[(27sin(x)-x), /2]

- g (mta)

Representamos graficamente la funcién f (x) y obtenemos:

En laimagen puede verse que la funcién no es 51
. pa A
continuaen x= —.
2
3_
2 /
ol N\
-5 4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5
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a .
. . Zidx six>1
2. Halla el valor de a para el cual esta funcién es continua en todo R, f (X) =< x

ax + 2asi x<1

Hallamos los limites laterales en x = 1 y hacemos coincidir el valor de estos. Resolvemos la ecuacién

1
resultante y obtenemos que esta funcidn es continua para a = E como podemos ver en la imagen.

» Calculo Simbolico (CAS)
Limitelnferior[(a*x+2a), x, 1]
1 - 3Ja
LimiteSuperior[(a/x+sqgrt(x)), X, 1]
? - a+1
Resuelve[3a=a+1, a]
- {e-d)
2

6.
a=05
+
5.
4

f(x) =05x+2:05 | (—o0o<x<1)
_2-

-3
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Para otros valores del pardmetro a la funcién es discontinua.

a=-07
54
4-.
3.
2.

B = — Lt vk (1<x< o)
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ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 213

3. Estudia, de las dos formas, analitica y grafica, la continuidad de las funciones siguientes:

. T
senXx SI ——<x<0
2_, 2
a) f(x) = —— X _ b) fx)= 11-3% si O<x<1
2
16 + 4x — 2X -
—— si 1<x<—
X+1 2

3. a) La funciodn f(x) presenta dos discontinuidades en x = 4 y x = -2. Hallando los limites, como vemos en la
imagen tenemos que en x = 4 presenta una discontinuidad evitable y en x = -2 una discontinuidad no evitable
de primera especie con salto infinito. En la siguiente grafica podemos ver la discontinuidad en x = -2.

‘ f(x) :=

x2-4.x X2—4.x
—_—— =
16+4.x-2-x2 16+4.x-2-%x?
|reso|ver(16+4-x—2-x2=0) = {{x=-2},{x=4}}

1
i -— -
Jim F(x) 3

‘ Iim_ff(x) = +00

lim _f(x) =» -c0
2

X
representar

(F(x), {asintota= {color=rojo,anchura_linea=4}})
= tablero1
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b) Para esta funcién a trozos estudiamos la continuidad en x =0y en x = 1. En la imagen vemos que para x
=0 es continua y no lo es para x = 1. Por tanto la funcidn es continua en todo su dominio excepto en x = 1.

En la grafica vemos la continuidad de la funcién.

Iiirr]_sin(x) = 0
| sin(0) = 0
‘ lim (1-3%) = 0

lim_(1-3%) => -2.
x—1

—>x-—»4
x+1 X+1

‘ lim,g(x) = 2
x—1

‘Q(x):=

lg() = 2

T
‘ dibujar(sin (x),- ?..0, {color=verde,anchura_linea=3})

|dibujar(1—3“,0..1,{color=rojo,anchura_linea=3}) = tal]

4 T
‘dibujar(mﬂ..?,{color=azul,anchura_linea=3}) =

tablerol1:3

LE 2 o nl|[&w &8 e |[HE
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 216

1. Estudia la continuidad lateral de las funciones representadas en las graficas, en los puntos de abscisa x
=-2,x=0,x=1.

3

L 2
y=g( . s G/
1

®
&

y=f(x)

4 3 - b
1 -2 B
La funciony = f (x):

e Es continua por laizquierdaen x=-2,yaquesecumple: lim f (x)=1= f (- 2).
X—> -2
e No es continua por la derecha en x =- 2, al cumplirse: lim f (xX)=4= f (- 2) =1.
x— -2

® Es continua por laizquierda y por la derecha en x = 0, ya que se cumple:
lim f (x)= lim f (x)= f(0)=0.
X — 0~ x — 0*

e Es continua por laizquierda en x =1, ya que se cumple: lim f (x)=1= f (1).
x—>1
e No es continua por la derecha en x = 1, al cumplirse: lim f (x)=3= f (1) =1.
X — 1"

La funciény =g (x):

® Es continua por laizquierda y por la derecha en x = - 2, ya que se cumple:
lim g(X)= lim g (x)=9(-2)=2.
X— -2 X —-2"

e No es continua por la izquierda en x =0, ya que se cumple: XII;rT(I)_ g(x)=2=9g(0)=-2.
e Es continua por la derecha en x = 0, ya que se cumple: XILrT(I)+ g(x)=-2=g9(0).

e No es continua por la izquierda en x = 1, ya que se cumple: XII'_)r’rl_ g(xX)=-1=9g(@) =1.
e Es continua por la derecha en x = 1, ya que se cumple: XILFTI+ g(x)=1=9(@).

La funciény = h (x):
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e No es continua por la izquierda en x = - 2, ya que no estd definida.

e Es continua por laizquierda en x = 0, ya que se cumple: lim h (x) =0 = h(0).
x — 0"
e No es continua por la derecha en x = 0, ya que se cumple: lim h (x) =1= h(0) =0.
x — 0*
e Es continua por la izquierda en x = 1, ya que se cumple: lim h (x) =2 =h(2).
x —>1"

e No es continua por la derecha en x = 1, ya que no esta definida.

2. Analiza la continuidad de las siguientes funciones en los intervalos que se indica:

1 six<0
a) f (x)=<x-1si0<x<3en[0,3] b)g(x)=
x? —1si x>3

en[-2,+x) c)h (X)=X-|X| en[-2,2]

a) La funcién y =f (x) es continua en [0, 3) ya que:
- Es continua en el intervalo (0, 3).

- Es continua por la derechaenx=0: lim =(x-1)=-1= f (0).

x — 0"

- No es continua por laizquierdaenx=3: lim =(x-1)=2= f (3) =8.

X —> 3

b) La funcidony = g (x) es continua en (—2, + oo) yaque: lim = ——— =+ 0.

x>-2 X+ 2

c) La funcion y = h (x) es continua en [- 2, 2]

-Alserloenx=0: lim = (-x*) = lim (x*) =0=h(0).
x— 0" x — 0"

- Es continua por la derechaenx=-2: lim = (- x?)=-4=h (- 2).

X —-2"

- Es continua por la izquierdaenx=2: lim = (x*)=4=h (2).
X — 2"

3. Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.

x -1 . 3—kx*six<1
b) f (x) =4 x -1 six#1 ) f(x)= 2
x* —1si x>0 _ = six>1
k six=1 kx

X+k six<0

a) f (x):{
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a) La funcidn y = f (x) es continua el cualquier punto no nulo al ser sus expresiones polinomios. Estudiamos
la continuidad en x = 0. Hallamos los limites laterales en el punto citado y obtenemos:

lim (x +k)=k

e = k=-1.
lim (x> -1)=-1

x — 0"

b) La funcién y = f (x) es continua el cualquier punto, distinto de x = 1, al ser la expresién racional.
Estudiamos la continuidad en x = 1. Hallamos el limite en x = 1 y obtenemos:

oAx-1 o X -1 W+l 1

lim ——— = lim : =lim ——==

xo1 x=1 x>l x-1 fx+1 *=>l4x+1 2

c) La funcién y = f (x) es continua el cualquier punto, distinto de x = 1, al ser sus expresiones polinomios y
racionales. Estudiamos la continuidad en x = 1. Hallamos los limites laterales en el punto citado vy
obtenemos:

lim (3-ke?)=3-k , k=1
X =1

lim —=— —
eor kx K k=2

4. Estudia la continuidad de las siguientes funciones para los distintos valores del parametro a.

X? +ax si x<2 e™ six<0

a—x> six>2 X+2a six>0

Mf(m={ mf(m:{

a) La funcién y = f (x) es continua para cualquier valor del parametro a siendo x distinto de 2 al ser sus
expresiones funciones polindmicas. Veamos que ocurre en x = 2:
lim (x2 % ax): 4+ 2a

X — 27

lim (a—x*)=a-4

x — 2"

= 4+2a=a-4 = a=-8

Estudio:
e Sia=-8lafuncidny =f (x) es continua en todo R.

® Sia #-8lafuncidony =f (x) es continua en R — {2}.

b) La funcién y = f (x) es continua para cualquier valor del pardmetro a siendo x distinto de 0 al ser sus
expresiones funciones exponenciales o polindmicas. Veamos que ocurre en x = 0:

lim e™ =1 1
>0 = 1=2a = a==
lim (x + 2a) = 2a 2
x — 0*

Estudio:

eSia= 1 la funcién y = f (x) es continua en todo R.
2
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eSiaz % la funciony = f (x) es continua en R — {0}.

5. Analiza y describe los puntos de discontinuidad de la funcién y = f (x) representada en la grafica.

y=f(x)

6 5 -4 -3

e e e e

La funcién y = f (x) es discontinua en:
e x = - 2, donde presenta una discontinuidad no evitable con salto infinito.
e x = 0, donde presenta una discontinuidad no evitable con salto finito.
e x = 2, donde presenta una discontinuidad evitable.

e x =4, donde presenta una discontinuidad evitable.
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 217

6. Determina el valor de los parametros a y b para que las funciones que siguen sean continuas en sus
dominios de definicion.

1+cosx si x<0 e* * si x<2
a) f (x)=492(@+x) si 0<x<1 b) f (X)= 2X + b si 2<x<4
b/x* si x>1 (@+3)+In(x+b) si x=>4

a) Estudiamos la continuidad en x =0 y x = 1. Obtenemos:
lim (1-cos x)=2

X —> 0"

lim 2(a+x)=2a

x — 0"

= 2a=2 = a=1

lim 2 (a+x)=2a+2

X —>1

b = 2a+2=b
Iim —2:b
x—>1" X

Los valores buscados sona=1y b =4.

b) Estudiamos la continuidad en x = 2 y x = 4. Obtenemos:
lim (ex‘a)z e’ ®

X — 27

lim (2x+b)=4+b

x = 2"

= e’ ?*=4+D

lim (2x+b)=8+b

X — 4"

i = 8+b=a+3+In(4+hb)
lim [(@ + 3]+ In (x + b)=(a + 3)+ In (4 + b)
X — 4%

Resolviendo el sistema resultante en las incégnitas ay b, obtenemosa=2yb =3.

7. Halla los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos:

0 5x+2 si x<0
X s <
b)f(x)={ & shX= O f (=4 x*-3 si 0<x<1

3+xsl x>0 —4x+2 si x>1

X2+ x—2
a) f (X):x2+3x—4

Los resultados son:
a) En x = - 4 la funcion tiene una discontinuidad no evitable con salto infinito.

En x = 1 presenta una discontinuidad evitable.
b) En x = 0 la funcidn tiene una discontinuidad no evitable con salto finito.

c) En x = 0 la funcidn tiene una discontinuidad no evitable con salto finito.
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En x =1 la funcién presenta una discontinuidad evitable al no estar definida en ese punto y tener limite.
8. Sila funcion y =f (x) es continua en x =3 y f(3) < 0, éexiste un entorno de 3 en el cual f (x) es negativa?

Por el teorema de conservacion del signo, como f (x) es continua en x =3 y f (3) # 0, existe un entorno de 3
en el cual el signo de f (x) es el mismo que en f (3), en este caso negativo.

9. Estudia si las siguientes funciones verifican el teorema de Bolzano en los intervalos indicados en cada
una de ellas:

a)f(x)=x*-8x2+3en|[-1, 0] b) f(x) = x2 + sen x + 1 en {0, ﬂ

a) La funcién f (x) = x> — 8x? + 3 es continua en [- 1, 0] y ademés f (- 1) =-6 <0y f (0) =3 > 0, es decir,
verifica las hipotesis del teorema de Bolzano. Por tanto, existe c € (- 1, 0) de modo que f (c) = 0.

2
b) La funcién f (x) = x> + sen x + 1 es continua en [0, /2] y cumple f (0)=1>0y f (%) = % +2>0,

por tanto, no verifica las hipotesis del teorema de Bolzano. No podemos asegurar que exista un valor que
anule la funcién en el intervalo dado.

10. Analiza si las siguientes ecuaciones tienen soluciones en los intervalos dados:
a)x’—e*+2=0en][1,2] b)x—Inx-3=0en][1, 3]

a) La funcién f (x) = x2 —e*+ 2 es continua en [1, 2] yademas f (1) =3 -e >0y f(2) =6 — e? < 0, por tanto,
verifica las hipétesis del teorema de Bolzano. Existe ¢ € (1, 2) de modo que f (c) = 0, es decir, la ecuacién
dada tiene solucion en ese intervalo.

b) La funcién f (x) =x —In x - 3 es continua en [1, 3] y ademas f (1) =-2<0yf(3)=-In3 <0, por tanto, no
verifica las hipdtesis del teorema de Bolzano. No podemos asegurar que la ecuacién dada tenga solucidn en
el intervalo citado.

11. La funcion y = sec x toma valores de distinto signo en los
extremos del intervalo [rt/4, 3nt/4] pero no se anula en ningln punto
de este intervalo. ¢ Contradice esto el teorema de Bolzano?

Para que se cumpla la tesis del teorema deben cumplirse las hipdtesis.

no es continua en

En es situacion la funcion f (X) =sec x =

cos X .
el intervalo del enunciado. Tiene una discontinuidad no evitable con 0 - am
e T T 3w _ 1 4
salto infinitoen — € | —, — | al cumplirse: -2
2 4 4
. 1 . 1 -
lim =+ y lim =—
., 7 COS X ., 7 COS X
2 2

]

rspasssstesssstssssippssssspssssstansnsnnns
(5]
-————
]
i
5

Al no ser continua la funcién, aunque tome valores de distinto signo en los extremos del intervalo, no se
anulard en ningun punto del citado intervalo.
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En la grafica puede verse lo que ocurre.

12. Razona que las graficas de las funciones f (x) = 3x®> — 10x* + 10x3 + 3 y g (x) = e* se cortan en algin
punto con abscisa entre—1y 0.

Si f (x) y g (x) se cortan en un punto con abscisa ¢ € (-1, 0), la 6l
funcién F (x) = f (x) — g (x) tendrd un cero en c, es decir:

F(c)=f(c)-g(c)=0

La funcidn F (x) = 3x°> — 10x* + 10x3 + 3 - e* cumple:

F(-1)=-3-10-10+3-2<0

e
F(0)=3-1=2>0
Como F (x) es continua en [- 1, 0], por el teorema de Bolzano  -15 -1 05 0 05 1
existec € (-1, 0) tal que F (c) =0, por tanto f (c) =g (c) A

La abscisa del punto en el que se cortan las graficas de f (x) y g
(x) es c. Puede verse en el dibujo adjunto.

13. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] y tales que f (a) > g (a) y f (b) < g (b). Demuestra que existe
un valor ¢ € (a, b) tal que f (c) =g (c).

Sea la funcion F definida por F (x) = f (x) — g (x). Esta funcidon cumple:
- Por ser las funciones f y g continuas en [a, b], la funcién F = f - g es continua en [a, b].
- Alserf(a)>g(a)secumple que F(a) =f(a)—g(a) > 0.
- Al ser f (b) < g (b) se cumple que F (b) =f (b) —g (b) <O.
Por cumplirse las tres condiciones anteriores, segun el teorema de Bolzano, existe al menos un c € (a, b) tal
que:
F(c)=0 = f(c)-g(c)=0 < f(c)= g(c).

14. Sea la funcién f (x) = 2x2 — 3x + 1, ¢puede afirmarse que existe un valor ¢ € (2, 3) tal que f (c) = 6.

La funcién y = f (x), por ser polindmica, es continua para cualquier nimero real. Ademas, f (2) =3y f(3) =
10.

Segun el teorema de Darboux o de los valores intermedios, como 6 esta entre f (2) =3 y f (3) = 10, existira
un numeroc € (2, 3) tal que f(c) =6.

8

15. Prueba que la funcién f (X) = ———
3+ sen x

. . T
toma el valor 3 en algun valor del intervalo (_ = =1.
2
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La funcién y = f (x), por ser combinacién de funciones
continuas, es continua para cualquier nimero real.
Ademas:

T
2) 3+sen(-z) 3-1

T 8 8
f — | = = = 2 1 4
2) 3+sen(zr) 3+1
0
Seglun el teorema de Darboux o de los valores /2 0 /2
intermedios, como 3 estad entre f (- /2) =4 y f (n/2) = c
T -1 -

L . T
2, existird un nimero c € (— E Ej tal que f (c) = 3.

16. ¢Es continua la funcién f (x) = 4 en el intervalo [0, 3]? ¢Y en el intervalo [1, 3]? éEsta acotada en
X

estos intervalos?

4
La funciéon f (X) = — no es continua en [0, 3], puesto que no es continua en x = 0.
X

4
La funcion f (X) = — si es continua en [1, 3], por lo que podemos asegurar, por el teorema de acotacion

en un intervalo cerrado que f (x) esta acotada en [1, 3].

X+1

17. ¢Se puede afirmar que la funcién f (x) = esta acotada en el intervalo [0, 2]? ¢Y en el

x* + 2x -3
intervalo [- 2, 0]?

La funcién dada no es continua en x = 1, por tanto no es continua en el intervalo [0, 2], no podemos afirmar
que esté acotada.

En cambio si es continua en el intervalo [- 2, 0], por lo que podemos asegura, por el teorema de acotacién
en un intervalo cerrado que f (x) estad acotada en [- 2, 0].

18. Justifica cuales de las siguientes funciones tienen maximo y minimo absoluto en el intervalo
correspondiente. En el caso de tener extremos absolutos, encuéntralos.
a)f(x)=2x*-4x+5en|[-1, 2] c)h(x)=-x*+2x+3en[-3,4]

b) g (x) = — en[0,3] d)i()=x-1len(-2,2)

X —

a) La funcidn y = f (x), por ser polindmica, es continua para cualquier nimero real, y, por tanto lo es en el
intervalo [- 1, 2]. El teorema de Weierstrass no asegura que:

Una funcién continua en un intervalo cerrado, alcanza en este el mdximo y el minimo absoluto.
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En este caso, el maximo absoluto es el punto (- 1, 11) y el minimo absoluto es (1, 3).

=(-1,11)

y=f(x)

min={(1, 3)

-2 -1 0 1 2

b) La funcidn y = g (x) no es continua en el intervalo [0, 3] ya que en x = 2 presenta una discontinuidad no
evitable con salto infinito.

En este caso no podemos aplicar el teorema de Weierstrass.

c) La funcidn y = h (x), por ser polindmica, es continua para cualquier nimero real, y, por tanto, lo es en el
intervalo [- 3, 4]. Aplicando el teorema de Weierstrass obtenemos el maximo absoluto es el punto (1, 4) y el
minimo absoluto es (- 3, - 12).

d) En este caso no podemos aplicar el teorema de Weierstrass al ser el intervalo abierto.

19. La funcién f (x) = tg x no tiene maximo absoluto en el intervalo [0, n]. ¢Contradice este hecho el
teorema de Weierstrass?

! . . V.4
No contradice el teorema de Weierstrass, puesto que f (x) = tg x no es continuaen X = E; por tanto, no es

continua en el intervalo [0, rt]. Debido a esto, a f (x) no se le puede aplicar el teorema de Weierstrass.

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 218

1. Estudia la continuidad de la funcién g o f, siendo f y g las funciones definidas en R por:

=x+|x| _
f (X — g (x)
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0six<0
La funciony=f(x)es f (X) =< 0si x=0.
Xxsi x>0

0six<0

Lafunciongofes go f (X)=9 , | .
X“si x>0

Esta funcién es continua para cualquier nimero real.

2. Estudia la continuidad de la funcidn:
|x+2|six<-1
f(x)= x> si—-1<x<1
2x+1 six>1

Teniendo en cuenta el valor absoluto del enunciado podemos definir la funcién en la forma:
- (x+2) six<-2
X+2 six—-2<x<-1
f(x) = ) .
X si—-1<x<1

2x+1 six>1

Las expresiones de la funcion son polinomios, por tanto, estudiaremos la continuidad en los puntos en los que
cambia de expresion la funcién.

Enx=-2,f(-2) =0y los limites laterales son:
lim f ()= lim —(x+2) =0y lim f (x)= lim (x+2)=0
X— -2 X ——2" X—> -2

X——-2"

Enx=-1,f(- 1) =1y los limites laterales son:
lim f (x)= lim (x+2)=1y lim f (x)= Ilim x? =1
X — -1 x = -1

X —> -1 X— -2

Enx=1,f(1) =1y los limites laterales son:
lim f (x) = lim x?=1y lim f (xX)= lim (2x+1) =3
x— 1" X = -2

X =1 x— 1
Concluimos que la funcidn es continua en R - {1}.

X2 -2x+Db
x® + ax? —14x
resto de discontinuidades que puedan aparecer en la funcion.

3. La funcién f (X) = posee una discontinuidad evitable en x = 2. Halla ay b y estudia el

Al presentar una discontinuidad evitable en x = 2, debemos estudiar el limite de la funcién en el citado punto.
Obtenemos:

] X2 —2x+Db b
lim =
x>2 x* +ax® —14x 4a-20
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El numerador y el denominador deben anularse: b=0y 4a-20=0; es decir,a=5y b =0.

X2 -2x _ x(x-2)
X} +5x% —14x X (X=2)(x+7)

Para estos valores la funciénes: f (X) =

Esta funcion presenta discontinuidades evitables en x = 2 y x = 0. Ademas presenta una discontinuidad no
evitable de primera especie con salto infinito en x = - 7; al cumplirse:

. X (X —2) . 1 1 . X(X-2) . 1 1
lim = lim == lim = lim ==
x>2 X (X=2)(x+7) x>2x4+7 9 xo0x(X-2)(x+7) x-o0x+7 7

. X(x -2 . 1 . X(x -2 . 1
x>-7 X (X=2)(X+7) x->-7X+7 x>-7" X (X=2)(X+7) x->-7X+7
4. Halla los valores de a y b para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano a la siguiente funcion:

3+senx si —7<x<0
COoS X .
f(x)= si 0<x<n7«
cosXx+b si m<x<2r
Calcula el punto ¢ € (- &, 2nt) en el que la funcién se anula.
La funcidn f (x) tiene que ser continua y para ello debe cumplirse:
lim (3 +sen x) =3
x—> 0 1 1
= 3== = a=-=
. COS X 1
lim == a 3
x—>0" a a
. COS X -1
lim =— -1
xo7 o a a = —=-1+4b = b=-2
lim (cosx+b)=-1+b a
X —> "
La otras hipdtesis también se cumple: f(-n)=3>0yf(2n)=-1<0.
Calculamos el valor ¢ € (- i, 2r) tal que f (c) = O:
4
e3+senx=0 = sen x = - 3, esta ecuacion no tiene
soluciones. \/
2
T _
e3cosx=0 = cosx=0 :X:Ee(o,ﬂ) 1 =t
=T =mi2 : ] m ™ 3m2 2m

®ecosx—2=0 = cos x = 2, esta ecuacién no tiene -1
soluciones. /
-2
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. Vs
En laimagen puede verse que C = E

5. a) éSe puede aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f (x) = en algun intervalo?

X2

b) Demuestra que la funcion f (x) anterior y g (x) = 2x — 1 se cortan en al menos un punto.

1
a) La funcion f (x) = 1 es continua en todo R, ya que el denominador nunca se anula.
+

X2

Como f (x) > 0 para todo x € R, no se puede aplicar el teorema de Bolzano en ningun intervalo.

b) Si f (x) y g (x) = 2x — 1 se cortaran en algun punto, para ese valor de x, se cumpliria:

11X2=2x—1 = 1=2x-D(x*+1) = 2x*-x"+2x-2=0
+

Llamamos f (x) = 2x3 — x? + 2x — 2, funcidn continua en R.

Como |lim F(Xx)=-owy lim F(X)=+ o, lafuncién F (x) cambia de signo en, al menos, un x € R,
X —> + ©

X—> -
por lo que, segun el teorema de Bolzano, F (c) = 0, lo que indica que f (c) = g (c); es decir, f (x) y g (x) se
cortan, al menos, en ese punto c.

Todo lo anterior puede verse en las imagenes. 2]
1.5]

15

y=g(x)

1]

,
y=1(x) 0.5

05 A=(0.8,061)
4]
-2 -1 2

4]
3 2 1 0 1 2 3 05
-0.5 _1-
A -15)
/ y

6.

V4
Comprueba que la funcién f (x) = 3 - tg2 x + 1 toma el valor 2 en el intervalo (0, ZJ y calcula el valor c de

este intervalo para el cual f (c) = 2.

La funcidon y = f (x) es continua en el intervalo (0, %) .Ademads, f(0)=1y f (%) 4.
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V.4
Segun el teorema de Darboux o de los valores intermedios, como 2 estd entre f (0) =1y f (Zj =4

V4
existird un nimero c € (O, ZJ tal que f(c) = 2.

Calculamos el valor c citado:

3-tg°c+1=2 = 3-tg°c=1 = tgzczé = tgc=2 = C:Erad.

=SB
oy

-1 1

7. Prueba que la funcién f (x) = e* — 1 toma todos los valores del intervalo [0, e — 1].

Observamos que se cumple:
- La funcidn se anula, es decir, € —1 =0 para x=0.

- Lafuncién toma el valore—1, es decire*—1=e—1parax=1.

La funcién dada es continua en el intervalo [0, 1], aplicando el teorema de Darboux, podemos afirmar que
alcanza todos los valores del intervalo [f (0), f (1)] = [0, e — 1].

. T 1 . . )
8. Demuestra que la funcién f (x) = _|sen 5 2% | vale E en algun punto del intervalo (0, 1). Menciona

los resultados tedricos empleados y justifica su uso.
1.5

T
La funcion f (X) = _[sen (E ZXJ es continua en (0, 1) por ser

composicion de funciones continuas. (Observa que el radicando
es siempre positivo en (0, 1)).

0.5 mmmmmmmmmmmmn A= (0.88, 0.5)
Los valores que toma la funcidon en los extremos del intervalo son:
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f (0)= sen(%zojz sen%:ﬁzl

f D)= sen(%?j:,/senﬂ:\/azo

Por el teorema de Darboux o de los valores intermedios, f (x) toma todos los valores comprendidos entre 1

1

1
y 0, en particular, > es decir, existe ¢ € (0, 1) talque f (c) =—.

9. Demuestra que la ecuacién n* = e tiene solucién en (0, 1). é{Lo cumple también la ecuacién ¢ = ¢,
siendo ¢ el nimero de oro?

Para ver si la ecuacion * = e tiene soluciones en (0, 1), veamos si la funcién f (x) = ™* — e verifica las
hipétesis del teorema de Bolzano en [0, 1]:

- f(x) es continua en [0, 1]

-f(0)=n’-e=1-e<0

-f(l)=nt'-e=n-e>0

Por tanto, verifica las hipdtesis de Bolzano y existira c € (0, 1) tal que f © =0, es decir, n°=e.

Para ver si la ecuacién ¢X = e tiene soluciones en (0, 1), veamos si la funcién f (x) = ¢5x — e verifica las
hipédtesis del teorema de Bolzano en [0, 1]:

- f (x) es continua en [0, 1]

-f(0)=¢° —e=1-e<0

-f(1)=¢' —e=¢—-e<0

Como los signos de f (0) y de f (1) coinciden, no se puede aplicar el teorema de Bolzano y no podemos
asegurar que existe una solucién en (0, 1).

10. ¢élLa funcién f (X) = alcanza maximo y minimo absolutos en el intervalo [- 1, 1? En caso

1+ x2

afirmativo, hallalos.

La funcidn es continua en el intervalo dado, por el teorema de Weierstrass, la funcidn alcanza el maximo y
el minimo absolutos en ese intervalo.

1
El maximo absoluto es 1y lo alcanza en x = 0 y el minimo absoluto es E yloalcanzaparax=1ox=-1.

11. a) Demuestra que alguna de las raices del polinomio P (x) = x* — 8x — 1 es negativa.
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b) Demuestra que P (x) tiene alguna raiz positiva.
a) La raices de P (x) son los ceros de la funcién F (x) = x* — 8x — 1, funcién continua y derivable en R.
Se cumple:

F(0)=-1<0
Iim (x4—8x—1):+oo>0

X — —
Por el teorema de Bolzano, existe C, € (— 00, O)tal que F (c1) =0.

El valor c; es una raiz negativa de P (x).

b) En este caso, se cumple:

F(0)=-1<0
lim (x*-8x—-1)=+0>0

Por el teorema de Bolzano, existe C, € (O, + oo)tal que F (c2) =0.

El valor c; es una raiz positiva de P (x).

Lo anterior puede verse en la imagen que sigue.

30

25 '3

05

aY
PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 219

Una propiedad de las cubicas

1. Utilizando algin medio tecnolégico (calculadora
grafica o programa con representacion grafica)
representa la funcién cubica f (x) = 2x® — 9x? — 20x +
75 y halla la Ventana grdfica adecuada para que el
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dibujo de la grafica aparezca como se muestra en la imagen.
a) éCudles son las raices de la funciéon y = f (x)? Confirma los valores utilizando el teorema del resto

b) Toma las raices de dos en dos y halla las ecuaciones de las rectas tangentes en los puntos de abscisa
igual a la media aritmética de cada par de raices.

c) Halla el punto donde cada una de estas rectas tangentes corta de nuevo a la curva. ¢{Ocurre siempre lo
mismo sea cual sea el par de raices utilizado?

2. ¢Ocurre lo mismo para otras funciones cubicas similares? ¢Puedes probar las propiedades observadas
u obtenidas?

3. Investiga las propiedades anteriores con funciones ctubicas que tengan: (a) una raiz triple, (b) dos raices
reales, una de ellas doble, (c) o una raiz real y dos raices complejas.
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1. La parte grafica de esta investigacion se ha realizado con GeoGebra.

Introducimos la expresién de la funcidn f (x) = 2x3 — 9x* — 20x + 75, ajustamos la Ventana grafica y hallamos
la interseccion de la grafica de y = f (x) con el eje OX, obteniendo los puntos: A (- 3, 0); B (2,5; 0) y C (5, 0).

100 4

B=(25,0) , C=(50).
3 4 <]

w
L
-
o
-
L

a) Las raices sonxa=-3,x3=2,5y Xc = 5.

Comprobamos, con el teorema del resto, que es asi:
f(xa)=f(-3)=2-(-3)*-9-(-3)*-20-(-3)+75=0
f(xg)=f(2,5)=2-(2,5°-9-(2,5)2-20-(2,5)+75=0
f(xa)=f(5)=2-5*-9-52-20-5+75=0

b) Los puntos, sobre el eje OX, de abscisa la media aritmética de las raices son:
DeA(-3,0)yB (2,5 0) es My (- 0,25; 0)

DeA(-3,0)yC(5,0)esM;(1,0)
De B (2,5; 0) y C (5, 0) es M5 (3,75; 0)

Hallamos los puntos P, Q y R, sobre la grafica, cuya abscisa es la de los puntos M1, M, y Ms:
f(xm1)=f(-0,25)=2-(-0,25>*-9 - (-0,25)>-20 - (- 0,25) + 75 = 79,41
f(xm2)=f(1)=2-13-9-12-20-1+75=48
f(xm3) =f(3,75)=2-(3,75)*>-9-(3,75)>-20- (3,75) + 75 =-21,09

Todos los puntos pueden verse en la imagen que sigue:
Puntos, en color negro, cuyas abscisas son las raices: A (- 3, 0); B (2,5; 0) y C (5, 0).
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Puntos, en color azul, cuyas abscisas son las medias aritméticas de las raices: M; (- 0,25; 0); M, (1, 0) y
Ms (3,75; 0).

Puntos, en color verde, cuyas abscisas son las medias aritméticas de las raices y estan sobre la grafica de
la funcién: P (- 0,25; 79,41); Q (1, 48) y R (3,75; - 21, 09).

100 A

1 (-0.25,79.41)

Q=(1,48)

B=(25,0)

@
3

4
M5 = (3.75, 0)

R = (3.75, -21.09)

Para hallar las ecuaciones de las tangentes en los puntos P, Q y R, hallamos los valores de las pendientes de
las tangentes citadas. La derivada de la funciéony = f (x) es f  (x) = 6x2 — 18x — 20.

Las pendientes de las tangentes son:

me=f"(-0,25)=6-(-0,25)*— 18 - (- 0,25) — 20 = - 15,13

mq=f" (1)=6-1-18-1-20=-32

mr=f"(3,75)=6-(3,75)®*-18 - (3,75)—20=- 3,13
Hallamos las ecuaciones de las rectas tangentes.
Enel punto P (- 0,25; 79,41): y—79,41=-15,13 - (x +0,25) = y=-15,13x + 75,63
Comprobamos que pasa por el punto C (5,0):y(5)=-15,13:5+75,63=0
EnelpuntoQ(1,48): y—48=-32-(x-1) = y=-32x+80
Comprobamos que pasa por el punto B (2,5;0):y(2,5)=-32-2,5+80=0

En el puntoR(3,75;-21,09):y+21,09=-3,13 - (x—3,75) = y=-3,13x-9,37
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Comprobamos que pasa por el puntoA(-3,0):y(-3)=-3,13-(-3)+9,35=0

Observamos que la recta tangente en los puntos de la grdfica cuya abscisa es la media aritmética de dos
cualesquiera de las raices pasa por el punto del eje OX cuya abscisa en la tercera raiz.

Todo lo anterior puede verse en la imagen que sigue: La recta tangente en P (en trazo punteado) pasa por
el punto C. La tangente en Q (en trazo continuo) pasa por el punto B y la tangente en R (en trazo
discontinuo) pasa por el punto A.

_40.

En la imagen adjunta, que se corresponde con la Ventana ) yjsta Algebraica
Algebraica, pueden verse la ecuaciéon de la de la funcién (en rojo), Funcion
los puntos con sus coordenadas (en negro, azul y verde) y las g f(x) =2x*—9x2—20x+75
ecuaciones de las rectas tangentes (en color azul) Punto

..... . A= {_3’ 0)

----- ® B=(25,0)

..... ®cCc= {5’ 0)

----- ® M, =(-0.25,0)

..... ® M,=(1,0)

----- ® M, =(3.75,0)

----- @® P =(-0.25,79.41)

..... . Q= {1’ 48)

----- @® R=(3.75,-21.09)
Recta

----- ® a:y=-15.13x + 75.63

----- @® b:y=-32x+80

----- ® c:y=-3.13x-9.37

2. Para poder observar si ocurre lo mismo con otras funciones
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cubicas similares explicamos la construccion realizada con GeoGebra en el apartado anterior, que debe
servirnos para cualquier funcion cubica que tenga tres raices reales y distintas. Los pasos a seguir con
GeoGebra:

12 Introducimos y representamos la funcion cubicay = f (x).

22 Con la herramienta Desplaza Vista Grafica ajustamos la ventana grafica de forma que aparezca la grafica
de la funcion con sus puntos notables (maximo, minimo y punto de inflexidn), asi como los cortes de la

grafica con el eje OX.

32 Usando la herramienta Interseccion hallamos los puntos A, B y C, interseccién de la grafica con el eje OX,
cuyas abscisas son las raices de la funcidn cubica.

42 Utilizando la herramienta Punto Medio o Centro determinamos los puntos M1, M3, y M3, sobre el eje OX,
cuyas abscisas son las medias aritméticas de las abscisas de los puntos Ay B, Ay C, By C, respectivamente.

52 Dibujamos los puntos P, Q y R sobre la gréfica de y = f (x) tecleando en la ventana de entrada:
Para el punto P, tecleamos: P = (x (M _1), f (x (M _1))).

Para el punto Q, tecleamos: Q = (X (M _2), f (X (M _2))).
Para el punto R, tecleamos: R = (x (M _3), f (x (M _3))).

62 Finalmente, con la herramienta, Tangentes, dibujamos las rectas tangentes a la grafica de y = f (x) en los
puntos P, Qy R.

72 En las Propiedades de los objetos (funcion, puntos, rectas) ponemos el color, estilo... a nuestro gusto.
En la imagen puede verse los resultados obtenidos para la funcién f (x) = 2x3 + 6x> — 4,5x — 13,5.

Los puntos son:

A(-3,0); B(-1,5;0); C(1,5; 0); M1 (- 2,25; 0); M2 (- 0,75; 0); M5 (0, 0); P (- 2,25; 4,22); Q (- 0,75; - 7,59) y Q
(0,-13,5).

Las rectas tangentesson: EnP:y=-1,13x+ 1,69. En Q: y=-10,13x—-15,19. EnR: y =-4,5x - 13,5.
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1
En las imagenes pueden verse los resultados obtenidos para f (x) = §x3 —2x%+3x-1.

Punto

----- ® A=(0.47,0)

----- @® B=(1.65,0)

----- ® C=(3.88,0)

----- ® M, =(1.06, 0)

----- ® M, =(2.17,0)

----- ® M, =(2.77,0)

----- ® P =(1.06,0.33)

----- ® Q=(2.17,-0.51)

----- ® R=(2.77,-0.95)
Recta

----- ® a:y=-012x+0.45

----- ® b:y=-097x+1.6

----- ® c:y=-041x+0.19

Por ultimo, mostramos lo que ocurre con la funcién f (x) = - 2x3 — 3x? + 36x — 8.

Punto
----- ® A=(-5.15,0)
----- ® B=(0.23,0)
----- ® Cc=(3.42,0)
----- ® M, =(-2.46,0)
----- ® M, =(-0.86,0)
----- ® M =(1.82,0)
----- @ P =(-2.46, -84.94)
----- ® Q= (-0.86, -40.04)
----- @ R=(1.82, 35.55)
Recta
----- @ a:y=14.44x - 49.41
----- ® b:y=36.71x-8.34
----- ® c:y=51x+26.25

Intentamos probar que:
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En las funciones cubicas con tres raices reales y distintas, las rectas tangentes en los puntos de la grafica
cuya abscisa es la media aritmética de dos cualesquiera de las raices pasan por el punto del eje OX cuya
abscisa en la tercera raiz.

Consideramos, sin pérdida de generalidad, una funcién /
cubica con tres raices reales y distintas, a, 0 y b, es

decir, que la grafica de la funcién cubica corta al eje OX

en los puntos A (a, 0), B (0, 0) y C (b, 0).

Los puntos del eje OX cuyas abscisas son las medias v (E u) . (a—b‘o)
aritméticas de los puntos anteriores son: o _.‘2 ' ) o 2 A X
a a+b b =@ 84(0,0) b =b.
(G ofws (50 ym~(Gi0) () o

Todo esto puede verse en la imagen adjunta.

La expresion de la funcién cubica es f (x) = (x—a) - x - (x—b), es decir, f (x) = x> — (a + b) x>+ abx.

Hallamos las ordenadas de los puntos P 3, f (gj ; Q ar b, f (a+ b} y R E, f (Ej .
2 2 2 2 2 2

3 2 3 3 2 2 2l _ A3
f(ejz(ej —(a+b)[3j capd & ah ah  2ah-a’
2 2 2 2 8 4 4 2 8

3 2 2
f(a+bj=(a+bj —(a+b)(a+bj +aba+b=m=_(a+b)(a—b)
2 2 2 2 8
8 2 3 3 2 2 2 _ 3
f(gj=(9j —(a+b)(9j paplL D b ab" A o 2ab -0
2 2 2 2 8 4 4 2 8

La derivada de la funcién f (x) = x> — (a + b) x’>+ abx es f " (x) = 3x>— 2(a + b) x + ab.

Veamos que la recta tangente en el punto P coincide con la recta que pasa por los puntos
a 2a’h-a’

Pl -, ————]yC(b0).
2 8

‘ a 2a’h-a’
La pendiente de la recta tangente en el punto P E’ T es:

2 2 2
mp=f'(gj=3(g) —2(a+b)(%j+ab:3%—a2—ab+ab=—a7.

a 2a’b-a’
La pendiente de la recta que pasa por los puntos P [E' T y C (b, 0) es:
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Las pendientes de las rectas coinciden y como ambas pasan por el punto P, las rectas coinciden.
Veamos que la recta tangente en el punto Q coincide con la recta que pasa por los puntos

a+bh (a+h)(a-h)’
Q[ 5 3 jVB(O,O)-

2 8

mQ:f'(a+bj=3(a+bj —2(a+b)[—a+bj+ab: .=_lazb"
2 2 2 4

a+b (a+b)(a-b)’
La pendiente de la recta tangente en el punto Q [ - ( ) ) es:

, a+b (a+b)(a-b)?
La pendiente de la recta que pasa por los puntos Q > — 3 y B (0, 0) es:

0_(_ (a+b)(a—b)2j (a + b)(a - b)’
yB_yQ

o _ 8 ) s _ _ (a-by
QBC—XB_XQ_ 0_a+b N 4(a+b) T 4
2 8

Las pendientes de las rectas coinciden y como ambas pasan por el punto Q, las rectas coinciden.
Por ultimo, veamos que la recta tangente en el punto R coincide con la recta que pasa por los puntos

2 3
R[g,%jymm.

8

2 2 2
mR=f'[gj=3(g] —2(a+b)(gj+ab=%—b2—ab+ab=—b7.

) b 2ab® - b®
La pendiente de la recta tangente en el punto R | —, —— | es:

) b 2ab® -b®
La pendiente de la recta que pasa por los puntos R E, — | yA(a, 0) es:

8

2ab? — b? 0 2ab? - b?

m :yR_yA: 8 _ 8 _ :_ﬁ
RA X, - X, E_a b _ 8a e
2 8

Las pendientes de las rectas coinciden y como ambas pasan por el punto R, las rectas coinciden. Con esto
qgueda probado lo que pretendiamos.
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3. Investigamos las propiedades anteriores con funciones cubicas que tengan: (a) una raiz triple, (b) dos
raices reales, una de ellas doble, o (c) una raiz real y dos raices complejas.

(a) En el caso de una funcién cubica con una raiz triple, por ejemplo: f (x) = (x — 1) = x> = 3x? + 3x — 1 solo
existe un punto de corte (los tres puntos, A, By C coinciden en uno sélo) y, por tanto, el resto de elementos
(puntos y rectas) no estan definidos. Puede observarse en las imagenes que siguen.

b Vista Algebraica

— Funcién

- @ f(x) = x> —3x 4
Punto

..... ® A= (1’ 0) 3

----- B indefinido

----- C indefinido 2

----- M, indefinido

----- M, indefinido

----- M, indefinido

----- P indefinido

----- Q indefinido

----- R indefinido
Recta

----- a indefinido

----- b indefinido

----- ¢ indefinido

F TV

(b) En el caso de una funcién cubica con dos raices reales, una de ellas doble, por ejemplo: f (x) = (x + 3) - (x
—1)? = x3 + x* - 5x + 3, existen dos puntos de corte, Ay B (el tercer punto C ha coincidido con uno de los
anteriores), por tanto, existe uno de los puntos M; con su correspondiente punto sobre la grafica y su recta
tangente que, puede observarse en la imagen que sigue pasa por el punto doble.

b Vista Algebraica [>

— Funcidn

@ f(x) = x> +x2
Punto

----- ® A=(-3,0)

----- ® B=(1,0)

----- C indefinido

----- ® M =(1,0)

----- M, indefinido

----- M, indefinido

----- ® P=(1,8)

----- Q indefinido

----- R indefinido T
Recta

----- ® ay=-4x+4 2]

----- b indefinido

----- ¢ indefinido

-4 =
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(c) En el caso de una funcién cubica con una raiz real y dos raices complejas, por ejemplo, las raices 3, 2iy —
2i, que dan lugar a la funcién: f (x) = (x — 3) - (x? + 4) = x® — 3x? + 4x — 12 solo existe un punto de corte vy, por
tanto, el resto de elementos (puntos y rectas) no estdn definidos. Puede observarse en las imagenes que
siguen.

b Vista Algebraica [X

~ Funcion

@ f(x) =x} —3x
Punto

----- ® A=(3,0)

----- B indefinido

----- C indefinido

----- M, indefinido

----- M, indefinido

----- M, indefinido

----- P indefinido

----- Q indefinido

----- R indefinido
Recta

----- a indefinido

----- b indefinido
----- ¢ indefinido
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