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UNIDAD 7: Limites de funciones

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 170
1. Dadas las sucesiones:
a) A o T e b)1,3,9,27,...
Para cada una de ellas, halla el valor de la suma de sus infinitos términos.

Las respuestas a los apartados son:

L, 1111 . s , 1
a) La sucesién —, —, —, —, ... es una progresion geométrica derazén r = — < 1.

2 4 816 2

11

a
La suma de sus infinitos, S, términos es S = ——, es decir, S = 2 _2_ 1.
1-r 11
1 8" -
2 2

b) La sucesion 1, 3,9, 27, ... es una progresion geométrica de razéonr =3 > 1.

_ , ) al-(r”—l) ,
La suma de n términos S, viene dada por la expresion Sn:—l, es decir,
r_
1-3"-1) 3" -1
R Y
3-1 2
El valor del limite de la expresidn anterior cuando n tiende a + o0 es + o, es decir:
. 3" -1
lim =+ 0.
n—+wx
X2 + 2X
2. Dada la funcién f (X) = ————, halla:
X® -4
a) lim () b) lim f (x) g lim f (x)
X—> -2 x—0 X —> + ®
Los limites pedidos son:
2
. . X%+ 2X . X-(X+2 , X -2 1
a) lim f (x)= lim ———= lim ( ) = = ==,
x> -2 x>-2 X° -4 x->-2(X-2)(x+2) x-o-2x-2 -2-2 2
. X +2x 0
b) lim f (x) = lim —; = =0.
Xx—0 x>-2 X° — 4 -4
2
. . X°+2X , X-(X+2 , ,
¢ lim f (x)= lim —— = lim ( ) = = | —=1.
X =+ x—>+o X5 — 4 X =+ (X—2)(X+2) Xo>+o X — 2 X—)+ool_g
X
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En el grafico pueden verse los resultados anteriores.

54

ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 187

1. Lentejas y garbanzos. En un puesto del mercado tiene 5 sacos de garbanzos y uno de lentejas. Un
cliente se lleva una cierta cantidad de garbanzos; después, otro cliente se lleva el doble de garbanzos que
el cliente anterior, quedandose sélo el saco de lentejas. El vendedor sélo vende sacos completos.
Sabiendo que los diferentes sacos son de 19, 18, 31, 16, 15 y 20 kg, ¢de cuantos kilogramos es el asco de
lentejas?

Sumando los kilos de todos los sacos, obtenemos 119 kg. Como un cliente se lleva cierta cantidad y otro se
Ileva el doble de esa cantidad quedan do sélo el saco de lentejas, entonces al quitar a 119 kg, el saco de
lentejas debe quedar un nimero que es multiplo de 3, esto se cumple con:

119-20=99.

Un cliente lleva 33 kg en los sacos de 18 kg y 15 kg y el otro cliente se lleva 66 kg en los sacos de 19 kg, 31
kg y 16 kg. El saco de lentejas peso 20 kg.

2. Tres cartas. De una baraja espafiola de 40 cartas, extraemos 3 y las colocamos en una fila horizontal.
Las cartas verifican las condiciones siguientes: a la derecha del caballo hay 1 o dos sotas; a la izquierda de
la sota, hay 1 o 2 sotas; a la izquierda de un oro, hay una o dos copas; y a la derecha de de una copa, hay
una o dos copas. éDe qué tres caratas se trata?

El caballo y las sotas las sefialaremos con CS S. Para que se verifiquen las condiciones han de ser:
Cc So Sc

Por tanto, las cartas son:
e Caballo de copas @ Sota de oros e Sota de copas.

3. Primas. Dos amigos, Pedro y Luisa, se encuentran una tarde y Pedro le dice a Luisa: «Ayer estuve con
mis tres primas». Luisa le pregunta: «¢qué edad tienen?», a lo que Pedro contesta: «el producto de sus
edades es 2450 y la suma de las mismas es el doble de tu edad». Luisa dijo que con estos datos no podia
saber las edades. Pedro anadid: «yo soy por lo menos un afio mas joven que la mas vieja». Por supuesto,
Luisa conoce la edad de Pedro. ¢{Cudles son las edades de las primas de Pedro y cual es la edad de Luisa?

Descomponemos 2450 en factores, obtenemos 2450 =2 - 5% - 72,
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Las posibles edades de las tres primas son:

Primal Prima 2 Prima 3 Suma Luisa
2 25 49 76 38
5 5 98 108 54
5 10 49 64 32
7 7 50 64 32
2 35 35 72 36
1 49 50 100 50
7 14 25 46 23
7 14 35 52 26
5 14 35 54 27

Una vez hecha la tabla con todas las posibilidades, observamos que hay un resultado suma repetido, por
tanto ahi esta la razdon de que Luisa le dijera a Pedro que con esos datos no podia saber las edades.

La edad de Luisa es de 32 afos. Luisa sabe la edad de Pedro. Si Pedro hubiera tenido 48 afios o menos, no
guedaria claro, por tanto Pedro ha de tener 49 anos y las primas 7, 7 y 50 afios.
ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 188

1. Calcula los siguientes limites:

., 1-cos x , 3 2 , 2e
a) lim ————  p) lim | ——— —— o lim ———.
U <1lx=1"In (9 S L)

Calculamos limites en la Vista Calculo Simbdlico (CAS) mediante los comandos Limite, LimiteSuperior y
Limtelnferior como se ha indicado en el texto y obtenemos:

a) lim l-cosx _1
x>0 4x> 8 » Calculo Simbélico (CAS)
LimiteSuperior[(1-cos(x))/(4x"2), 0]
b) lim 3 _wd no existe - 1
x->1{x—=1 In(x) 0| > =
8
g9 lim 2e " _—o0. o | Limite[(3/(x-1)-2/(In(x))). 1]
H_w(lJre_x) ol 9
3 | Limite[(2 e*(-x)/(1+ e A(-X))"2),-]
- 0
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. 3 2
Observamos que en el limite lim | ——— no aparece la solucidn. Esto es debido a que este
x->1{x-=1 1In(x)

- . . 3 2 . 3 2
limite no existe, yaque lim | ——— =—ovy lim|——- =4+
x->1 {x=1 1In(x)

3 2
Podemos ver la situacién anterior en la grafica de la funciéon f (X) = —— — I—y de su asintota x = 1.
nx

X -1

4
o
- — - e
(8]
4
=9
n
n
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1 1 1

2. Halla, mediante la grafica correspondiente, los limites: |lim e*; lim e*y lim ex.
x — 0" X — 0" X — + o

Calculamos limites en la Vista Calculo Simbdlico (CAS) mediante los comandos Limite, LimiteSuperior y
Limtelnferior como se ha indicado en el texto y obtenemos:

1
Iim e* =+

x — 0%
» Calculo Simbdlico (CAS)
1
lim ex =0 1 | LimiteSuperior[e”(1/x),0]
x— 0"
8] - OO
1
XLIT ex =1 o | Limitelnferior[ e*(1/x), 0]
- 0
3 | Limite[ e *(1/x), +0]
-1

1
Todo lo anterior puede verse en la representacion grafica de la funcion f (X) = e, asi como las asintotas
x=0ey=1

124

104
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ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 189

1. Calcula los siguientes limites:

2
a) lim (2x2—6x+1j>(2—6x+9 b) tim [2-_©
x—3T x—0 { x sen 2x

En laimagen podemos ver el resultado de estos limites hechos con las opciones del menu Analisis de Wiris.

| 2

lim, (2:x?=6-x+1) X"276X+9 = +00
K—3

| 3 6

lim|=-———| = 0

,.'ﬂ(x sin[E-x]) =

2. Halla las asintotas de la funcion f(x) = 2]
- Inx

Mediante Wiris obtenemos las asintotas de esta funcién que podemos ver en la grafica de la misma.
La asintotaes x=1

[ toeroris
:‘1:1 O [&)w |88 & |@:

[ im 2 oy 400
x—1 2'"’1[!]
| X2
im ———— =
2
_ I' & q .|.m |
o 2-In(x) 2 |
| [ -1
—— | -
representar( 2-In(x) ) tablero1
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 192

1. En cada una de las graficas de las siguientes funciones, halla los limites y valores pedidos:

y=9()

e e - ————————————————————

of(-1) * lim f(x) ® |im f (x) ® lim g(x) ® lim g(x) ® lim g (x)
X — -1 x — 2° X = —© X = — X =
of(2) o |im f(x) ® lim f (x) ® lim g(x) ® lim g(x) @limg(x)
X — -1" X — 3 X — -3 x — 0" X =
of(3) o Iim f (x) ® |im f (x) ® |Iim g ® Ilimg(x) ® lim g(x)
X — 27 x — 3" X — - 3" x - 0* X = + ©

Las respuestas para la funciéon y = f (x) son:

of(-1)=-2 ® lim f(x)=-1 ® lim f (x)=0
X— -1 X — 2"
e f(2) no existe ® lim f (x)=-2 ® lim f (x) =4
x —> —1" X — 3
of(3)=4 ® lim f (x)=0 ® lim f (x)=-2
X — 2 x — 3%

Las respuestas para la funcién y = g (x) son:

® |im g(x) =0 ° I|’m3 g (x) no existe ° |imO g (x) no existe
1
® |im g =—> ® |im g(x)=7% ®lim g (x) =5
X — -3 x = 0" 3 X —>3
® |im g(x) =t® ® |im g (x)=14 ® |im g(x)=+®
x —> - 3" x — 0" X >+ ®©

2. Representa graficamente funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a)f(0)=0, Iim f(x)=-2, lim f (X)=+c, lim f (X)=+0c, lim f (x)=3.
X > — © X —> 4~ X — 44 X = + o

b)g(0)=0,g(2)=0,g(3)=3, Im g (x) =3, lim g () =2, lim f (x)=+ -
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c)h(-2)=0, Ilim h(x) =+, lim h(X)=—-o, lim h(x) =+, lim h(x)=0-
X = - X — 0~ x — 0* X =+ ®

Las graficas que cumplen las condiciones del enunciado son:

a)f(0)=0, Iim f(X)=-2, lim f (X)=+o, lim f (X)=+ow, lim f (x)=3.
X — 4~ x — 4* X > +

X —> -

20

_______________________________________

e T L e e T R S S

b)g(0)=0,8(2)=0,g(3)=3, lim g (x) =3, lim g (x) =2, lim f (x)=+ .

c) h(-2) M = 0,
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lim h(x) =+, lim h(x)=-o, lim h(x)=+o0, lim h(x)=0.
X = - X — 0" x — 0% X =+ ©

3. Explica el significado de las expresiones que siguen y realiza la representacion grafica adecuada:

2

x—>0 X X —> + © X X =+ 0 X

+ oo

A continuacidn aparece el significado de los limites y las representaciones graficas pedidas.

Podemos conseguir que el valor sea tan grande como 1o

X2

queramos dando a x valores suficientemente pequefos. Estos
valores de x pueden ser tanto positivos como negativos. 0

Con mas precisidon, podemos decir que dado un ndmero K, tan

grande como queramos, podemos encontrar un nimero h, tan o
pequefio como sea necesario, tal que si x < h, entonces
50
2x +1
—2 > K * 40
X
2x +1 30

Geométricamente, la gréfica de la funcién f (X) = —;
X 20
tiene como asintota vertical la recta x = 0.

-1 -08 -06 -04 -02 0 0z 04 06 08 1
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X+ o X2
: 2x -4 .y
Podemos conseguir que el valor ——— esté tan proximo a 2 como queramos dando a x valores

suficientemente grandes.

Con mas precision, dado € > 0 podemos encontrar un numero h tal que si x > h, entonces
2x — 4
X

-2|<e¢.

2x — 4
Geométricamente, la grafica de la funcién f (X) = ——— tiene como asintota horizontal la rectay = 2.
X

D

X" +4
c) Iim —— =+
X —> + o X
x? —
Podemos conseguir que el valor ——— sea tan grande como queramos sin mas que tomar x tan grande
X

COmMo sea necesario.

Con mas precision, dado un nimero K, tan grande ~'®
como queramos, podemos encontrar un nimero
h, tan pequefio como sea necesario, tal que si x >

x* + 4 g

h, entonces ——— > K.
X

Geométricamente, la grifica de la funcidn
2

X +4
f (X)) =——— tiene asintota oblicua de
X

ecuaciény =x.

4. Determina las asintotas verticales de las funciones:

163 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il | <{e]i0[e[0]\\]i\:{[e]

X+1
x> -4

a) f (x) = b) f (x)=1In(x - 3) c)f(x):tg(x+%j

Debemos buscar los valores finitos de a tales que lim f (X) = +
X—a

a) En este caso hay dos asintotas verticales, las rectas x=-2y x = 2.

b) La funcién logaritmo neperiano tiende a — oo cuando la expresién x — 3 se anula, por tanto, la recta x =
3 es la asuntota vertical.

c¢) La funcidn trigonométrica tangente, f (x) = tg x se hace infinita en los puntos cuyas abscisas son multiplos
de /2. Para la funcion del enunciado, las rectas x =k - i, con k € Z, con asintotas verticales.

5. Calcula las asintotas horizontales de las funciones:

2
iz—;j b)f(x):ln(iii] o f(x)=e*

a) f (x) =

Debemos calcular, en cadacaso, lim f (x)y lim f (x).
X— - X =+ o

2
. X -4 , .
a) lim —— = 1. larectay =1 esla asintota horizontal.
xo>xe X°+ 4
. X+ 2 . X+ 2 ] .
b) lim In =In| lim =In1=0.Larectay=0 es laasintota horizontal.
X — F oo X -1 x>F5o | X =1
. 52 . 1 , .
c) lim e * = lim — = 0. Larectay=0 es la asintota horizontal
X —> F ®© X > F© eX

6. Encuentra las ecuaciones de las asintotas oblicuas de las funciones:

2x2 2x3 — 4x3 x> -3
b) f (X)=—M f (x)=
X + 2 AR 2x2 -1 o () X —2

a) f (x)=

Debemos determinar, en cada caso, los pardmetros m y n de la ecuacién y = mx + n, hallando los limites:

. f (x .
m=tim %y n= im [f (x) — mx]
X > F© X X —> F ©
) 2x? . 2x* . —4x
agm= lim ———=2yn= lim —-2x|= lim =—4.
x>Fo X 4+ 2X x>Fe | X+ 2 x>x® X 4+ 2
La asintota es la recta y = 2x — 4.
. 2x3 — 4x? . 2x3 — 4x? . —A4X? +X
bpm= lim ————=1yn= Ilm |———-Xx|= M —F——=-
x>3o 2% —3 xo>Fo | 2X° -1 x>3e 2X° -1
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La asintota es larectay = x— 2.

2 2 _
c)m= lim X—3:1yn: lim [X 23—x}: lim 2x 3=2.

X—>F o X2—2X X—>Fo X>Fo X —

La asintota es larectay = x + 2.

7. Calcula el limite de las funciones f (x) y g (x) cuando x > — w0, X >0, X > 2, X >3y X > + ©.

X -3 x> -9
fX)=—7"—7— 9(X)=——01
X°—5Xx+6 X —3X
Representa graficamente los resultados.
L -3 .
Para la funcién f (X) = ——————los limites buscados son:
X° —5X+6
. X—3 - . ] . .

Como lim ——————— =0, lafunciény =f (x) tiene una asintota horizontal de ecuaciény = 0.

x>-o x> _5X + 6

. X—3 3 1
lim — =——=—=—-=
x>0 x° —5x+6 6 2
. X — 3 -1 . X—3 -1 - .
Como lim — L =—_—=—®y lim ————— =— =+, lafunciény =f (x) tiene una
x>2" X =5x+6 0 x->2" X -=5x+6 0
asintota vertical de ecuacién x = 2.
. X—3 . X—3 .
Iim — <= Iim = | =1
x>3 xX° —-b5x+6 x>3(x-3)(x—-2) x->3x-2
259 E
] X—3 '
Como lim ————=0, la '
x>+® X° —5X + 6 ] '
funcién y = f (x) tiene una asintota o] i
horizontal de ecuacién y = 0. ;
oo
Todos los resultados anteriores i
pueden verse en la grafica de la 05 !
.7 1
funcién. !
0 H
- 4 -2 0 ? 4 6 8 10 12 14
:
-0. !
1
1
1
-1 x=2
1
1
1
151 -
1
1
1
1
-2 1
1
1
1
1
-254 L)
1
1
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2
X* -9
Para la funcién g (X) = ———— los limites buscados son:
X

2

. X" =
Como lim —
x> -o X° — 3X

=1, lafuncidon y = g (x) tiene una asintota horizontal de ecuaciony = 1.

. x*-9 -9 . x*P-9 -9 5 . )
Como lim 5 = =-—ovy lim 5 = — = + o la funcién y = f (x) tiene una asintota
x>0 X° — 3X 0 x>0" X“—-3x 0
vertical de ecuacion x = 0.
. x*-9 -5 5§
lim 5 = =—
x>2 X —-3x -2 2
2
. X =9 o (x=3)(x+3 ., X+3 6
I|m2—=l|m¢:hm =—=2
x>3 X° —3x x-3 X(X—3) x>3 X 3

2

, X" -
Como lim ———
X—>+0o X° — 3X

=1, lafuncién y = g (x) tiene una asintota horizontal de ecuaciony = 1.

Todos los resultados anteriores pueden verse en la grafica de la funcidn.
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 193

8. Calcula los siguientes limites:

x3 — x?2 X—4
a) lim —— f) lim m) Iim X—4 - x+4
)Hw x® + X 8 )H“\/;—Z )Hm(\/ \/ )
b) lim X ox+2 h) Iim ———— n) lim (\/3x2+2x—\/3x2+x)
X = + o 2X3+3X2—3 x=>092 _ 4 _¥x X = + ©
%2 _ 3x A9+ X =49 - x
¢ lim ——== i) Iim i) lim (y2x? +1 — 4/x? = x
)x—>+oo X3+X )x»O ()¢ )X—>+oo(\/ \/ )
1
2 2 XT
d) lim X3 4 j) lim X hox-—% +3x-4 o) lim —2X+2
x>2 x° -8 x> 2" X—2 X0 X° 4+ X+ 2
1
x> —2x -3 3x* —4x -3 1 \@-x?
e) lim ——— = k) lim ———— = Iim
)X—)—l x3 — x )xao x? — 5% p)x—>2+(3—xj
x> +2x -3 2x2 = x + 3 2
f) lim —— — ) lim =— = lim (1 + 4x)s
b x> —2x +1 b x> —5X + 4 q)HO( )

Los limites quedan:
. . .7 . w ’ . . . . .
a) Es una indeterminacién del tipo —, nos quedamos con el término principal de cada polinomio y
o0

hallamos el limite resultante:

. oxP =X 'S .

lim ———= Ilim —= lim X=+o
X —>+ X +X X—)+OOX X —> + o

b) Procedemos como en el anterior:
) X2 —Xx+2 . x* 1
Iim — = Ilim —= Ilim —=
x—>+w2x3+3X2_3 x—>+w2X3 X >+ o 9

c) Procedemos como en los dos anteriores:

2 2
, X° —3x . X . 1
Ilim —— = lim — = lim ==0
X —> + X +X X—>+00X X—>+ooX

d) Es una indeterminacion del tipo 6 , factorizamos los polinomios, simplificamos y hallamos el limite:

lim X2 -4 (X =2)(x +2) . X*t2 41
x>2 x% 8 xowe (X—2)(X* +2x+4) xo2x® +2x+4 12 3
e) Procedemos como en el apartado anterior:

2_ — — J— J—
im X223y (X”)(XZ D _ \im X=3 _“4_,
x>-1  X* =X x>-1(X+1D)(x" =x) xo+rex"—-x 2
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0
f) Primero es una indeterminacién del tipo 6 , factorizando y simplificando, pasa a ser del tipo 6:

X2+ 2x=3 . (x=D(x+3) . x+3 _
lim ————=lim ——————= = lim —— no existe, ya que se cumple:
x->1 x° =2x+1 x->1  (x-1) x->1 x -1

. X+3 . X+3

lim =—ow y lim =4+

x>1 X —1 x>1" X =1

0
g) Es una indeterminacion del tipo —, multiplicamos y dividimos por la expresion conjugada del

denominador, operamos y hallamos el limite:

X—4 X—4 ~X+2
lim ——— = lim - = lim Wx +2)=4
X —4 /X -2 x—>4 ./ -2 /X+2 x»4( )

h) Procedemos como en el apartado anterior:

] X T X 24+ NA-X o)
My ax AT i« 2+«/4—><_|x”_n>o<2+ 4=x)-4

i) Procedemos como en el caso anterior:
i JO+X—49-x i (\/9+x—\/9—x)(\/9+x +\/9—x)_
X—0 ox x50 B

9x (\/9+ X +/9—x)

2x 2 2 1

s

S o (S xr o x) oo oerxryo_x) 54 27

k
j) Es una indeterminacién del tipo 6 y el valor del limite es:

. x> +3x-4 6
Iim —— =~ =4
x—2" X—2 0

k) Es una indeterminacion del tipo — y el valor del limite no existe ya que se cumple:

. 3x*—-4x-3 . 3x*—4x-3
im ——————=—-oy Iim =—————— =+
x>0 X2 —5x x>0" X2 —5x

k
[) Es una indeterminacion del tipo 6 y el valor del limite es:

. 2x* —x+3
lim ==~ " "= _»

o2 -
x->1 x° —5X + 4
m) Es una indeterminacién del tipo o — oo, multiplicamos y dividimos por la expresidon conjugada.
.7 . . .7 . w
Operamos y la expresidn resultante pasa a ser una indeterminacion del tipo —, que ya se ha resuelto con
o0

anterioridad: El valor del limite es:
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) (\/x—4—\/x+4)(\/x—4+\/x+4)_
lew(\/x—4 \/X+4) A, (fx—4+x+4) -

= lim ~8

H+°°(\/x—4+\/x+4)

n) Procedemos como en el apartado anterior:
lim |/3x% + 2x — 4/3x% + x = Iim (\/3)(2 +2X -3 + X)(\/3X2 +2x + 43x% + x) _
o o J3X2 + 2 + 43x% + X
= lim X 11 ﬁ
o [3x2 4 2% +4/3x2 +x " 3+3 243 6

=0

i) Procedemos como en el caso anterior:

Iim (\/gx 11— \/x ) H+()O(\/Zx +1 (\/\g( 11)}\/\7: +1)+\/x )

(\/ZX +1-4x2 —X)(\/ZX +1 442 —x) lim X2 +x+1

X =+ ©

= = 4+ o0
H“" (\/Zx +1+\/x —x) H+°°\/2x +1+\/x - X

o) Es una indeterminacién del tipo 1"~

1 2

— . 1 X+ 2 . 1 - X -1

2 lim —- -1 lim — - lim _1
Il,m 2)(;2 X :ex_>0x2 [X2+X+2 ]=eX~>0X2 [X2+X+2] =eX%0X2+X+2 e 2.
x>0\ X 4+ X+ 2

p) Es una indeterminacién del tipo 17~

_r 1 1 1 2 1
1 2-x? lim (— - 1] lim (X = j lm 1
Il'm =e><%2+(2*x) 3-x =exa2+(2 X) 3-x =exa2+( _X)(X_3)=e0:e+00:+w

3-X

x — 2+

g) Es una indeterminacién del tipo 17~

lim = . @+ 4x3-1) tim 8 lim 8

||’m (1+4x)3 _eXAOX =exﬁgxa _e0 —g
Xx—0

9. Calcula los siguientes limites:

2_ 2 3 _9
a) Iim {X L X +1} e) Iim X +1 i) lim —VX3

x->1| X+ 3 X2 — X X =+ ®© ’X+\/; x—>3 X —
Jx -2 .
. 2 [ x+1)x-4 o 1-41-X
b) lim (x — 2)x-s f) lim ( j j) lim —— —
x—3 x4 X+ 2 X —0 X

3 (2 - x)?
o lim [J9x® - 3x— J g) lim {XJFE— X2+1ﬂ k) lim (Xz +1J
X — X -

X = + o X — 2 x->1| x° +1
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2 9 X2 -1

- AX+2 -2

d) lim X -12 h) lim (ZMZ—JF:S(] 1) lim NX+e—2
X —

xo-2 X2 + 44X + 4 X =+ © X2 /2X_3_1.

Resolviendo los limites, obtenemos:

a) Es una indeterminacion O - 0. Si operamos las fracciones se convierte en una indeterminacién del tipo

0
6. Factorizamos, simplificamos y hallamos el limite resultante.

2 2 2
" [x -1 x +1}:”m (x+1)(x*+1) _2-2_,

X+3 x2—x| x»1 (x+3)-x 4-1

x—>1

b) Es una indeterminacion del tipo 17~

2
2 lim —=—.(x-2-1)
lim (X—2)x—3 =eX93X_3 =e2

X —>3
c) Es una indeterminacion del tipo oo — co. Multiplicando y dividiendo por la expresion conjugada se

o0
transforma en otra del tipo —, que resolvemos.
o0

o 5 — (a2 1im L/sz—5—F(3x—2)J-[1/9x2—§+(3x+2)J_
XI—>+oo 9 S (3 2)]_XI_>+OO Nm+(3X—2)J B

12x - 9 12

lim T Y
e (o —5+(@x-2)] 3+3

. ... 0 . N _k .
d) Es una indeterminacién —. Factorizando y simplificando pasa a ser del tipo 6' posteriormente

calculamos el limite.
2 — J— —
lim 23x 12 _ lim 3(x+2) (x2 2) _ im 3X -6 o
x>-20 X +4X+ 4  x--2 (x+2) X>-2" X+ 2

0
e) Es una indeterminacion del tipo —.

, \/;+1 .
lim ——— = lim

x—>+wm X = + o i_l_ﬂ
X X

f) Hallamos los limites de la base y del exponente de la potencia:
Jx -2 1

lim x+Llpt 5)4—4\/§yaquesecumple'
x>4| X+ 2 6 6 '
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. . 1 1
=—y ——— = lim =lim ———=~
X + 2 6 x-4 X—4 x-—4 (X—4)(\/;+2) x>4 . x +2 4

X —> 4

I"m(HlJ 5 i VX2 (Wx = 2)(Vx + 2)

0
g) Es una indeterminacion del tipo co — oo. Operando pasa a ser del tipo 6 . Calculamos ésta ultima.

7
X-2 x*-4 52 xP—4  xo2x+2 4

X — 2

L I X+2 x+14 . x> +3x-10 ., x+5
lim - = |lim ———— = lim

h) Es una indeterminacién del tipo 17~

X2 -1 . 2 3x% + x X3 45x2—x-1
- (3x% + X im ‘1){ 2 ‘l} A e
lim [—32 c =e - oS et =40
X —

X —> + ©

0
i) Es una indeterminacion 6 Operamos en la expresién y calculamos el limite:

im Y30 _ V3 x-3 vX-3 _ V3
x—>3" X —23 X = 3% X —3 X — 3* /X—3

=+ o0

0
j) Es una indeterminacion del tipo 6 . Multiplicamos y dividimos por la expresidn conjugada del numerador,

2
1-41-x
operamos y simplificamos, volviendo a calcular el limite de la expresién resultante. lim ———

x—0 X
i LI bl o)1)
N T S L Yo g oy

= lim ———=0

k) Es una indeterminacién del tipo 1" .

1 3 2
[ . 3 x> -1 3x
3 — )2 Iim . -1 lim
, x> +1)2-x% X > _1[2 J o2 3
Ilm[ 2 1} _e e e o
x=>1| X° +

0
[) Es una indeterminacién del tipo 6 Multiplicamos y dividimos por las expresiones conjugadas del

numerador y denominador, operamos y simplificamos, volviendo a calcular el limite de la expresion
resultante.
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o xr2-a(2x=3 1)

52 2 (x-2) Wx+2+2)

-22x=3+1)

A2X =3 +1

2_

Hz2(x-2)(ﬁ+2)_xin22(1/x+2+2)_§

L
T

10. Calcula, utilizando infinitésimos equivalentes, los siguientes limites:

. sen 3x
a) lim
x>0 sen 4x

tg® (x —1)

b) lim
) x? -1

x—>1

. 3x?
¢ lim ———
x—=>01— cos 3x

In (x - 2)

d) lim
3x -9

xX—3

3 _1
2X

e) lim

x—0

1 - cos 2x

f) lim
sen? 4x

x—>0

Utilizando los infinitésimos equivalentes correspondientes a cada caso, obtenemos:

. sen 3x . 3x 3
) lim =lim —=—
x>0sen4x x-04x 4
2 1y Y _
b) lim w=lim (Xz—l): lim X 1—0
x—>1 Xx° —1 x—>1 x° =1 x=>1 X +1
] 2 x> 6 2
c) lim —— = lim ===
x—>01 — cos 3X HOQL 9 3
2
9 Iim In(x-2) _ InfL+(x-3)] o X=3 _
x>3 3x -9 x>3  3(x-13) x>383(x —3)
2x i
e lim > 1 jim 203 g
X — 0 2X X — 0 2X
4
flim 102X _ gy 24 1
x>0 sen® 4x x>0 (4x) 32 8
11. Calcula los siguientes limites:
%
X% =X
a) lim (1 - 2x)% b) Iim
)x—>0+( ) )X_)+Oo(3xz+5J

Los limites quedan:

a) Es una indeterminacion del tipo 1"~

lim (1 - 2x)*

x — 0"

=ex—>+wx

Iim §-(1—2)(—1)

1
3

c) lim

X —> + ©

(3x+2

Jx2 =3x - x
3x—5]
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b) Hallamos los limites de la base y del exponente de la potencia.

X
. 2 —x Y (1y”
Iim | ——| == =0, ya que se cumple:

xove (3x2 + 5 3

) X% — X 1 X

lim | ———|=Zy lim —=+w
x>+ | 3x° + 5 3 x>+ 4

c) Hallamos los limites de la base y del exponente de la potencia.
Jx? - 3x — x
(3 +2 :
lim

X —> + ©

=12=1, ya que se cumple:
3X -5

lim 3X + 2 _1y
x>+o | 3x =5

lim (M—x): lim (m_x)(erx) — 3X

. 3
2

X =+ o X — + oo ([XZ —3X+X) X = + o IXZ —3X+X

12. Los habitantes de una pequeiia ciudad industrial deciden poner en marcha un plan de
descontaminacién de los acuiferos de sus alrededores, cuyo coste, en euros, por habitante y afio viene
dado por la funcion:

C () = O +10
0,02x* + 0,01

éCuanto dinero por habitante habra que invertir los primeros afios? ¢En cudntos ainos el coste por
habitante sera menor de 10 euros? ¢Cual sera el coste a largo plazo, por habitante y afio, del plan de
descontaminacion?

El coste en el momento de poner en marcha el plan, t =0 sera:

2
c=—20*+10 _ 10 _ 1600 euros
0,02-02 + 0,01 0,01

El coste en el primer afo, t = 1 sera:
01-1* +10 101

C (1) = 2 -
0,02-1° +0,01 0,03

= 366,67 euros

El coste en el segundo afio, t = 2 sera:
01-22 +10 _ 10,4
0,02-22 +0,01 0,09

C (2= =115,56 euros

El coste en el tercer afio, t = 2 sera:
01-3% +10 10,9
C (3) == 2 =
0,02-3°+0,01 019

= 57,37 euros
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El coste va disminuyendo con el paso del tiempo y para saber en cuantos afios el coste por habitante sera
menor de 10 euros, resolvemos la inecuacion C (x) < 10. Operando, obtenemos:

01x? +10

C (x) <10 "
) 0,02x* + 0,01

<10 = 01x* +10<0,2x*> + 0,01 =

= 01x* - 02x*<01-10 = -01x*<-99 = 01x*>99 = x*>99 = x >995

Deben pasar 10 afios para que el coste por habitante sea menor de 10 euros. Puede comprobarse que es asi
calculando el valor del coste en el décimo afio:

01-10% +10 20

5 = = 9,95 euros
0,02-10° +0,01 2,01

C (10) =

Para determinar el coste a largo plazo calculamos el limite lim C (X):

01+ 10
] . 01x* +10 . IV 01
lim C (x)= lim 5 = lim R =5 euros.
X—> + o0 x>+0 (002 X" +001 x-o+= 0,01 0,02
0,02 + —
X

Vemos que a largo plazo el coste por habitante y afio va a ser de 5 euros. También puede comprobarse en la
gréfica de la funcién.

35

30

25

20

0,1z + 10

@) = 5 2az 3 001
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ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 194

1. Determina, en cada caso, qué valor debe tomar k (k #0) para que se cumplan las igualdades siguientes:

2 k x2 1
a) lim (- k9 (2x +3) =6 b) Iim (2x —/4x% + kx — 5):1 c) Iim {u} =e2

X =+ 0 X2+4 X — + 0 X =+ © 4X2+7Z'

a) El valor del limite es:
—_— —_— 2 —_—
lim 1-kx) (2x +3) _ Iim 2kx“ + (2 = 3k)x + 3 _

. > - 2k
X = + o X° +4 X = + X + 4

Si—2k =6, entonces k = - 3.

b) Elvalor del limite es:

lim (ZX—\/m)— lim (2x—1/4x2 +kx—5X2x+1/4x2 +kx—5)_
X IR (2x+w/4x2 +kx—5) -

. 4x2—(4x2+kx—5) . —kx+5 —k
= lim = lim =

Xk (2x+,/4x2 +kx—5) X2>re oy 4 J4x2 +kx -5 2+2

k
Imponemos que la solucién sea 1: — Z =1, entonces k=-4.

c) El valor del limite es:

k x2 . , [(4x%+1  Kk@l-72)x? _
) | K2 - 1 | K@ -7)x" k(l-rx)
Il,m 4X +l :exJnlw X [4X2+7[ j:eXJrle 4x? + x =e 4
x>+l AX2 + 10
k@-7) 1 2
Sie 4 =e?, entonces k =—.

1-n

2. El nimero de plantas, P, de una especie que ha colonizado la ladera de una montaiia, a lo largo del
tiempo, t, viene dado por la funcién:
P (t) = 1200 + 12000t _donde t 0.
1+ 2t

a) éCual es el numero de plantas inicial? ¢Y después de 2 afios?
b) éDe qué forma afectara el paso del tiempo a dicha poblacién?

a) El nimero de plantas inicial es: P (0) = 1200 + 12000 - 0 =1200.

1+2-0

1200 +12000-2 25000
1+2-2

=5040.

Después de 2 afios el nimero de plantas serd: P (2) =

b) Con el paso del tiempo se cumplira:
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. 1200 + 12000t .12 000t
lim = lim ——
t—+w 1+ 2t t—+o

= 6000

La poblacidn se estabilizara en 6000 plantas con el paso del tiempo. Puede observarse en la gréfica.

6000

5000

4000 1200 + 12000
Ht)|l= —————

1) 142t
3000

2000

1000

3. Comprueba que los resultados de los limites que siguen son correctos.

a) lim [In(x+1)-Inx]=0 b) lim x-[In(x+1)—Inx]=1

X = + X+

a) Hallamos el limite:

lim [In(x+1)—Inx]= Iim In(x)tl}:ln( lim X+l)=ln1:0

X=>+0o X

Hemos intercambiado el limite con la funcién logaritmo neperiano al ser ésta una funcién continua.

b) Hallamos el limite

lim x-[In(x +1)—In x]= lim x-In(X—sz lim x-In(XJrl]:

X + o X > + X

X —> +©

— lim In(x+1j —In| 1im (1+1j —he=1
X = + © X X = + X

Hemos intercambiado el limite con la funcién logaritmo neperiano al ser ésta una funcién continua.

4. ¢(Cudntas asintotas oblicuas puede tener una funcién racional? ¢Cudntas horizontales? ¢Cudntas
verticales? Encuentra las asintotas de las funciones:
2 2
X®—=3x+3 (x-=3)

At W=—" 09 () ="

Las respuestas son:
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e Una funcidn racional puede tener como maximo 2 asintotas oblicuas correspondientes a los limites
cuando X > + 0y X > + 0.

e Una funcidén racional puede tener como maximo 2 asintotas horizontales correspondientes a los limites
cuando X > + 0y X > + 0.

e Una funcién racional puede tener tantas asintotas verticales como ceros del denominador que no lo sean
del numerador.

a) Las asintotas de la funcién f (x) son:

. x*-3x+3
e larectax=1yaquesecumple: lim ——— =0
X — too X =1

® Larectay = x— 2 ya que se cumplen los limites:

2_ 2_
im X3 [M_ij_z

X — too XZ_X X — too

b) Las asintotas de la funcion g (x) son:

. (x=13)? . (x=23)?

elarectax=-3,yaque: lim ~———=—-0y Iim — =+

x>-3 X+ 3 x>-3" X+ 3
® Larectay=x-9, yaque:
) X . (x=23)?
m= lim g_(): le(z—):l
X —>t o X X > o X +3X
2
. ) X°—6x+9 . —9%+9
b= lim [g(x)-mx]= lim |[——————-1|= lim ———=-9
X =+ X = oo X+ 3 x>t X 4+ 3

5. Estudia los siguientes limites segun los valores del parametro a:

a) [im (1+;](H1) b) lim 1/3X+4—\/§J

X =+ o aX2+4x+8 X —> + ©

a) Hallamos el limite:

1 (x+1) lim (x+l)[l+%8—l] im Xt
Sea L= lim |1+ ——"—— o8 =e ey S
ax” + 4x +

X —> + ©

. X+1
lim ———

Sia=0,entonces L ="~ " **8 = gl/4 = 4fe
Siaz0,entoncesL=e"=1

b) La solucién queda:
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e Sia=0, entonces lim |[{/3X + 4J: + 0.

X =+ o

e Sia > 0, entonces:

lim [ - Jax]- tim (W(&Sxﬂj)j% -

0 sia=3
3X + 4 — ax . B-a)x+4

= lim lim = stas
Hw(\/mjtx/&) o [3x+ 4 - Jax +o si0<a<3

6. Halla los limites:

25 In x
3 _8y3 2 2 _
a) lim [w/3+5x 8x } b) lim ( 21In x J 9 lim (12x X 7x}

X =+ o

1+ 2X In 7X2 9X6 + 5X

X —> + o X = + o

El resultado de los limites es:

25
43+ sx -8 [3 8}25 _(— ZJZS _ 1

X+ 1+ 2x

In x . 21n x . 2Inx—-In7-21Inx
2 |n X Iim Inx|—— -1 lim Inx|————
‘ _examc IN7+2Inx _ex»»foo IN7+2Inx _

—-In7-Inx —_In7

AT 2 1 1 7
—e In7+2|nx:e 2 — — —

eIn7 ﬁ 7
. 12x%\x* = 7x | i \/144x6 —1008x° _ [144 _12 _,

c)

im
X =+ o ’9X6+5X X = + o

7. En una ciudad se realiza un censo y se descubre que el nimero de habitantes, P (t), en millones viene
dado por la funcion:

9x° + 5x 9 3

t? + 500t + 2500
(t + 50)?
siendo t el nimero de aifos transcurridos desde que se realiza el censo.

P(t) =

a) éCuantos habitantes hay cuando se realiza el censo?
b) éCuantos habitantes habra dentro de 25 afos? ¢Y de 50 afos?
¢) Como evoluciona la poblaciéon con el paso del tiempo.

0% +500 -0+ 2500 2500

= =1 millén de habitantes.
(0 + 50)? 2 500

a) Cuando se realiza el censo hay P (0) =

178 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il | <{e]i0[e[0]\\]i\:{[e]

02 + 500 - 25 + 2500 _ 15 625
(25 + 50)° 5 625

b) Dentro de 25 afios habra P (25) = = 2,78 millones de habitantes.

2
507 + 500 - 50 + 2500 _ 30 000 = 3 millones de habitantes.

Dentro de 50 afios habra P (50) =

(50 + 50)2 10 000
c) Con el paso del tiempo la poblacién de la ciudad acabara siendo:
14 500 N 2500
) e
lim P (t) = lim L t200t+ 200 o t t*  _ 1 millén de habitantes.
t—+ o t—+ o t2+100t+2500 t—> +o 100 2500
1+ —+ e

El resultado puede observarse en la grafica.

3.5 1

31 A1) t2 4 500t + 2500

) (t + 50)?

2.5 1

2 -
1.5 1

y=1

1 J ————— - - - E R el -
0.5 1

0 | . | | | | . | | | | | | |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700

8. Una empresa produce tarjetas de sonido para ordenadores en grandes cantidades. Atendiendo a
diversos factores, la produccion de x tarjetas tiene un coste total, en euros, de C (x) = 10x + 20 000.

a) Encuentra la expresion de la funcién C, (x) que nos da el precio unitario medio de una tarjeta al
fabricar x unidades.

b) Calcula Cr, (10), C (100) y Cr, (1000). ¢A qué es debido que haya tanta diferencia entre un coste y otro?

c) Calcula lim C. (X) y da una interpretacién econémica del resultado.
X =+ o

a) El precio unitario medio, Cn, (x), al fabricar x unidades es:
C (x) = C (x) _ 10x + 20 000
X

,conx>0

b) Los valores pedidos son:

C,. (10) = 10-10 + 20 000 = 2 010 euros.
" 10

C. (100) = 10100 + 20 000 = 210 euros.
" 100
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C, (1000) = 10 .1001%5020 000 _ 30 euros.

La diferencia de precios es debida al valor tan alto, 20 000 euros, que tiene los costes fijos.

c) Cuando el nimero de tarjetas fabricadas se hace indefinido se obtiene:
20 000
10+ ——

lim C_ (x)= lim 10x +20 000 _ lim — X

X =+ ® X X = + ®©

=10 euros.

Para un gran numero de tarjetas fabricadas el precio minimo serd de 10 euros. Véase el grafico de la
funcion.

100
90
80
70
60

50

Cm(:f:) =

10z + 20000
T

40

-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600
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Parabolas y rectas

Queremos investigar posibles patrones que aparecen cuando se o
estudia la interseccion de funciones polindmicas con funciones
lineales.

401
1. Consideramos las funciones cuadraticas de expresiéon y = (x —
p)> + q cuyas graficas son parabolas de vértice V (p, q) y las .

funciones linealesy =mx ey = nx.
304 h (%) = 5x

a) Seala pardbolay=(x—3)*+4ylasrectasy=2x ey = 5x. f(x) = - Bx+ 13
Utilizando medios tecnoldgicos, hallamos las cuatro
intersecciones P, P;, P3, P4, que pueden verse en el dibujo.

Llamamos xi, X2, X3 Y X4 @ las abscisas de estas intersecciones en el
orden en el que aparecen, de izquierda a derecha, sobre el eje
OX.

Calculamos los valores de las expresiones: o 3 T 5 5 P
D1=X2—X1; Dz=X4—X3 V' V=|D1—Dz|.

b) Considera otras parabolas de la forma y = k(x — p)? + g, con k > 0, que tengan el vértice en el primer
cuadrante, cuando se cortan con las rectas y = 2x e y = 5x. Comienza estudiando los casos en los que k =
1.

c) Investiga lo que sucede para cualquier valor de k y para cualquier posicién del vértice. Si cambiamos
las rectas, équé resultados obtenemos?

d) éEncontraremos resultados similares para funciones polindmicas de grado tres? ¢Y para funciones
polinédmicas de grado superior?

1. a) Las intersecciones son los puntos de la pardbolay = (x —3)? + 4 con las rectas y = 2x e y = 5x, son los
puntos:

y=(x-23)*+4 . x> —11x +13=0 o % =965, y, =4827 (P,)
y = 5x y = 5X X, =135 vy, =673 (R)

{yz(x—s‘)2 +4 N {x2—8x+13=0 - {x3=5,73; y, =146 (R,)

y =2X y = 2X X, =227, y, =454 (PR,)

Los valores pedidos son:
D;=2,27-1,35=0,92; D;=9,65-5,73=392 vy V=]092-3,92|=3.

En las imagenes que siguen pueden verse las cuatro intersecciones:
P.(1,35;6,73);  P,(2,27;4,54); Ps;(5,73;11,46) vy P4 (9,65; 48,27)
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Ademas aparecen dibujados los puntos A (1,35; 0); B (2,27; 0); C (5,73; 0) y D (9,65; 0) sobre el eje OX, que
tienen las mismas abscisas que los puntos interseccién

En el recuadro de la Vista Algebraica aparecen calculadas las expresiones:
D1=X2—X1=O,92; D2=X4—X3=3,92 \ V=|D1—Dzl=|0,92—3,92|=3.

También pueden verse, sobre el eje OX, los segmentos a = AB y b = CD, de medidas 0,92 y 3,92
respectivamente.

El valor V = 3 es el valor absoluto de la diferencia de las pendientes de la rectas y = 5x e y = 2x.

b Vista Algebraica 501
Funcién
----- ® i(x) = (x—3)’+4 ]

351

..... X =1.35 301 h()(]=5x

fix) =x*-6x+13
----- X, =5.73 25 )

Punto

----- ® A=(1.350)

----- ® B=(2.27,0)

----- ® C=(5.73,0)

----- @® D=(9.650)

----- ® P, =(1.35,6.73)
----- ® P,=(2.27,4.54)
----- ® P, =(5.73,11.46)

..... o P, = (9.65, 48.27)

Segmento
..... ® a=0.92 : D :
..... ® b=3.92 az092 4 6 hb8392 10 12

b) Analizamos las situaciones para pardbolas de la expresiény = (x — p)? + g, con p y g positivos y las rectas y
=2xey=5x.

Trabajando en el programa GeoGebra, creamos dos deslizadores denominados p y q. Introducimos la
funcién f (x) = (x— p)? + q y observamos que al variar los valores de p y g, es decir, la posicion del vértice de

la pardbola, el valor de V se mantiene fijo en 3.

En las imagenes pueden verse los casos de los vértices V (3, 5) y V (5, 3)
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Vista Algebraica
Funcion
® f(x) = (x—3)?
® z(x) = 2x
-@ h(x) =5x
Numero
D, =1.12
D,=4.12

o0
x oo

Punto
@ A=(1.47,0)
B =(2.59,0)
C=(5.41,0)
D =(9.53,0)
P, =(1.47,7.34)
P, =(2.59, 5.17)
PE

=(5.41,10.83)
P, =(9.53, 47.66)
Segmento

h

Vista Algebraica
Funcion
® f(x) = (x —5)?
® g(x) =2x
- @ h(x) =5x
Numero
D, = 0.99
D,=3.99

o0
X 0T <
nmnn
W oo

Punto
® A=(2.18,0)
® B=(3.17,0)

@ C=(8.83,0)

- @ D=(12.82,0)

- @ P,=(2.18,10.92)
® P,=(3.17,6.34)
® P, =(8.83,17.66)
® P,=(12.82, 64.08

4

— Segmento
- @ a=0.99
~@ b=3.99

557

p=3
.
=5
Py
451
401
35+ h(x) = 5x
2
204 flx) = (x—3)"+5
251
201
g(x) =2
1 o
10 p p3
5_
3
0 A C D
-1 2 3 4 5 & 7 8 98 10 11 12
a=1.12 b=4.12
559 P:5
e e
q=3
50 1 -q—
h(x) = 5x
f(x) = (x£5)°+3
25 1
201
g(x) =
P
15 3
P
10
5_
0 A B C D
1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13
a=099 b=399
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¢) Introducimos un nuevo deslizador k y lo hacemos variar, observando los resultados.

_ m-n| [5-2
En laimagen puede verse el valor V = 1,25 que es el resultado de operar V = = =1,25.
k | 2,4
b Vista Algebraica 557 p=5
Funcién ———
@ f(x) = 2.4 (x — 50 Ak
@ g(x) = 2x k=24
@ h(x) =5x - —— Py
Numero
D, =0.82
D, = 2.07 401
- V=125
- @ k=24 351 h(x) = 5x
@ p=5
@ :,1-:2-84 w0 (x) = 24 (x-5)*+3
X_ = 3.66
X, =717 251
X,=9.24
Punto ]
@ A=(2.84,0) 2 (x) =2
- @ B=(3.66,0)
- @ C=(7.17,0) 151
@ D=(9.24,0) Ps
@ P,=(2.84,14.2) 10,
- @ P,=(3.66,7.32)
- @ P,=(7.17,14.35)
@ P,=(0.24,46.22) °1
ST B SRR
@ b=207 0o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
a=0.82 h=207

Obtenemos otros valores de V haciendo cambios en los tres deslizadores.

Para cambiar las rectas, creamos dos nuevos deslizadores llamados m y n e introducimos las funciones g (x)
= mx y h (x) = nx. También podemos analizar las intersecciones de rectas que no pasan por el origen, es
decir, funciones de la forma g (x) = mx+ myy h (x) = nx + n;.

Variamos todos los deslizadores y observamos que, en las situaciones que haya intersecciones, el valor
m-n
k

buscadoes V = |

El hecho de obtener el valor anterior lo podemos encontrar en el razonamiento que sigue.

Seany=ax*+bx+x,conaz0,y=mx+myey=nx+n;las ecuaciones de una pardbola y dos rectas que se
cortan en cuatro puntos.

Hallamos las abscisas de esos cuatro puntos:
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2
=ax“ +bx+c
{y ax> +bx+c=mx+m = ax’+({o-mx+(c-m)=0

y =mx+m,

Si llamamos x1 y X4 a las soluciones de la ecuacién anterior, una de las relaciones de Cardano puede
expresarse en la forma:

_ 2

y=nx+n

Si llamamos x; y x3 a las soluciones de la ecuacién anterior, una de las relaciones de Cardano puede
expresarse en la forma:
b-n
a

X, +Xg = —
El valor buscado V sera:

V=|(X2—Xl)—(X4—X3)|:|(x2+x3)_(xl+x4)|:‘_b;n_(_b—m)

a a

n—m|

El valor anterior depende de las pendientes de las rectas, m y n, y del coeficiente a del término x> de la
parabola.

d) Veamos qué ocurre cuando cortamos la curva ctbica de ecuacién f (x) = x> + 3x? con las rectas g (x) = 2x y
h (x) = 5x.

En las imagenes que siguen pueden verse las intersecciones denominadas Ps, P,, P3 y P4, ademas del origen
de coordenadas y en la Vista Algebraica sus coordenadas.

Pueden verse los puntos proyeccién de los puntos anteriores sobre el eje OX: A, C, D y F, con sus
coordenadas en la Vista Algebraica.

Hallamos las diferencias:

D1=Xc—XA=0,63 D2=XF—XD=O,63 V= |D1—D2| = |0,63—O,63| =0
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> Vista Algebraica
Funcién

f(x) = x> + 3%

Punto
----- @ A=(-4.19,0)
..... B= (0, 0)
----- @ C=(-3.56,0)
----- @® D=(0.56,0)
..... E=(0,0)
----- ® F=(1.19,0)
..... ® P, =(-4.19, -20.96)
..... @ P,=(-3.56,-7.12)
..... @® P, =(0.56,1.12)
..... ® P,=(1.19,5.96)

4
Segmento

Veamos qué ocurre cuando cortamos la curva cubica de ecuacién f (x) =x3 - x> —x + 2 con las rectas g (x) =
2x y h (x) = 5x.

En las imdgenes que siguen pueden verse las intersecciones denominadas Pi, P2, Ps, P4, Ps y Pg, y en la Vista
Algebraica sus coordenadas.

Pueden verse los puntos proyeccién de los puntos anteriores sobre el eje OX: A, C, D, F, G y H, con sus
coordenadas en la Vista Algebraica.

Hallamos las diferencias:
D1:XB—XCZO,56 DzZXD—XCZO,SG D3=XH—XG:0,3

V=|D;—D,+Ds| =|0,56-0,86+0,3| =0
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Punto
----- ® A=(-2.18,0)
----- ® C=(-1.620)
..... . D= (2, U}
----- ® F=(2.86,0)
----- ® G=(0.32,0)
----- ® H=(0.62,0)
----- ® P, =(-2.18, -10.89)
..... ® P,=(-1.62,-3.24)
P.=(24)
----- ® P,=(2.86, 14.28)
P, =(0.32, 1.61)
..... ® P_=(0.62,1.24)
Recta
..... CIX= 0.32
----- d: x=0.62
Segmento
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El hecho de obtener el valor anterior, V =0, lo podemos encontrar en el razonamiento que sigue.

Seany=ax>+bx?+cx+d,cona=#0,y=mx+mey=nx+n; las ecuaciones de una cubica y dos rectas que
se cortan en seis.

Hallamos las abscisas de esos seis puntos:
y=ax® +bx* +cx+d

ax’ +bx* +ex+d=mx+m =
y = MX +m,

Xl
= ax’+bxX*+(Cc-mx+(@d-m)=0 = {x,
X6

Las soluciones xi1, X3 Yy Xs cumplen una de las relaciones de Cardano que puede expresarse en la forma:

b
X, +Xg + Xg = — —
1 3 6 a
3 2
=ax” +bx* +cx+d
y ax® +bx> +ex+d=nx+n =

y =nx+n,

= ax’+bx*+(Cc-nx+(d-n)=0 = {x,
X5

Las soluciones xz, X4 y Xxs cumplen una de las relaciones de Cardano que puede expresarse en la forma:

X, +X, + X = b
2 4 5 a

El valor buscado V sera:
\Y :|(X2 - Xl) + (X4 - Xs) _(Xe - X5)|:|(X2 + X+ Xs) _(Xl + X3 + X6)| =

J0

El valor anterior siempre es nulo.

Los mismo ocurre para funciones polinédmicas de grado superior.
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