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UNIDAD 6: Producto vectorial y mixto. Aplicaciones. Superficie esférica

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 142

3X—-y-2z=4

pasando por el origen de coordenadas.
2X+2y+2+8=0

1. Halla la ecuacidn de la recta paralela a {

- X z
Un vector director de larectaes V = (3, — 7, 8) . La recta paralela tiene de ecuaciones 5 = L7 = g

2. Halla el volumen del cubo dos de cuyas caras estan sobre los planos 7,=X—-2y+22-5=y

m,=2X-4y+4z+14=0.

Los planos son paralelos por lo que el lado del cubo es la distancia entre ellos. El lado mide 4, y el volumen
es 64 unidades cubicas.

3. Halla un vector unitario perpendicular a los vectores V= @L-23)yw=(2-10).

Todos los vectores perpendiculares son de la forma Vv = (t, 2t, t). Obligando a que su médulo sea la

, -~ ( 1 2 1 j — ( 1 2 1 )
unidad obtenemos los vectores V = | —, — |yw=
/6

IR A RN R S

4. Halla el plano que pasa por el punto P (1, 0, 5) y es perpendicular a la recta {y 1 Halla la distancia
7=

del punto P a la recta.
El plano pedido tiene por ecuaciéon x—1=0.

Para hallar la distancia del punto P a la recta, obtenemos el punto de corte del plano anterior con la recta,

—_—

el punto es B (1, 3, 1) y la distancia pedida es el mddulo del vector PB, que es 5 unidades.
ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 159

1. Leche y té. Un par de amigos se juntan a merendar y uno de ellos pide un vaso de leche y el otro, un
vaso de de té. Deciden hacer mezclas del siguiente modo: toman una cucharada de leche y la echan en el
té; después toman una cucharada del té donde pusieron una cucharada de leche y la echan en la leche.
é¢Habra mas leche en el té o mas té en la leche?

Como comenzamos con dos vasos llenos, el uno de té y el otro
de leche, al final la leche, al final la leche que hay en el té es la
misma cantidad que el té que hay en la leche; como se puede
ver en el siguiente dibujo.

L

N
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2. Juego para dos. Dos amigas dicen alternativamente, un nimero natural del 1 al 10. La primera dice un
numero y la segunda dice otro, sumdandole a este el que dijo la anterior, y asi sucesivamente. Gana la
partida la primera jugadora que consiga llegar a 100. Encuentra la estrategia ganadora para la primera
jugadora y para la segunda.

Comenzando el juego desde el final, observamos que la 12 jugadora (G) ganara siempre y cuando deje a la
22 jugadora (P) con 89 en la pendltima jugada. Para ello, simulamos una partida.

12 jugada: G dice?2
P dice loque seade 1a 10

22 jugada: G, el nimero necesario para sumar 12 o 23
P, el nUmero que seadel a 10

32jugada: G, el nimero necesario para sumar 23 o 34
P, el nimero que seade 1a 10

Asi sucesivamente G siempre tiene que decir el nimero necesario para sumar un multiplo de 11 mas 1: 12,
23, 34, 45, 56, 78 u 89.

Penultima jugada: G dice el niUmero necesario para sumar 89
P, el nUmero que seade 1a 10

Ultima jugada: G ice un numero de forma que obtiene100

Por lo tanto, la estrategia ganadora para el primer jugador es en la 12 jugada decir cualquier nimero del 1
al 10 y en la siguiente jugada, a la vista de la suma que haya obtenido el 22 jugador, el primer jugador debe
decir un nimero de modo que deje la suma en un multiplo de 11 mas 1, y asi sucesivamente en las
siguientes jugadas, hasta que en la penultima deja | 22 jugador como resultado de la suma 89, de esta
forma gana la partida.

La estrategia ganadora para el 22 jugador es la misma: ir diciendo nimeros del 1 al 10 que dejen como
resultado de la suma al primer jugador un numero que sea multiplo de 11 mas 1, asi en todas las jugadas;
en la penultima debe dejar al primer jugador como resultado de la suma 89 y de esta forma ganard la
partida.

3. La sucesion de Fibonacci y las abejas. Las abejas macho (zanganos) nacen de huevos no fecundados, es
decir, solo tiene madre. Las abejas hembra (obreras) nacen de huevos fecundados, es decir, tiene madre
y padre. {Cuantos antecesores tiene un zangano de la décima generacion anterior a él?, y de estos,
écuantos son machos y cudntas son hembras? ¢En qué generacion anterior a este zangano tiene 17 711
antecesores?

En el siguiente diagrama vemos la genealogia de las abejas. Designamos con Z a los zdnganos y con O a las
obreras.
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e 1.9 gonoraciin 1= 1104

Obtenemos la secuencia: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21... que es a sucesion de Fibonacci.

® En la décima generacién anterior a él, un zangano tiene 89 antecesores, de los cuales 34 son machos y 55
son hembras. Puede verse en la tabla.

Generacién 12 22 32 | 42 | 52 | 62 | 72 2 192 102

Antecesores 1 2 3 5 8 13|21 |34 |55 89

Antecesores 1 1 2 3 5 (8 13 |21 34
machos

Antecesores 1 1 2 3 5 8 13 |21 | 34|55
hembras

Continuando las sucesiones, obtenemos:

® En la vigésima generacién anterior a él tiene 10 946 antecesores, de los cuales 4181 son machos y 6765

hembras.

® En la vigésima primera generacion anterior a él tiene 17 711antecesores.
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ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 161
1. Halla el drea del tridngulo de vértices A (1,0, 1),B (2,4, 6)y C (5, 2, - 4).

Comenzamos por introducir los puntos y después mediante el comando dibujar3d(triangulo(A,B,C))
hacemos el dibujo del tridngulo y con la expresién area(triangulo(A,B,C)) obtenemos el valor del 4rea que

es unidades, como podemos ver en las imagenes.

| A=punto(1,0,1) => (1,0,1)

| B=punto (2,4,6) => (2,4,6)

| C=punto(5,2,-4) => (5,2,-4)

| dibujar3d (triangulo (A,B,C), {color=rojo,llenar=cierto})

V1721

2

area(triangulo (A,B,C)) =>

2. Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos en los que el
plano x + 3y + 5z — 4 = 0 corta a los ejes coordenados.

En primer lugar hallamos los vértices del tridngulo, cortando el plano dado con los ejes coordenados y
obtenemos los puntos A=(-4,0,0),B=(0,-4/3,0) yC=(0,0, - 4/5).

Después hallamos el volumen del tetraedro, del mismo modo que en la actividad correspondiente del
desarrollo, utilizando la férmula

v-1|[oa o8.oc]
. P - 4 g 4 .
siendo los vectores OA = (— 4,0, 0), OB = (O, - E, ij OC = (0, 0, - Ej con O el origen de
coordenadas.

32
En la imagen vemos el desarrollo de esta actividad y hemos obtenido que el volumen es V = 4—5 unidades

cubicas.
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_|p=x+3-y+5-z+4=ﬂ = X+3-y+5.-2+4=0
| r=recta(y=0,z=0) =» z=0Ny=0

| s=recta(x=0,z=0) =» z=0Nx=0

| t=recta(x=0,y=0) =» y=0Nx=0

| A=rNp => {(-4,0,0)}

)

)

-4 0 0
il 64
p=|? 3 | o5 -2
4 15
0 0 5
1 32

2X+Y+22+5=0 {2x—3y+13:0 {x+4y—z=0
2§ =

3.Dadas lasrectas r = _
2y+2-4=0

2x—y+z+11=0' 2x—-y+z=0

a) Halla la distancia entre las rectas ry s.
b) Halla la ecuacion de la recta que se apoya en las rectas s y t y es perpendicular a ellas.

a) Para empezar hemos de estudiar la posicidn relativa de las rectas r y s. En la imagen hemos hallado sus
vectores directores vy w y vemos que son proporcionales, por lo que las rectas son paralelas. Para hallar la
distancia entre ellas tomamos un punto P = (- 5, 1, 2) de la recta s y hallamos su distancia a la recta r

unidades.

mediante la expresidon que vemos en la imagen y obtenemos que esta distancia es

] r=recta(2-x+y+2-z+5=D,2-x—y+z+11=0)| = 2.Xx-3-y+17=0N12-x+16-y+17-2=0
|s=recta(2-x—3y+13=ﬂ,2-y+z—4=ﬂ] = 2.X—-3-y+13=0MN8 -x+14-y+13.-2=0

3 1
— * [
v=vector(r) [ 172 ,1]
3 1
= * [
w=vector(s) [ 12 ,1]

| P=punto(-5,1,2) =» (-5,1,2)

629
9

2

distancia(P,r) =
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b) En esta actividad lo que nos pide es hallar la recta perpendicular comin a s y t. Procedemos de forma
similar a lo que hemos hecho en la actividad desarrollada y obtenemos.

Hallamos los vectores directores de las rectas s y t y el determinante formado por estos vectores y el vector
entre un punto de la recta s, por ejemplo P = (- 5, 1, 2), y un punto de t, por ejemplo O = (0, 0, 0), y
obtenemos que este determinante es no nulo por lo que las rectas s y t se cruzan.

Hallamos el vector u que es perpendicular a s y a t, mediante el producto vectorial de los vectores de s y

det, en laimagen vemos que este vector es U = (- 30, 15,- 15).

Para hallar la recta perpendicular comun a las rectas dadas hallamos:

- El plano p que contiene a's, su punto P su vector director v y el vector u

- El plano g que contiene a t, su punto Q, su vector director w, y el vector u.
- La interseccién de estos planos (p N q) es la recta buscada, en la imagen podemos ver que la recta que

queriamos hallar tiene por ecuacion {

4x+7y—-2+15=0
-2x-11y-7z=0

| v=[1,4,-1]%[2,-1,1] = [3,-3,-9]
| w=[2,-3,0]%[0,2,1] = [-3,-2,4]

3 -3 -9
D=|-3 -2 4 | = 135
-5 1 2

| P=punto(-5,1,2) =» (-5,1,2)

| O=punto (0,0,0) = (0,0,0)

| u=vxw => [-30,15,-15]

| p=plano(P,v,u) => 4-x+7-y-z+15=0

| g=plano(0,w,u) => -2-x-11-y=7-2=0

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 164
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1. En R® consideramos los vectores G = (2, 1- 1), V= (1, -1, 3) y = (3,0, 2). Halla:

a) U xvV b) vxu c)(UXV)xW d)ux(VxW)
Las soluciones son:
a) uxv=(2,-7,-3) c) (UXV)XW=(-14,-13, 21)

—

b) VxU=(-273) d)u><(\7x Vv):(1o,-4,16)

2. Los vectores G: (2, 0, 1), V= (1, 1, 2) y W= (0, 2, 1) iforman base de R3? ¢(Y los vectores

{u XV, VxW,qu}?

2 01
Los vectores dados son linealmente independientes puestoque (1 1 2/=—4=%0.
0 2 1

Hallamos los otros vectores y obtenemos U x V=(-1,-3,2); VX W =(-3,-1,2)y Wx U=(2, 2, -4).

-1 -3 2
Estos vectores son linealmente independientes puestoque -3 -1 2 |=16%#0
2 2 -4

-

v|=3,

3.Sean Vy W dos vectores de R tales que

VV‘:4 y V-W=6.Halla

VXW‘.

\Y

VXW‘=

. ‘W‘ » Sen a siendo a el angulo que forman estos vectores.

- —

Como V:-W= |V por lo que:

3
2

. ‘ W‘ - COS , entonces deducimos que cosa=1/2yque sena=

\Y

VXW‘=

-‘Vv‘-sena:Gﬁ

4. Tres vértices de un paralelogramo ABCD son los puntos de coordenadas A(1,0,1),B(-1,1,1)yC(2, -
1, 2). Halla las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo.

En un paralelogramo ABCD se verifica que el punto medio de la diagonal AC es el mismo que el de Ia
diagonal BD. De esta forma obtenemos que las coordenadas del punto D son (4, - 2, 2).

AB x AD |=[12.1) =8 uc

El drea del paralelogramo es:

5. El plano de ecuacién 2x — 3y + z + 6 = 0 corta a los ejes coordenados en tres puntos que son los vértices
de un tridngulo. Halla su area.

Los vértices del trianguloson A (-3,0,0),B(0,2,0)yC(0, O, - 6).
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El drea del tridngulo es % . ‘ AB x A_C" = |(—12, 18, — 6)| = % /504 =11,22 uc.

6. Halla un vector director de la recta que siendo paralela a los planos 2x-3y+z-5=0,x+2y-3z+4 =
0 pase por el punto P (1, 2, 3). Escribe, como interseccion de dos planos, la ecuacion de esta recta.

] k
Un vector de la recta viene dado por |2 —3 1 |=(7,7,7). La ecuacién, como intersecciéon de dos
1 2 -3

planos, de esta recta es:
2x—-3y+z+1=0
X+2y—-32+4=0

7. Halla la distancia del punto M (1, 4, -1) a cada una de las siguientes rectas:

X—y-2+3=0 -
ar=y "7 s X2 Yrl_
3X+2y+z-5=0 3

a) Tomamos un punto P (0, 2, 1) de la recta y uno de sus vectores V = (1, — 4, 5). La distancia del punto M
a la recta r viene dada por:

PM xv
d(M,r):‘ =‘@=1,46u|.

-

|2

b) Tomamos un punto Q (2, - 1, 0) de la recta y uno de sus vectores V = (3, -2, —1). La distancia del
punto M a la recta s viene dada por:

QM xv
d (M, s) = | B R Ty YT
y J14

8. Halla la distancia entre las rectas de ecuaciones: I = {

X—-2=-2 X-2=0
yS=
y-z=-4 X-y=0

Estas rectas son paralelas.

Para hallar la distancia de r a s tomamos un punto P (- 2, - 4, 0), por ejemplo, de la recta r y hallamos la
distancia a la recta s. Para ello tomamos un punto A (0, O, 0) de la recta s y uno de sus vectores

\7 = (1, 1 l). La distancia del punto P a la recta s viene dada por:
‘ﬁ& XV,
d(r,s)=d(P,s)= =22 ul.
Y
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9. Sean los vectores de R* U = (1, 3,— 2), v =(2, 2, 1) y w = (-1,2, 0). Halla:
a)(ﬁ-\?)-w b) (ﬁxG-Vv c)G-(Vva) d)(ﬁx\?)-(\?xVV)
Las soluciones son:
a) (G-\7)-qu=6-(-1,2,0)=(-6,12,0).
b) (GxQ)-Vv=(7,-5,-4)-(-1,z,0)=-17.
c)ﬁ-(?x W):(l,a,-z)-(-2,-1,6):-17.

d) (ﬁ x Q)-(Qxﬁ)=(7,-5,-4) (-2,-1,6)=-33.

10. Halla la ecuacidn de la recta paralela al plano de ecuacion x -y — 2z + 12 = 0 y que sea perpendicular a
la recta r en el punto en el que esta se corta con el plano OYZ siendo:

[ 2X-y+z2=-3
S x+4z=-4

El vector de la recta pedida lo hallamos por el producto vectorial del vector caracteristico del plano y un
vector de la recta dada, es decir:

ik
V=|-4 -7 1|=(5, -7,11).
1 -1 -2

El punto de interseccion por el que pasaes P (0, 2, -1).

, X y-2 z+1
La ecuaciondelarectaes S = —=—— = ——,
15 -7 11

11. El plano mediatriz del segmento de extremos A (3, 1, 5) y B (- 1, 7, 3) corta a los ejes coordenados
determinando con el origen de coordenadas un tetraedro. Halla su volumen.

El plano mediatriz del segmento tiene por ecuacién 2x—3y+z+6=0

Corta a los ejes coordenados en los puntos A (-3, 0,0); B(0,2,0)yC(O, O, - 6).

. -3 0 O
El volumen del tetraedroes: —-| 0 2 0| = 6 unidades cubicas.
0 0 -6

12. Halla el drea del cuadrado que tiene dos de sus lados sobre las rectas:
2X+2y-2+5=0 2x+y =1
r = y S=
2X -y +22+2=0 2X+2y -z =0
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Estas rectas son paralelas. El lado del cuadrado sera la distancia entre ellas.

Para hallar la distancia de r a s tomamos un punto P (2, - 1, 0), por ejemplo, de la recta r y hallamos la
distancia a la recta s. Para ello tomamos un punto A (0, 1, 2) de la recta s y uno de sus vectores

\7 = (1, -2, — 2). La distancia del punto P a la recta s viene dada por:

PA xv
d(r,s)=d(P,s)= — =@.
Vv 3

El drea del cuadrado es 50/9 u.c.

13. a) Estudia, segun los valores de a, la posicidn relativa de las rectas de ecuaciones:

X=a+2t
r=x-1=2-y=zy s=qy=2+t
z=2a+t

b) Para a = 3 halla la distancia entre ellas.

13. a) Tomamos tres vectores, uno de cada una de ellas y el otro el que va de un punto de una a otro punto
de la otra y estudiamos su posicion:

1 -1 1
2 1 1|=4a+2.
a-1 0 2a

1 1
Sia # E entonces las rectas se cruzany sia = E las rectas son secantes.

b) Para a = 3 las rectas se cruzan. Hallamos la distancia entre ellas aplicando la férmula de la distancia entre

rectas que se cruzan:
e v P,st 14

d(r,s)= — = = /14 unidades.
V, XV, v14
ACTIVIDADES FINALES-PAG. 165
X =
. . . X+1
14. Halla la ecuacidn de la perpendicular comun a las rectas I = T =y-2=zysS=3y=2t.
z=-2t
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Hallamos el plano que contiene a r y a un vector perpendicular comin arys, y el plano que contieneasy
al mismo vector anterior. Ambas ecuaciones son la recta pedida.

X+1 y-2 z
3 1 1=0= 2x+19y-25z-36=0.
-4 7 5
y z
1 2 -2=0=8x+y+5z=0
-4 7 5

2x+19y-252-36=0
8X+y+52=0 '

Por lo que la recta pedida tiene por ecuacion {

15. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A (3, 0, 0), es paralela al plano3x-y+z=2yes
X+y+z-1=0
X -3y +3z=1"

perpendicularalarecta I

El vector de la recta pedida lo hallamos por el producto vectorial de un vector normal del plano y un vector
de la recta dada, es decir:

] k
v=38 -1 -2=(-3-920).
3 -1 1
x=3-3t
La ecuacionde larectaes S =5y =—9t .
z=0
x=1+3t
16. Halla un punto de la recta de ecuacion {Yy =1+ 4t que forme con los puntos B (1,1, 1) y C (12, -1,
z=1

1) un triangulo de area 50 unidades cuadradas.

Un punto cualquiera de la recta tiene la forma P (1 + 3t, 1 + 4t, 1). El area del tridngulo es:

Area:%‘ﬁf x BP =%w/502 t2,

Como el drea es 50 obtenemos que t =+ 2 y t = - 2. Por tanto hay dos puntos que verifiquen el enunciado y
sonP(7,9,1)yQ(-5,-7,1).

17. Dadas las rectas:

MZI
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x=1+a(y-2) y—-z+1=0
r: y S:
X=1 ax —z=2a-2

a) Averigua su posicion relativa segun los valores de a.
b) Tomando a =0, determina los puntos P € ry Q € s tales que la distancia entre P y Q sea minima.

a) Para el estudio de la posicidn relativa de las rectas r y s consideramos el sistema de ecuaciones lineales:
{x—ay =1-2a
r:

X -z=0
-z=-1
S y
{ax -z=2a-2
Consideramos las matrices:
1 -a O 1 -a 0 1-2a
1 0 -1 1 0 -1 0
A= y A*=
0 1 -1 0 1 -1 -1
a 0 -1 a 0 -1 2a-2

El determinante de la matriz ampliada A* vale: det (A*) =a?—1= (a—1) (a + 1). Este determinante se anula
paraa=1ya=-1.

Estudio:
eSiaz#-1ya=z#1, elrangode Aes3yelrango de A* es 4, las rectas se cruzan.

eSia=-1,elrangode Aes3yel rango de A* es 3, las rectas se cortan en el punto (2, 1, 2).
e Sia=1,elrangode Aes 2y el rango de A* es 3, las rectas son paralelas.

b) Para a = 0 las rectas se cortan y sus ecuaciones son:

Xx=1 X= S
y—-z=-1
r.-sy=t vy s. = qy=1
-72=-2
z=1 z2=2

Sean P (1,t,1)y Q(s, 1, 2) puntos cualesquiera de las rectas r y s, respectivamente.

Sea PQ (s —1,1—1t,1)el vector que une los puntos P y Q. Este vector tiene que ser ortogonal a los

vectores directores de las rectasry s: E =(0,1,0) vy E =(1,00).

Imponiendo la condicion de ortogonalidad, obtenemos:

(s-11-1,1) (0,1 0)=0 1-t=0 t=1
{(s—l,l—t,l)-(1,0,0)=0 = {s—1=0 - {s=1

Los puntos que dan la minima distancia son P, (1, 1, 1) y Qs (1, 1, 2). La distancia minima es:

Mﬂ
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ki
d(P,Q)=10-1?+(1-1)2+(@2-1% =1.
X+y=5
18. Halla la ecuacidn de la recta que se apoya en el eje OZ y la recta S= 3 1y es perpendicular a
X+Z=
ellas.

Hallamos el plano que contiene a r y a un vector perpendicular comin arys, y el plano que contieneasy
al mismo vector anterior. Ambas ecuaciones son la recta pedida.

X Yy z
0 0 1]=0=x-y=0.

1 10

X y-5 z-

1 -1 -3{=0=3x-3y+2z+13=0
1 1 0

X-y=0
3x-3y+2z+13=0

Por lo que la recta pedida tiene por ecuacion {

19. Halla el volumen del paralelepipedo de bases ABCD y EFGH siendo A (6, 0, 0), B (6, 6, 0), C(0,6,0) y E
(6, 6, 6).

0 6 O
El volumen es [N_’;,E, E]‘ = |6 —6 0] =216unidades cubicas
0O 6 6

20. Un cuadrado tiene dos vértices en los puntos P (2, 1, 3) y Q (1, 3, 1); los otros sobre una recta r que
pasa por el puntoR (- 4, 7, - 6).

a) Calcula la ecuacién de larectar.

b) Calcula la ecuacion del plano que contiene al cuadrado.

c) Halla las coordenadas de uno de los dos vértices.

Q(1,3,1)

a) La recta r pasa por el punto R (- 4, 7, - 6) y tiene por vector director

P_(j = (=1 2, — 2). Su ecuacion sera: PE.1.3)
X+4 y-7 171+6
-1 2 -2

rectar

b) El plano que contiene al cuadrado viene determinado por el punto R (- 4,
7,-6)ylos vectores PR=(—=6,6,—-9) y QR=(-5,4, - 7).

R(-4,7,-6)

Su ecuacidn es:
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s

X+4 -6 -5

y-6 6 4(=0 = 2x-y-2z+3=0. Q.31
zZ+6 -9 -7

P2 1,3) rectar
c) Uno de los vértices, X, estd en r y sus coordenadas pueden ser
expresadas en la forma X = (-4 —t, 7 + 2t, - 6 — 2t); ademas los

vectores:

Y

PX =(-t—-6,2t+6-2t—9)yPQ=(-12 -2)

deben ser perpendiculares, por tanto: R(-4,7,-6)

De la condicion PX - PQ = 0 obtenemos t = - 4 y para este valor el vértice buscado es el punto X (0, - 1,
2).

ElotropuntoY=(-s—4,7 +2s,-6 - 2s) cumple XY = P_d ; es decir:
(-s—4,25+8,-2s-8)=(-1,2,-2) = s=-3.
Para s =- 3 el ultimo vérticeses Y (- 1, 1, 0).

21. Halla, en cada uno de los apartados siguientes, la ecuacion de la superficie esférica que:
a) Tiene por centro el punto C (- 2, 3, 5) y radio 4 unidades.

b) Uno de sus diametros es el segmento de extremos P (7,0, 2) y Q (3, 2, 6).

c) Es concéntrica con la de ecuacién x? + y? + 2> + 4x — 2y — 6z = 2 y tangente al plano de ecuacién x — 2
y-z+6=0.

d) Pasa por los puntos A (5,-1,2),B(0,-1,-3),C(3,3,2)yD(4,-1,-1).
a) La ecuacion de la esfera es (x + 2)> + (y —3)* + (z—5)* = 16.

b) Tiene por centro el punto medio de PQ y su didmetro es la distancia entre P y Q. La ecuacién que
obtenemos es (x-5)2+ (y—1)>+(z—4)?>=9.

c) La esfera concéntrica tendra el mismo centro (- 2, 1, 3) y por radio la distancia del centro al plano

1 1
tangente, es decir — . Su ecuacidnes (x +2)2+(y—1)*+(z-3)%= —.

V6

d) Hallamos el centro mediante la interseccion de los tres planos mediatrices de AB: x + z—2 =0; de AC: x —
2y—2=0ydeBD:2x+z-2=0.

Obtenemos el centro (0, - 1, 2). El radio es la distancia del centro a uno cualquiera de los puntos y
obtenemos 5 unidades. La ecuacidn es: x* + (y +1)? + (z — 2)% = 25.

22. Halla el volumen de la esfera tangente a los planos de ecuaciones:
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7, =2X=-2Y+7 =3y m,=X— y+%z =6.

Estos planos son paralelos por lo que la distancia entre ellos es el didmetro de la esfera. Este vale 3

3

3
4 O
unidades, por lo que el radio es 3/2. El volumen de la esferaes —: 7 - (—j = — unidades cubicas.

2

23. Sea la esfera de ecuacién 2x? +2 y? + 222 - 4x + 4y + 12z + 4= 0 ¢El plano de ecuaciéon x—y—z+7=0es
tangente, secante o exterior a la esfera?

Esta esfera tiene por centro el punto (1, - 1, - 3) y por radio 3 unidades.

Hallamos la distancia del centro al plano dado y obtenemos 4+/3 unidades. Como esta distancia es mayor
que el radio de la esfera entonces el plano dado es exterior a la misma.

ACTIVIDADES ACCESO UNIVERSIDAD-PAG. 166

1. Halla el valor de m para que el tetraedro de vértices el origen de coordenadas y los puntos en los que
el plano 6x + 3y + z + m = 0 corta a los ejes coordenados tenga 2 unidades cubicas de volumen.

Los vértices del tetraedro son los puntos A (- m/6, 0, 0), B(0,- m/3,0),C(0,0,-m)y O (0,0, 0).
El volumen del tetraedro es:

_m 0 0
6 3
g M oM™
3 108
0 0 -m
3
Resolviendo la ecuaciéon | —|=2=> m == 6.

2. Se considera el plano de ecuacion x—2y + 3z + 9 =0 y en el un punto P de coordenadas (1, 2, -2). Sea Q
la proyeccidn del punto R (1, 1, 2) sobre el plano dado. Halla el area del triangulo PQR.

Hallamos el punto Q, proyeccion de R sobre el plano dado.

Para ello cortamos el plano con la recta perpendicular a él pasando por R y obtenemos el punto Q.

X-2y+3z+9=0
x-1 y-1 z-2 = Q(03,-1)
1 -2 3

32

1 |— —
El area del triangulo PQR es 2 ‘PQ xQR| = Tuc.
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X+3y—-2z=3
3. éPara qué valor de a la recta de ecuacién esta contenidaenelplanox+y+z+1=0?
3Xx+ay+z=1

La recta esta contenida en el plano si el vector de la misma es perpendicular al vector normal al plano, por
loque(3+a,-4,a-9)-(1,1,1)=0, dedonde a=>5.

Xx—-y=1
4. Sea el cuadrado de centro el punto C (1, 1, - 1) y uno de cuyos lados esta en la recta rz{ ])_/ ..
7 =

Halla el plano en el que se encuentra el cuadrado y el area del mismo.
El cuadrado estd en el plano que contiene a la recta y al punto dado., 2x—2y—z—-1=0.

Para hallar el drea hallamos el lado que sera doble de la distancia de C a la recta. Para hallar la distancia del
punto C a la recta tomamos un punto P de la recta y un vector director, por ejemplo P (1, 0, 1) y

v=(110)

‘&5 XV
Elladomide2-d(C,r)= 2-1——1=342.
V
El rea del cuadrado es 18 uc.
X+y—-3z=6 » .
5.Sealarecta r= ) yelplano 7 = X+ 2y + 3z =1. Halla la ecuacidn de la recta contenida
y-z=

en el plano n dado, que pase por el punto P (1, 2, - 1) y corte a la recta r perpendicularmente.

El vector de la recta pedida lo hallamos por el producto vectorial de un vector normal del plano y un vector
de la recta dada, es decir:

ij ok
v =12 3=(15-3)
2 11
X=1+t
Las ecuaciones de larectason S =4y =2-5t .
z=-1+3t

6. Dos vértices de un triangulo ABC son los puntos A (0, 3,2) y B (- 1, 1, 1). El vértice C es el punto de corte

de la recta que pasando por A corta perpendicularmente a = { 5" Halla este vértice Cy el drea del
y =

triangulo.

El vértice C es el punto de corte del plano perpendicular a la recta pasando por A con la recta dada:

M7|
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z2-2=0
X=4 = C(4,22).
y=2

72

1| —
El area del tridngulo ABC viene dada por E ‘AB x AC| = T uc.

X+3 y+2 z1+4

3 que equidista del origen de

7. Halla las coordenadas del punto B de la recta

coordenadas O y del punto A (-4, 2, 2).

El punto B es el punto de corte del plano mediatriz de OA con la recta:

2X—-y—-2+6=0
X+3 y+2 z+4.
2 3 3

De aqui obtenemos el punto B (3, 7, 5).

Xx=1+2t
8.a) Estudia, segun los valores de m, la posicion relativa de las rectas ¢ — y=1+mt ; t=eje OZ.

z=1+2mt

b) Para m= 1 halla la perpendicular cominasyat.

c) Para m =-2 halla la distancia entre estas rectass y t.
a) Param =2 son secantes y para m # 2 las rectas se cruzan.
b) Para m =1 las rectas se cruzan.

Hallamos el plano que contiene a s y a un vector perpendicular comun asy t, y el plano que contieneaty
al mismo vector anterior. Ambas ecuaciones son la recta pedida.

x-1 y-1 z-

2 1 2 |=0=2x+2y-52-1=0
1 -2 0

X y z

0 0 1=0=2x+y=0.

1 -2 0

2X+2y-5z-1=0

Por lo que la recta pedida tiene por ecuaciones
2x+y=0

ms|
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=2 L
[\TS,\Z 1Pspt] 4
c) Param=-2lasrectas se cruzan d(s,t)= ————— = —= = \/E unidades
V| B

9. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (1, 2, 1) y corta perpendicularmente a la recta:
+3
x=Y °_2 ;
2

Hallamos el plano que pasa por Ay es perpendicular a la recta dada, lo cortamos con la recta y obtenemos
el punto B. La recta que buscamos es la que pasa por Ay B.

X+2y-2-4=0
X_y+3_z-2 = B(Z10.
1 2 -1

La recta AB tiene por ecuaciones 1—-Xx=y—-2=1z-1.
10. Sean los vectores U = (b,-1,4)y V= @ 3 a).

a) Halla ay b para que esos vectores sean ortogonales y el médulo del primero sea /42 .

b) Para a =0y b =5 halla el area del paralelogramo que tiene estos vectores por lados.

(b,-14)-(13a)=0
Jb? + (-12) + 42 =42

a) Se ha de verificar:

Obtenemos dos soluciones:a=-1/2yb=5;a=2yb=-5.
b) Area = |(5,~1,4) x (1,3,0)| = 2~/104 uc.

11. Halla el drea del tetraedro de vértices A (0, 3, 3),B(3,0,3), C(3,3,0)yD (3, 3, 3).

Este tetraedro tiene tres caras tridngulos rectdngulos y la cuarta cara z
ABC que es un tridngulo equilatero.

El drea de cada uno de los tridngulos rectangulos es 9/2 y la del B

o 9v3 .
equilatero es T Por tanto el area total del tetraedro es

o
w ™
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PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 167
Las cuadricas

Conocemos algunos cuerpos geométricos: el cilindro, el cono y la esfera, pero hay otros cuerpos como el
balén de rugby, las chimeneas de las centrales térmicas, los radiotelescopios y algunas obras
arquitectdnicas que estan limitados por superficies diferentes a los anteriores. Estas superficies son las
cuddricas y estan engendradas por las cénicas.

Las cudadricas son superficies que se pueden representar en un sistema cartesiano
OXYZ mediante una ecuacion de segundo grado de la forma:

311X2 + azzyz + 33322 + 2312Xy + 2313XZ + Zazgyz + Za1oX + Zazoy + 23302 + aoo=0

Las cuddricas son en el espacio lo que las cénicas en el plano. Son superficies cuya
interseccion con los planos coordenados son coénicas: elipses, hipérbolas o
parabolas.

Una de las cuadricas es el hiperboloide de una hoja que es la superficie de
2 y2 Z2
ecuacion — +-———-=1.
a® b® ¢
Como puede verse en el dibujo corta al ejeOXenx= *a,alejeOYeny=tby
no corta al eje OZ. Ademas su interseccion con los planos coordenados OYZ y OXZ

da lugar a hipérbolas y con el plano OXY a elipses.

Investiga sobre otras cuadricas, aspectos como: clasificacion, ecuaciones reducidas, secciones, puntos,
rectas y planos notables asociados (centros, ejes, vértices...), descripcion, aplicaciones en la arquitectura,
ingenieria, etc.

Mostramos algunos de los aspectos mas resenables de las principales cuadricas.

El elipsoide es la superficie de ecuacion —+—+—=1

Como puede verse en el dibujo corta al eje OX en x = = a, aleje OYeny= TbyalejeOZenz=*c
Ademas su interseccion con los planos coordenados OYZ, OXZ y OXY da lugar a elipses.
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2 2 2
X VA
El hiperboloide de dos hojas es la superficie de ecuacién — —2+y—+—=—1.

a’? b? c?

Como puede verse en el dibujo corta al eje OX en x = *=a y no corta al eje OY ni al eje OZ. Ademas su
interseccién con los planos coordenados OXY y OXZ son hipérbolas y con OYZ son elipses.

- - ., X
El cono cuadratico es la superficie de ecuacion —2+———=0.
a? b®> c?

Como puede verse en el dibujo corta a los ejes coordenados en el origen de coordenadas. Ademas su
interseccién con planos paralelos a OXY da lugar a elipses y con planos paralelos a OYZ da lugar a
hipérbolas.
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2 2
El paraboloide eliptico es la superficie de ecuacién —2+E),—2—20 z=0.

a
Como puede verse en el dibujo corta a los ejes coordenados en el origen de coordenadas. Ademas su

interseccién con planos paralelos a OXY da lugar a elipses, con planos paralelos a OYZ y a OXZ da lugar a
pardbolas.

2 2
X
El paraboloide hiperbdlico es la superficie de ecuacién —2—§—2C z =0.
a

Como puede verse en el dibujo corta a los ejes coordenados en el origen de coordenadas. Ademas su
interseccidén con planos paralelos a OXY da lugar a hipérbolas y con planos paralelos a OYZ y a OXZ da
lugar a pardbolas.
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2 2

X
El cilindro eliptico es la superficie de ecuacion —2+Z—2—1 =0.
a

Sus secciones con planos paralelos al plano OXZ son elipses.

También tenemos el cilindro circular, cilindro hiperbélico y cilindro parabélico.
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