=

EDITEX Matematicas Il | <{e]i0[e[0]\\]i\:{[e]

www.editex.es

UNIDAD 3: Sistemas de ecuaciones lineales

ACTIVIDADES INICIALES-PAG. 66

1. Resuelve los sistemas de ecuaciones lineales:

5 5 X-4y +1z=1

X =

ﬂ{x-;y—ll b) <2x -3y -7z=-3
Y= X+y-32=3

Utilizando el método de Gauss, obtenemos:

(¥x+y:2 (Fx+y:2 {x:3
a) = =

x-2y=11 Sy =-20 y=-4

X -4y +z=1 Xx-4y+z2=1 X+4y+z2=1 X=-2
b){2x -3y -72=-3 = 17y + 232 =11 = 17y + 232 =11 = <y=2

X+y—-32=3 y —8z=10 159z = - 159 z=-1

2. Estudia y resuelve, cuando sea posible, el sistema que sigue, seguin los valores del parametro a. Analiza
la interpretacidon geométrica de cada una de las soluciones.

ax—-y=1
X—ay=-a

Expresando el sistema en forma matricial y utilizando el método de Gauss, obtenemos:
a -1 1) (a -1 1 ) _ (a@*-1) ©0 2a°
1 —-a —-a) |0 a*-1 a*+1) 0 a’ -1 a*+1
Estudio:

i) Sia2—1#0, esdecir, a#-10a#1, el sistema es compatible determinado.

2
2a a‘ +1
Su SO|UCi0I"I es X = e y = . Las ecuaciones representan da dOS rectas que se cortan en un

a?-1 a?-1

punto cuyas coordenadas son las dadas por la solucién anterior.

-x-y=1
ii) Sia =-1, el sistema es incompatible y carece de solucion. Las ecuaciones son dos
Xx+y=1
rectas paralelas.
e . x-y=1 . . g .
iii) Sia =1, el sistema 1 es incompatible y carece de solucién. Las ecuaciones son dos rectas
X—y=-—

paralelas.
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3. Un grupo de estudiantes financia su viaje de fin de curso con la venta de participaciones de loteria, por
importe de 1, 2 y 5 euros. Han recaudado, en total, 600 euros y han vendido el doble de participaciones
de 1 euro que de 5 euros. Si han vendido un total de 260 participaciones, calcula el nimero de
participaciones que han vendido de cada importe.

Sean x, y, z el nimero de participaciones de 1, 2 y 5 euros, respectivamente. Las condiciones del enunciado
nos permiten plantear el sistema que sigue. En la primera ecuacién se describe el nimero total de
participaciones, en la segunda el importe total y en la tercera la relacidon entre participaciones de 1 euro y
de 5 euros.

X+Yy+2z=260
X+ 2y + 5z =600
X -22=0

El sistema es compatible determinado, es decir, tiene una solucidn Unica ya que el determinante de la
matriz de los coeficientes vale:

11 1
1 2 5|=1+0.
1 0 -2

Aplicando el método de Gauss, obtenemos:

X+Yy+z=260 X+Yy+2z=260 X+Yy+2z=260 X =160
X+2y+52=600 = -y —-4z=-340 = y+4z=340 = <y=20
X -2z=0 y + 3z = 260 -2=-80 z=80

Se han vendido 160 participaciones de 1 euros, 20 participaciones de 2 euros y 80 participaciones de 5
euros.

Puede comprobarse, con facilidad, que la solucién obtenida es la correcta:

160 + 20 + 80 = 260
160 + 2 -20 + 5 - 80 = 600
160 -2-80=0

ACTIVIDADES de RESOLUCION DE PROBLEMAS-PAG. 83

1. Pesada dificil. Cuatro amigos, Arturo, Berta, Carlos y Diana, encuentran una antigua bascula que sélo
pesa objetos entre 50 y 100 kg. Estos amigos, individualmente, pesan menos de 50 kilos y tres juntos,
mas de 100 kg, por lo que deciden pesarse de dos en dos de la siguiente manera: Arturo y Berta, 69 kg;
Berta y Carlos, 79 kg; Carlos y Diana, 74 kg; Diana y Arturo, 64 kg. Con estos datos, é¢se puede determinar
el peso de cada uno? Si no fuera posible determinar los pesos individualmente, équé parejas deben
pesarse para encontrar la soluciéon?

La solucién queda:
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Arturo + Berta = 69
Berta +Carlos = 79

Carlos + Diana = 74
Diana + Arturo = 64

Restando la primera igualdad a la segunda obtenemos: Arturo — Carlos = - 10. Sumando a ésta la tercera

obtenemos: Arturo + Diana = 64.

Esta igualdad es la misma que tenemos en cuarto lugar. Luego no es posible determinar el peso de cada
uno ya que nos queda un sistema indeterminado con mas incégnitas que ecuaciones.

El sistema tiene una Unica solucién si reemplazamos la tercera igualdad, sustituyéndola por la expresién:
Arturo + Carlos = 74 kg; con lo cual obtenemos que: Arturo pesa 32 kg; Berta pesa 37 kg; Carlos pesa 42 kg y

Diana pesa 32 kg.

2. Curiosa eleccidn. En una clase hacen la eleccion de delegados de una forma muy original. Se piden tres
alumnos voluntarios, que resultan ser Ana, Luis y Clara. Se les venda los ojos a cada de ellos y se les
coloca en la cabeza una cinta, como las que llevan algunos tenistas. Estas tres cintas se toman de una
bolsa que contiene tres cintas rojas y dos amarillas. Se les retira la venda de los ojos y de esta forma cada
uno puede ver las cintas de sus compafieros, pero no la suya propia. Sera elegido quien acierte el color de
la cinta que lleva. Primero se pregunta a Ana y responde que no puede saberlo; lo mismo sucede con
Luis. Por ultimo, Clara dice que su cinta es roja, por lo que resulta ser elegida delegada. ¢Cémo lo supo?

En la tabla podemos ver todas las situaciones que se pueden
plantear.

En todos los casos lleva cinta roja excepto en (2), (5) y (6).
El caso (2) no es posible, pues en esta situacién Luis hubiera
sabido que su cinta era roja, ya que si hubiera sido amarilla

Ana hubiera sabido el color de la suya.

El caso (5) no es posible, pues en esta situacion Ana hubiera
dicho que su cinta era roja.

Numero Ana Luis Clara
de situacion
(1) R R R
(2) R R A
(3) R A R
(4) A R R
(5) R A A
(6) A R A
(7) A A R

El caso (6) no es posible, pues en esta situacion Luis hubiera dicho que su cinta era roja. Por tanto, en todos

los demas casos la de Clara es roja.

3. Suma de cubos. {Cuanto suman los cubos de los n primeros nimeros naturales?

Queda asi:

1P=1=1

13+2°=9=3
13+2°+3%=36=6
13+23+33+43=100=107
13+23+33+434+5%3=225=15
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La sucesion 1, 3, 6, 10, 15... es una progresidn aritmética de segundo orden, su término general es >

por tanto:

2 2
13+23+33+...+n3=(n ;nJ

Vamos a probar la relacién anterior por induccion.

Observamos que es cierta la relaciéon paran = 1:

13=1:12+12
2

Suponemos que es cierto para n =k, es decir:

2 2
1%+ 2° +33+...+k3:(uj

2

y veamos si es cierto paran =k + 1:

2 2
K +kJ + (k +1)°

P+22+3 +..+k+(k+D° =(13 +2°4+3° +...+k3)+(k +1)° =[

Operando en la ultima expresidn, obtenemos:

(k?ﬂjz+&+33:W-w+n:+4w+ns:w+nzw2+4w+n]:

=w+nzw+azzrk+g4k+aT={w+n{w+n+uT:'w+nz+w+n2
4 2 2 2

Por tanto, se cumple: 1° + 2° + 3° +... + k® + (k +1)° =

K+ +(Kk+1)Y
2

Esto ultimo completa la demostracion.

n-(n+1-(n+2)
6

=680 = n=15.

69 |



=

EDITEX

www.editex.es

Matematicas Il

SOLUCIONARIO

ACTIVIDADES de NUEVAS TECNOLOGIAS-PAG. 85

1. Discute, segun los valores de a, y resolver cuando tenga mas de una solucidn el siguiente sistema:

En la siguiente imagen podemos ver la solucidn de esta actividad.

X+ay+z=1
2X+y+az=4
ax+ay=a-z

Al igualar a cero el determinante de la matriz de los coeficientes A obtenemos los valoresdea=-1ya=1.

En la imagen vemos que para a = -1 los rangos son distintos por lo que el sistema es incompatible. Para a =
1 los rangos son iguales a 2 por lo que el sistema es compatible indeterminado. Para el resto de valores del
pardmetro a los rangos son iguales a 3 por lo que el sistema es compatible determinado.

Resolvemos el sistema para a = 1 que es compatible indeterminado y para el caso compatible determinado
y obtenemos las soluciones que vemos en la imagen.

| Introducimos la matriz de los coeficientes Ay
la matriz ampliada B :

1a1l 1ail
A:={21a| = |21a
aal aal

1atl1 1al1
B:=|21ad4| = |21a4

aala aala

|
Anulamos el determinante de la matriz A :
| resolver(]A|=0) = {{a=-1},{a=1}}
|
Fijamos el valor del parametro y hallamos
los rangos de las matrices Ay B :
[a:==1 => =1
| rango(A) = 2
| rango(B) = 3
|
|a:=1 => 1
| rango(A) = 2
| rango(B) = 2
|

Resolvemos el sistema paraa =1:

X+y+z=1
2xry+z=4} = {{x=3,y=-z-2,z=2}}

resolver{

Resolvemos el sistema paraa*-1:
|a:=a = a
x+a-y+z=1

a-x+a-y+z=

resolver[2x+y+ a-z=4a] - {{a=1,x=3,y=-z-2,z=z},{a=a,x=1,y=

-2 2-a

— L =%
az-1 aZ-1

i

- p—
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2. Discute segun los valores de b y resolver, en los casos en que sea posible, el sistema:
1 b 2 X b
11 1| |y(=]|-1].
b 1 -1| |z 1

Hallar la solucién parala cual z = 2.
En la siguiente imagen podemos ver la resolucidn de esta actividad.

Como vemos el sistema es incompatible para los valores que anulan el determinante de la matriz principal
A.

Resolvemos para el resto de valores y obtenemos la solucién para z = 2.

| Introducimos la matriz de los coeficientes A
y la matriz ampliada B :

2 1b 2
1 = [11 1
-1 b1 -1

2 b 1b 2 b
1T -1 = (11 1 -1

b

1]
—
o = —=
e e -

-1 1 b1 -1 1

Anulamos el determinante de la matriz A :
| resolver(]A|=0) = {{b=0},{b=1}}
|
Fijamos el valor del parametro y hallamos
el rango de las matrices Ay B :
[bi=1 =1
| rango(A) => 2
| rango(B) =+ 3
|
|bi=0 =+ 0
| rango(A) => 2
| rango(B) =+ 3

|
Resolvemos el sistema parabs1yb #0ytomandoz =2:
|bi=b => b

x+b-y+22=b -2 -2.22=F.2=4 24 1
resolver{x+y+z=-1 - {{b= X= z z Y= 21z ,z=z},{b=——,x=—4,y=1,z=2}}
b-x+y-2z=1 zZ+2 z+4 z+4 2

3. Discute, segtin los valores de m, y resolver, cuando sea posible, el siguiente sistema:
X+(m-1)y=0
y+mz+mx=0

y=-1

En la siguiente imagen podemos ver las soluciones de esta actividad.
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Resolvemos la ecuacidon que se obtiene al igualar a cero el determinante de la matriz principal A vy
obtenemos los valores de m =1y m =-1. Para estos valores de m el rango de A es menor que el nimero de
incégnitas por lo que el sistema es compatible indeterminado. Para el resto de valores de m el rango de A
es igual al numero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible determinado.

Resolvemos el sistema para m = -1y para m = 1y para el resto de valores de m obtenemos las soluciones
gue vemos en la imagen.

Introducimos la matriz de los coeficientes A:

1 m=-1 0 1 m=-10
A=lm 1 m|=|m 1 m

o 1 1 o 1 1

|
Anulamos el determinante de la matriz A :
|reso|ver(|A|=0) = {{m=-1},{m=1}}
|
Fijamos el valor del parametro y hallamos
el rango de la matriz A :
[m:=1 => 1
| rango(A) =+ 2
|
[mi==1 => -1
| rango(A) => 2

|

Resolvemos el sistema:

[m:i=m => m
x+(m-1)-y=0

resolverym-x+y+m-z=0; =» {{m=-1,x=-2.z,y=-z,z=z},{m=1,x=0,y=-2z,z=2},{m=m,x=0,y=0,z=0}}
y+z=0

™ T—
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ACTIVIDADES FINALES-PAG. 88

1. Expresa los sistemas siguientes de todas las formas posibles, poniendo de manifiesto, en cada caso, las
matrices de los coeficientes y la ampliada:

X 1 3 -1 -4
X—-y-2z=1 1 -2 3 -1 2
y 2 -1 2 3
a)i—2X+y+z=6b)|2 1 -1 1 |- =[-1]¢) 1x+ 0 y + 12: 1
Z —_
X+y—-32=-2 1 3 -4 2 3
t 1 1 -1 -2
En cada uno de los apartados queda:
1 -1 -2 X 1
a) Expresion matricial: |—2 1 1 |-|y|=| 6
1 1 -3)\z -2
1 -1 -2 1
Expresionvectorial: | —2 X +| 1 [y+| 1 |z=| 6
1 1 -3 -2
Las matrices de los coeficientes y la ampliada son:
1 -1 -2 1 -1 -2 1
A=|-2 1 1 |yA=-2 1 1 6
1 1 -3 1 1 -3 -2
X—2y+3z-1=2
b) Expresion estdndar: <2X + Yy —z +t=-1
X+3y—-4z+2t=3
1 -2 3 -1 2
Expresionvectorial: | 2 (X +| 1 |y+|-1|z+| 1 [t=|-1].
1 3 -4 2 3
Las matrices de los coeficientes y la ampliada son:
1 -2 3 -1 1 -2 3 -1 2
A=l2 1 -1 1]|yA*=|2 1 -1 1 -1
1 3 -4 2 1 3 -4 2 3
X+3y-z=-4
) 2X -y +22=3
c) Expresién estandar: .
X -z=1

X+y—-2=-2
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1 3 -1 -4
X
2 -1 2 3
Expresion matricial: lyl=
1 0 -1 , 1
1 1 -1 -2

Las matrices de los coeficientes y la ampliada son:

1 3 -1 1 3 -1 -4
2 -1 2 2 -1 2 3
A= y A*=
1 0 -1 1 0 -1 1
1 1 -1 1 1 -1 -2

2. Estudia la existencia de soluciones de los siguientes sistemas:
X+3y-z=-4

3Xx—-2y=5 X—2y+3z—-t=2
2X -y + 22 =3
a){2x+y=1 b) <2Xx+y—-z+t=-1 c) !
X -7=-
—-6x+4y =3 X+3y—-4z+2t=-3

X+y—-2=-2

Estudiamos cada caso y obtenemos:

3 -2 3 -2 5
a) Las matrices del sistemason: A=| 2 1 |y A*=| 2 1 1
-6 4 -6 4

El rango de A es 2 y el rango de A* es 3, por tanto, el sistema es incompatible y carece de solucién.

1 -2 3 -1 1 -2 3 -1 2
b) Las matrices del sistemason: A=2 1 -1 1 |yA*=|2 1 -1 1 -1].
1 3 -4 2 1 3 -4 2 -3

El rango de A es 2 y el rango de A* es 2 y como el nimero de incdgnitas es mayor que el valor del rango, el
sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

1 3 -1 1 3 -1 -4
2 -1 2 2 -1 2 3

c) Las matrices del sistema son: A = y A* = .
1 0 -1 1 0 -1 -1
1 1 -1 1 1 -1 2

El rango de A es 3 y el rango de A* es 3 y como el nimero de incégnitas coincide con el valor del rango, el
sistema es compatible determinado, es decir, tiene una solucién. Puede comprobarse que esta solucion es
x=0,y=-1yz=1.
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3. Estudia, segun los valores del parametro a, la naturaleza de los siguientes sistemas:
2X+y+4z1=-1

2X + Yy =2a ax—-y-—-z=-a
y—-2z=a
a)<x—ay=-3 b) <X —ay +az=a c)
X +3z=-2a
X+y=3 X+y+z=-1
X+y+z2=0

Estudiamos cada caso y obtenemos:

2 1 2 1 2a
a) Las matrices del sistemason: A=|1 —a|y A*=|1 —-a -3].
1 1 1 1 3

El determinante de la matriz A* vale 2a (a — 2). Esta expresidn nos permite realizar el andlisis que sigue:
-Siaz0ya=#2elrango de la matriz A es 2 y el de la matriz A* es 3, el sistema es incompatible.
Sia=0 el rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A* es 2, el sistema es compatible determinado.

-Sia=2elrango de la matriz Aes 2y el de la matriz A* es 2, el sistema es compatible determinado.

a -1 -1 a -1 -1 -a
b) Las matrices del sistemason: A=|1 —-a a |y A*=|1 —-a a a
1 1 1 1 1 1 -1

El determinante de la matriz A vale - 2a (a + 1). Esta expresidn nos permite realizar el analisis que sigue:

-Sia#z-1ya#0elrango de la matriz A es 3 y el de la matriz A* es 3, el sistema es compatible
determinado.

-Sia=0el rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A* es 3, el sistema es incompatible.

-Sia=-1elrango de la matriz Aes 2y el de la matriz A* es 2, el sistema es compatible indeterminado.

2 1 4 2 1 4 -1

01 -2 01 -2 a
c) Las matrices del sistema son: A = y A*=

10 1 0 3 -a

11 1 11 1 0

Estudiando el rango de las matrices A y A* obtenemos:
-Sia#1elrango dela matriz Aes 2y el de la matriz A* es 3, el sistema es incompatible.

-Sia=1elrango de la matriz Aes 2y el de la matriz A* es 2, el sistema es compatible indeterminado.
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. . X—-2y+12=0
4. Consideramos el sistema .
2Xx+y—-—z=1
a) Anade una ecuacion lineal de modo que el sistema resulte incompatible.
b) Afade una ecuacidn lineal de modo que el sistema resulte compatible indeterminado.

c) Anade una ecuacién lineal de modo que el sistema resulte compatible determinado.
Las respuestas son:
a) En el nuevo sistema se tiene que cumplir que el rango de la matriz de los coeficientes sea 2 y el rango de

la matriz ampliada 3. Afladimos, por ejemplo, una ecuacién que sea suma de las otras dos, excepto para los
términos independientes. Se obtiene el sistema:

X—2y+2=0
2X+y—-z=1.
3X—-y =2

b) En el nuevo sistema se tiene que cumplir que el rango de la matriz de los coeficientes sea 2 y el rango de
la matriz ampliada 2. Afladimos, por ejemplo, una ecuaciéon que sea suma de las otras dos. Se obtiene el
sistema:

X-2y+z=0
2Xx+y—-z=1.
3X -y =1

c) En el nuevo sistema se tiene que cumplir que el rango de la matriz de los coeficientes sea 3 y el rango de
la matriz ampliada 3. Afiadimos una ecuacidn que no sea combinacidn lineal de las otras dos. Se obtiene el
sistema:

X—2y+1z=0
2X+y—-z=1.
X—2y+1z=10
. ax—-y=1
5. Dado el sistema , halla a para que:
X—ay=2a-1
a) No tenga soluciones. c) Tenga solucidn unica.
b) Tenga infinitas soluciones. d) Tenga una solucion en la que x = 3.

Las soluciones son:
a) Sia=-1, el sistema es incompatible.
b) Sia =1, el sistema es compatible indeterminado.

c)Siaz-1ya=z1,elsistemaes compatible determinado.

4
d) Los valores de a son — § vy 1.
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6. Resuelve los siguientes sistemas por el método de Gauss:

2y +3z2=1
2x -3y =-8 X+2y-z=-3 XreyTsr 0
-y+z=
a)<x+2y=3 b) <-3x+y-32=-5 c) ; 5
-7 =
5X+4y =3 2X-y+z=4 y
X+4y+32=3

Utilizamos las operaciones elementales por filas en la matriz ampliada para hacer ceros y convertirla en una
matriz escalonada.

a) Las operaciones elementales son:
(1) 2F2—F1 - F2;5F2—F3 - Fs. (2) 6Fz—7F3 - Fs.

2 -3 -8 2 -3 -8 2 -3 -8

—~
=
=

1 2 3 |=z|0 7 14 |=|0 7 14
5 4 3 0 6 12 0 O 0
) ) 2x -3y =-38 )
El sistema es equivalente a ysusolucidnesx=-1,y=2.
7y =14
b) Las operaciones elementales son:
(1) 3F1+F, 2 Fy; 2Fi—F3 =2 Fs. (2) 5F,—7F3 = Fs.
1 2—1—3(1)12—1 -3 (2)12—1 -3
-3 1 -3 -5|=z|0 7 -6 -14|=|0 7 -6 -14
2 -1 1 4 0 5 -3 -10 00 -9 0
X+2y—-z=-3
El sistema es equivalente a 7y — 62 =—14 ysusolucibnesx=1;y=-2;z=0.
-92=0
c) Las operaciones elementales son:
(1) Fa+F, -> Fa. (2) 3F, + F3 > F3;2F2+F4 -> Fa. (3) Fs—F4 -> Fa.
1 2 3 1 1 1 3 1 1 2 31 1 2 31
0—110(30—110(3)0—110@0—110
0 3 -12 0 3 -12| |00 22/ |00 22
1 4 3 3 0 2 0 2 0O 0 2 2 0O 0 0O
X+2y+3z=1
El sistema es equivalente a —yY+2=0 ysusolucibnesx=-4;y=1;z=1.
21=2
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7. Resuelve los sistemas siguientes por el método de la matriz inversa:

2x —3y =1 X-2y+12=0 3X-y+22=9
a) 5 4 b) 12X +y-2z2=4 )<x+y—-4z2=-3
X+ey= X-3y+2z2=-1 2Xx +3y —5z=-4

7
1

2 -3
a) La matriz de los coeficientes A = (1 5 tiene inversa, su determinante vale 7.
2
La matrizinversade Aes A™! =

BU R SENRRN)

7

Escribimos el sistema en notacién matricial, AX = B, despejamos X y obtenemos la solucién:

1 -2 1
b) La matriz de los coeficientes A=|2 1 — 2| tieneinversa, su determinante vale 1.
1 -3 2
-4 1 3
La matrizinversadeAes A" =| -6 1 4|
-7 15

Escribimos el sistema en notacién matricial, AX = B, despejamos X y obtenemos la solucion:

X -4 1 3 0 X 1
yl=|-6 1 4|-| 4 = |y|=|0
Z -7 1 5 -1 Z -1
3 -1 2
c) La matriz de los coeficientes A=|1 1 — 4] tieneinversa, su determinante vale 26.
2 3 -5

Vs Yos Pae
La matrizinversade Aes At =| — %6 — 1%6 1%6 .

Ve ~as Vs
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Escribimos el sistema en notacidn matricial, AX = B, despejamos X y obtenemos la solucién:

X %6 }/6 yG 9 X
=1-%6 - Wig1| -3 = |v|=|-L
Yo Y ) 4 :

8. Comprueba que los siguientes sistemas son de Cramer y encuentra su solucion:

N <

2X—-y+32=-4 2X+2y—-7=6

2Xx -3y =8
b) <x+2y-z=3 c)<s3Xx—y+22=8

3X+2y=-1
3X—-y+2z2=-5 X+2y—-27=2

a) El sistema es de Cramer al tener el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas y el valor del

2 -3
determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo: ) =13.
La solucidn del sistema aplicando la regla de Cramer es:
8 -3 2 8
-1 2 13 3 -1 - 26
2 -3 13 2 -3 13
3 2 3 2

b) El sistema es de Cramer al tener el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas y el valor del

2 -1 3
determinante de la matriz de los coeficientesesnonulo: |1 2 —-1|=-10.
3 -1 2
La solucidn del sistema aplicando la regla de Cramer es:
-4 -1 3 2 -4 3 2 -1 -4
3 2 - 1 3 -1 1 2 3
-5 -1 2 3 -5 — 3 -1 -5
2 -1 3 -10 2 -1 3 -10 2 -1 3 -10
1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
3 -1 2 3 -1 2 3 -1 2

c) El sistema es de Cramer al tener el mismo nimero de ecuaciones que de incdgnitas y el valor del

2 2 -1
determinante de la matriz de los coeficientes esnonulo: |3 -1 2 |=5..
1 2 -2
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La solucidn del sistema aplicando la regla de Cramer es:

6 2 -1 2 6 -1 2 2 6
8 -1 2 3 2 -1 8
2 2 -2| 10 1 2 -2 10 1 2 2 10
2 2 -1 5 2 -1 5 2 2 -1 5
3 -1 2 -1 2 -1 2
1 2 -2 1 2 -2 1 2 -2

ACTIVIDADES FINALES-PAG. 89

9. Indica razonadamente si las parejas de sistemas que siguen son equivalentes:

X+y+z=4 X-y+z=0 X+y+z=3
X+y+z=3
a){3x+2y-z=6y y=2 b){ 2x-y =1y {2 1
X - =
2X+y-2z2=2 X+y-z=2 -X+2y+z2=2 y

a) El primer sistema es compatible indeterminado, con rango 2 para las matrices del sistema, ya que se
cumple:

11 1 11 4
1

3 2 -1/=0,|3 2 6|=0y ‘=-1¢0
3 2

2 1 -4 2 1 2

Las soluciones del sistema son:

X+y+z=4
X+y+z=4 X+y=4-z X=-2+3z
3X+2y-2=6 < = =
3X+2y-z2=6 3X+2y=6+z y=6-4z
2X+y-22=2

Haciendo z = t, siendo t un nimero real cualquiera, podemos expresar las soluciones en la forma:
Xx=-2+3t,y=6-4t,z=t.

El segundo sistema es compatible determinado al cumplirse:

1 -1 1
0 1 0}=-2=0.
1 1 -
La Unica solucidn del sistema es:
X-y+z=0 X+z2=2 x=1
y=2 < y=2 < qy=2
X+y-z=2 x-2=0 z=1

Por tanto, los sistemas no son equivalentes al tener distintas soluciones.
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Debe observarse que la solucion Unica, x =1,y = 2, z = 1, del segundo sistema es una de las infinitas soluciones
del sistema. Es aquella que resulta de sustituir t = 1 en las igualdades:
=-2+3t,y=6-4t,z=t.

b) El primer sistema es compatible indeterminado, con rango 2 para las matrices del sistema, ya que se
cumple:

1 11 1 1 3
1
2 -1 0|=0,12 -1 1|=0y ‘=—3¢0
2 -1
-1 2 -1 2 2
El sistema dado es puede expresarse en la forma:
X+y+z=3
X+y=3-z
2x-y =1 <
{Zx-yzl
-X+2y+z=2
Aplicando la regla de Cramer para su solucion, obtenemos:
3-z 1
X = 1-1 :-4+Z:£-lz
‘ 1 1‘ -3 33
2 -1
‘1 3-2
‘ 1 1‘ -3 33
2 -1
Haciendo z = 3t, siendo t un nimero real cualquiera, podemos expresar la solucién en las formas:
x:ﬂ—t y:E—m;z:ﬁ
3 3

El segundo sistema es compatible indeterminado, con rango 2 para las matrices del sistema, ya que se
cumple:

‘ ‘
=-3#0
2 -1

Las soluciones coinciden con las del primer sistemay, en este caso, los sistemas son equivalentes.

10. Averigua para qué valor del parametro alos dos sistemas siguientes son equivalentes:

ax+2y=1 ax +4y =1
(l):{2 y (||):{
X+y=4 X+y=2

Ambos sistemas son compatibles determinados si a # 4.
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Las soluciones de los sistemas son:

Sistema (I): X = — [ y = 4a — 2
| a-4 a-4
Sistema (I1): X = — . y = 2a -1
| a-4’ a-4

Los sistemas son equivalentes si sus soluciones coinciden, por tanto:

4da-2 2a-1
a-4 a-4

da-2=2a-1 = 2a=1 = azé.

Para este valor del pardmetro la solucidon de ambos sistemas es x =2,y =0.

m 11. Estudia, segtn los valores del parametro a, la naturaleza de los sistemas siguientes y encuentra sus
soluciones en los casos que sean compatibles:

X+y+z=0 ax+y-z=z X+y+az=0
a)j<ax +2z=0 b){ -x+ay+z=xX c)33x+2y +4az=0
2x-y+az=0 -3x+3y+z=y 2x+y +32=0
1 11

a) El sistema es homogéneo y la matriz del sistemaesA={a 0 2

2 -1 a

El determinante de la matriz anterior vale det (A) =-a’-a+6=-(a-2) - (a + 3). Este determinante se anula
paraa=2ya=-3. Estos valores nos permiten hacer el siguiente estudio:

e Siaz-3ya#z2, el rango de la matriz A es 3 y coincide con el nimero de incognitas, el sistema es
compatible determinado.

En este caso su solucion es la trivial, es decirx=0,y=0,z=0.

2.

® Sia=-3, el rango de la matriz A es 2 ya que

11‘

Considerando el menor anterior que nos ha dado el rango, el sistema dado es equivalente al sistema:

__5X
yrz=-x _ [Y773
2z2=3X 3
Z=—X
2

Haciendo x = 2t, siendo t cualquier niUmero real, podemos expresar las soluciones en la forma:

x=2t,y=-5t,z=3t,cont € R.
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® Sia =2, elrango de la matriz A es 2 ya que =2.

1 1‘
Considerando el menor anterior que nos ha dado el rango, el sistema dado es equivalente al sistema:
y+z=-x y=0
=
22=-2X =-X
Haciendo x = t, siendo t cualquier nimero real, podemos expresar las soluciones en la forma:

x=t,y=0,z=-t,cont € R.

ax+y-2z=0
b) Volvemos a escribir el sistema, que resulta ser homogéneo: < -2X+ay+z=0
-3x+2y+z=0
a 1 -2
Estudiamos el rango de lamatrizA=| -2 a 1
-3 2 1

Al ser

‘ =1#0, el rango de A es 2 con independencia del pardmetro.

-3 1

El determinante de la matriz A es det (A) =a%?-8a + 7 =(a- 1)(a - 7). El determinante se anula paraa=1ya=7.
Estos valores nos permiten hacer el siguiente estudio:

eSiaz#1lya#7 el rango de A es 3 que coincide con el nimero de incdgnitas. El sistema es compatible
determinado. En este caso su solucion es la trivial, es decir,x=0,y=0,z=0.

e Si a =1, el rango de A es 2 menor que el nimero de incognitas. Por tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

Para a =1 el sistema se reduce a:

X+y-22=0
X+y-2z=0 X+y=2z
-2x+y+z=0 < =
-2x+y+z=0 -2X+y=-2
-3x+2y+z=0

Las soluciones son x=t,y =t, z =t, siendo t cualquier nimero real.
e Sia =7, estamos en una situacion analoga al caso anterior.

Para a =7 el sistema es:

7X+y-2z2=0
7xX+y-2z=0 TX+y=2z
-2X+7y+z2=0 < =
-2Xx+7y+z=0 -2X+7y=-2
-3x+2y+z=0
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5 1
Las soluciones son x = E ty=— ﬁt' z =t, siendo t cualquier nimero real.

c) El determinante de la matriz del sistema es det (A) = 3a- 3. Se anula para a = 1. Podemos realizar el
siguiente estudio.

e Sia # 1, el rango de A es 3, que coincide con el nimero de incégnitas. El sistema es compatible
determinado. En este caso su solucién es la trivial, es decir, x=0,y =0,z =0.

e Sia =1, el rango de A es 2, menor que el nUmero de incdgnitas. Por tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

Para a =1 el sistema se reduce a:
X+ya=0
X+y=-12
3X+2y+4az=0 =

3X + 2y =—4z
2X+y=+32=0

Las soluciones son x =- 2t, y = t, z = t, siendo t un numero real cualquiera.

12. Elimina los parametros que intervienen en los sistemas siguientes:

X=p+( X=1+p+q
X=2m+n

y=q+r y=-p+2q
y=—m+n

a) b)<z=p+r )s2=2+2p+3q

Zz=3m-2n

t=2p-3r t=-1+2p
t=m+n

u=p+q-+r u=3-¢q

Eliminando los parametros, se obtiene:

x+y-3z=1

X—-7y—-32z=0 5x-5y—-z-2t=0
b) c)14x -2y -3t =7

2Xx+y-3t=0 X+y+z-2u=0
2X —t+2u=9

13. ¢Existen tres numeros tales que dados dos cualesquiera de ellos su suma es el otro mds uno? En caso
afirmativo, hallalos.

Llamamos x, y, z a los nUmeros buscados. Planteamos el sistema:

X+y=2z+1
X+z=y+1
y+z=x+1
Resolvemos el sistema:
X+y-z=1 X+y-z=1 x=1
X-y+z=1> 2y -22=0 = qJy=1
X+y—-z=1 2y = z=1
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Los tres nUmerossonx=1,y=1,z=1.

14. El seiior Garcia deja a sus hijos herederos de todo su dinero con las siguientes condiciones: al mayor
le deja la media aritmética de los que les deja a los otros dos mas 30 000 €; al mediano, exactamente la
media aritmética de los que les deja a los otros dos; y al mas pequeiio, la media aritmética de los de los
otros dos menos 30 000 €. Conociendo estas condiciones solamente, épueden los hijos saber cuanto
dinero ha heredado cada uno?

Llamando M a lo que recibe el hijo mayor, m el mediano y p el pequefio e imponiendo las condiciones del
enunciado, obtenemos el sistema:

2M —m — p =60 000
M-2m+ p=0
M+m-2p=6000

Este sistema es compatible indeterminado y sus soluciones son:

2M —m - p =60 000
M-2m+ p=0

M +m—2p =60 00

2M —m =60 000+ p M =40000+ p
= =
M-2m=-p m = 20000+ p

No podemos saber lo que deje a cada uno de los hijos con estas condiciones.

15. Tres empresas A, B y C se suministran entre si los bienes que cada una necesita de las otras y a su vez
satisfacen la demanda exterior.

La empresa A suministra a la empresa B un 11% del material que esta necesita para hacer una unidad de
sus productos, a la empresa C un 3% y a si misma un 28% vy tiene una demanda exterior de 1300
unidades. La empresa B suministra a las empresas A y C, respectivamente un 11% y un 9% de sus
necesidades, ella necesita un 39% de lo que fabrica y su demanda exterior de 5000 unidades. La empresa
C necesita un 15% de su fabricacién, suministra un 6% de lo que necesita A y un 8% de lo que necesita B,
y su demanda exterior es de 4000 unidades.

Halla la matriz de salida, es decir, la cantidad que debe producir cada una de las empresas para satisfacer
la demanda interior y exterior.

X
Sea X =Y | lamatriz de salida.
YA
0,28 011 0,03) (x 1300 X
Formamos el sistema: | 011 0,39 0,09 |-|y|+|5000|=|y|.
0,06 0,08 015 z 4000 z

Operando y resolviendo, obtenemos:
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0,28x + 0,11y + 0,03z + 1300 = x 0,72x — 0,11y — 0,03z = 1300 X = 3532
0,11x + 0,39y + 0,09z + 5000=y = <-011x + 0,61y — 0,09z =5000 = {y =9 699
0,06x + 0,08y + 0,15z + 4000 = z —0,06x — 0,08y + 0,85z = 4000 z=5868

Otra forma de encontrar la matriz de salida, X, es resolviendo la ecuacién matricial:
X=A-X+E = |-X-A-X=E = (I-A)-X=E = X=(I-A)'-E
Hallando la matriz inversa de | — Ay operando, obtenemos:

x) (144 027 0,08) (1300 x) (3532
X=(-A"1E=|y|=]028 171 0419|-[5000| = |y|=|9699
z) (013 018 1,20 |4000 z) |5868

16. Tres individuos, un agricultor (A), un ganadero (G) y un pescador (P) forman una sociedad de
consumos, cuyos productos se intercambian entre ellos sin relacién con otras personas. La matriz de
entrada y salida correspondiente a esta economia es:

A G P
A(03 03 03
G|02 03 03
P105 04 04

éCuadl debe ser la relacion de precios de sus respectivos productos?

X
Los precios X =| Y | de los productos de los tres individuos deben cumplir la relaciéon X = A - X.
YA
La ecuacion matricial anterior da lugar al sistema:
X=0,3x+ 0,3y + 0,3z
y =0,2x + 0,3y + 0,3z
z=05x+ 04y + 0,4z

Las soluciones del sistema homogéneo anterior son:

0,7x -03y -03z=0

x = 0,70z
-02x+0,7y -03z=0 =
y = 0,63z
-05x-0,4y +0,6z=0
Las relaciones de precios seran: L 0,70 Y 0,63 Y 0,90.
VA YA X
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. o . . . X+2y—-32=3
1. Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales: .
2X+ 3y +2=5
a) Calcula a de manera que al anadir una tercera ecuacién de la forma ax + y — 7z = 1 el sistema
resultante tenga las mismas soluciones que el original.

b) Calcula las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las incégnitas sea 4.

1 2 -3 1 2 -3 3
a) La matrices del sistema, A= y A*= tienen rango 2 al ser
2 3 1 2 3 1 5

=—-1=0.

1 2
2 3

Como el valor del rango es menor que el nimero de incdgnitas el sistema es compatible indeterminado.

X+2y-32=3
Afadimos la ecuacion indicada: <2X + 3y + 2 =5.
ax+y-7z=1

El sistema resultante tiene que seguir siendo compatible indeterminado. Por tanto el rango de la matriz de
los coeficientes debe ser 2. Esto nos conduce a que el determinante de la matriz de los coeficientes debe
ser cero.

1 2 -3
2 3 1|=11a=0 = a=0.
1 -7
El valor del parametro a debe ser 0.
X+2y—-32=3

b) En este caso, el sistema {2X + 3y + Z = 5 es compatible determinado.

X+y+z=4

Resolviéndolo por cualquiera de los métodos conocidos obtenemos como solucién:
25 11 2
X:—, =——,Z=__.
3 3 3
2x—y+a=1+a
2. Considera el sistema de ecuaciones lineales: { X —ay +z =1
X+y+3z=a

a) Discute el sistema para los distintos valores del parametro a.

b) Resuelve el sistema paraa =1.
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2 -1 a
a) En la matriz de los coeficientes A=|1 —a 1| ponemos encontrar un menor de orden 2, cuyo
1 1 3

determinante vale:

1
3‘ =2 # 0. Podemos afirmar que el rango de la matriz A es 2, independientemente

del valor del pardmetro a.

2 -1 a
Hallamos el valor del determinante de la matriz A: det(A)=]1 —a 1/=a”-5a
1 1 3

Los valores que anulan el anterior determinante son: a>-5a=0 = a(a—5)=0 =>a=0y a=5.Estos
valores nos permiten realizar la discusion que sigue.

Estudio:
eSiaz0yaz#5 el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3y el rango de la matriz ampliada, A", es
3, entonces el sistema es compatible y determinado (tiene una solucién unica).

e Sia =0 el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 2 y el rango de la matriz ampliada, A", es 3,
entonces el sistema es incompatible o imposible (no tiene solucidén).
El determinante que sigue es un menor de la matriz ampliada A"

2 01
1 1 11=-4=+0
1 30

e Sia =5 el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 2 y el rango de la matriz ampliada, A", es 3,
entonces el sistema es incompatible o imposible (no tiene solucién).

El determinante que sigue es un menor de la matriz ampliada A™:

2 5 6
11 1=-4%0
135

2X—y+2=2
b) El sistema paraa=1es < X—Y+2Z =1 y segun el estudio anterior es compatible determinado, es
X+y+3z=1

decir, con solucidn Unica.

Si resolvemos el sistema por cualquiera de los procedimientos al uso (método de Gauss, regla de Cramer,
sustitucion, etc), obtenemos como solucién: x=1,y=0,z=0.

2 3 1
3.Seanlasmatrices A=| 1|, B=|-1|yC =|2]|.Hallaaparaqueelsistemax:-A+y:-B=4-Cde
a -4 1

tres ecuaciones y dos incdgnitas x e y sea compatible determinado y resuélvelo para ese valor de a.
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o RS

2x +3y =4

El sistemax-A+y-B=4-Cescrito en suformaestdndares ¢ X —y =8
ax —4y =4

Las matrices asociadas al sistema son:

2 3 2 3 4
S=1 -1 y S*=|1 -1 8
a —4 a —4 4

El rango de la matriz de los coeficientes S vale 2,
independientemente del valor de a, ya que:

2 3
1 -1

=-5=%0.

Como el sistema debe ser compatible determinado, el
rango de la matriz ampliada, $*, debe ser 2. Por tanto, el
determinante de S* debe ser nulo:

2 3 4
S*[=]1 -1 8=0 = 28a+28=0 = a=-L
a -4 4

El valor buscado de a es — 1. Para este valor la Unica solucion del sistema es:

X=§=5,6’y=—£:

- 2,4.
5 5

En la imagen puede verse como las tres rectas pasan por el punto A (5,6; - 2,4).

ax+y+3a?z=3
4. Determina para que valores del parametro a el sistema: < -X-7y+8z =0 admite como solucién x =
X+a’y+a’z=-3

1,y=1,z=1, yresolverlo en estos casos, comprobando que efectivamente, x=1,y =1,z = 1 es solucién del
sistema. Razona las respuestas.

Para que el sistema admita la solucion x =1, y =1, z = 1 tiene que verificarse:

a+tl+a*=3 a’+a-2=0 ,
a“+a-2=0

-1-7+8=0 < 0=0 & 24420
+32+4=

1+a3+a2:-3 a3+a2+4=0 a a

La primera ecuacion tiene por solucionesa=1ya=-2.
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, 1+7i
La segunda ecuacion tiene por solucionesa=-2ya= >

La Unica solucidn de a que satisface ambas ecuaciones es a = - 2.

El sistema paraa=-2es:

-2X+y+4z=3
-X-7y+8z=0
X+-8y+4z=-3

El sistema es compatible indeterminado, con rango 2 para las matrices del sistema, ya que se cumple:

-2 1 4 -2 1 3
-2 1
-1 -7 8|=0,|-1 -7 0|=0y ‘=15¢0
-1 -7
1 -8 4 1 -8 -3
Las soluciones del sistema son:
-2X+y+4z=3 x:-—+lgz
-2x+y=3-4z 5 5§
-X-7y+8z=0 < =
«-By4z=-3 -X-7y=-82 y:£+fz
yrz= 5 5
. 12 4 . .
Las soluciones son x = -g + EZ ,y= g +—27,z=t, siendo t cualquier nimero real.

Debe observarse que la solucion x =1,y =1, z =1, se obtiene de las soluciones anteriores haciendo t = 1.

5. Dado el sistema de ecuaciones lineales que depende de los parametros a, b y c:
2ax + by + z=3c
3Xx —2by—2cz =a
S5ax — 2y + cz=-4b
Se pide:
a) Justifica razonadamente que para los valores de los parametrosa=0,b=-1y c =2 el sistemaes
incompatible.
b) Determina razonadamente los valores de los parametros a, b y c, para los que se verifica (x, y, z) =
(1, 2, 3).
c) Justifica si la solucidn (x, y, z) = (1, 2, 3) del sistema del apartado anterior es, o no, Unica.

-y+2=6
a)Sia=0,b=-1yc=2,elsistemaresultantees: 13X + 2y —4z =0 .
-2y +2z=4
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0 -1 1
El rango de la matriz de los coeficientes A=|3 2 —4|vale2,yaque:
0 -2 2
0 -1 1
0 -1
=30 vy (3 2 -4/=0.
3 2
0 -2 2
0 -1 1 6
El rango de la matrizampliada A*=|3 2 -4 0| vale3,yaque:
0 -1 2 4
0 -1 6
2 0|=-6=0
0 -1 4

b) Sustituyendo en el sistemax =1,y =2, z =3, operando nos queda:

2a+2b +3=3c 2a+2b-3c=-3
3-4b-6c=a = <a+4b+6c=3
5a-4+3c=-4b 5a+4b+3c=4

Resolviendo por alguno de los métodos al uso se obtiene como valores de los parametros:
a=1,b=-1yc=1

c)Sia=1,b=-1yc=1, tenemos el siguiente sistema:

2X—y+2=3
3X+2y-2z=1
S5X -2y +z2=4

Tenemos que (x, vy, z) = (1, 2, 3) es solucidon del sistema anterior y como el rango de la matriz de los
coeficientes vale 3, ya que:

2 -1 1
3 2 =-2|=-7=%0,
5 -2 1

el sistema es compatible determinado.
Paraa=1,b=-1yc=1,launicasolucion del sistemaes (x,y, z) = (1, 2, 3).

mx-y=1
—Xx+my=1-2m’
a) Discute el sistema segun los valores de m.

6. Sea el sistema de ecuaciones lineales {

b) Halla los valores de m para que el sistema tenga alguna solucidn en la que x = 2.
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Las matrices del sistema son:
m - m -1 1
A= y A* =
-1 m -1 m 1-2m
El determinante de la matrizAes |[A] =m?—=1=(m—1) (m+1).
a) Discusion del sistema:
i)Sim ¢ {- 1, 1}, entonces rango (A) = 2 y rango (A*) = 2. El sistema es compatible determinado y tiene
solucidn Unica

ii) Sim =1, el rango (A) = 1 y rango (A*) = 1. El sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas
soluciones.

En este caso las matrices del sistema son:
1 -1 1 -1 1
A= y A* =
-1 1 -1 1 -
iii) Sim =-1, rango(A) = 1 y rango (A*) = 2. El sistema es incompatible y no tiene solucién.
En este caso las matrices del sistema son:

-1 - -1 -11
A= y A* =
-1 -1 -1 -1 3

b) @ Sim ¢ {- 1, 1}, las soluciones del sistema son:

A\ 1 _2m+1

m+1’ m+1
_ 1 3
Six =2, entonces 2 = — = -1=2m+2 = 2m=-3 = m=-—
m+1 2

e Sim =1, las soluciones del sistema son:
x=t;y=-1l+tcont € R.

Six=t=2, entoncesy=1.
Por tanto, los valores de m que hacen que el sistema tenga una solucién conx=2son m = — E ym=1.

7. Por cuatro batidos, un helado y dos sdndwiches nos cobraron un dia en una cafeteria 13 euros. Otro
dia, por cuatro helados y cuatro sandwiches nos cobraron 20 euros. Un tercer dia tuvimos que pagar 9
euros por un sandwich y cuatro batidos. ¢Algln dia nos presentaron una factura incorrecta?

Llamando b al precio de un batido, h al de un helado y s al de un sandwich, con las condiciones del
enunciado podemos plantear el sistema:
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4b + h + 25 =13
4h + 4s =20
4h +s5=9

Puede comprobarse que el sistema es incompatible al cumplirse:

4 1 2
-Elrango de lamatrizAes2: |0 4 =0.
4 0 1
4 1 13
- ElrangodelamatrizA*es3: |0 4 20|=16=0.
4 0 9

Por tanto, algln dia nos presentaron una factura incorrecta.

8. Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: «Si yo te doy la tercera parte del dinero que
tengo, los tres tendremos la misma cantidad ». Sabiendo que entre los tres retinen 60 euros, iqué dinero
tiene cada uno?

Llamamos x, vy, z al dinero que poseen Luis, Juan y Oscar, respectivamente. Con las condiciones del
enunciado podemos formular el sistema:

X+Yy+2=60
x-3y =0
2X -3z=0

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos x = 30, y = 10, z = 20.

Por tanto, Luis tenia 30 euros. Juan 10 euros y Oscar 20 euros.

PROYECTO DE INVESTIGACION-PAG. 91

Matrices magicas y cuadrados magicos
16| 3 | 2|13

1. Se dice que una matriz M, de orden 3, es mdgica si las ocho sumas:

i B i & i Qi 3 T8y 38y
i ic1 i-1 9 6 7 12
Yas YasYa,Ya Ya, Ya Ya; a,+a,+a, | 4 [15]14] 1

son iguales.
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Llamamos s al valor comun de estas sumas y M (s) a una de las matrices correspondientes. Se pide:
a) Encuentra la expresion de todas las matrices magicas de sumas, M (s).

b) Halla el valor de la suma s si la matriz M (s) es antisimétrica. Construye todas las matrices magicas
antisimétricas de orden 3.

c) Construye todas las matrices magicas simétricas, de suma s, de orden 3.

2. Las matrices magicas estdn emparentadas con los cuadrados mdgicos. Un cuadrado mdgico consta de N2
casillas, cada una ocupada por un nimero natural distinto, de forma que la suma de los nimeros de las
distintas filas horizontales y verticales, asi como de las dos diagonales es siempre la misma.

En la imagen puede verse el mas famoso de los cuadrados magicos de orden 4, debido al pintor Durero. Su
suma o constante magica es 34, ademas los cuatro numeros del centro (en color verde) también suman 34,
asi como los cuatro de las esquinas (en color negro). Los dos numeros en color rojo componen el afio en el
que fue realizado el grabado en el que aparece.

Los cuadrados magicos estan llenos de propiedades y sorpresas. Investiga sobre ellos.
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all a12 a13
a)Sealamatriz M (S) =|a, a, ay
8y 8 Ay

Expresando las ocho sumas del enunciado e igualdndolas a s, obtenemos el siguiente sistema homogéneo
de 8 ecuaciones con 10 incdgnitas:

a; +a, + a; -s=0
A, +a, +ay, -s=0

Ay + 8, +a,;, —5=0

a; + a, + ay, -s=0
a, + a,, + as, -s=0

a; + Ay +a, —-s=0

a, + a,, +a; -s=0
a,; +ay + 8y -s=0

Realizando operaciones elementales por filas, las matrices que siguen tienen el mismo rango:

111000000 -1 111000 000 -1
000111000 -1 010010 0 1 0 -1
000000111 -1 00100 1 0 0 1 -1
100100100 -1 (00011 1 1 1 1 -2
010010010 -1] (00001 -1 1 0-1 0
001001001 -1 00000 3 -21 4 -2
100010001 -1 00000 0 1 1 1 -1
001010100 -1 00000 O 00 0

El rango de la matriz de los coeficientes vale 7. Como el nidmero de incégnitas es 10, las soluciones del
sistema, es decir, el conjunto de las matrices M (s) dependeran de 10 — 7 = 3 parametros.

Procediendo de forma directa, si a11 = a; a1> = b; a1 = ¢, una matriz magica de suma s, M (s), se expresara en
la forma:

a b s—a-b
M (s) = C -s+2a+b+c 2s-2a-b-2c
s—a—-C 2s—-2a—-2b-c —-2s+3a+2b+2c

4
Imponiendo que ai1 + a2 + @33 = s, se obtiene 6a + 3b + 3c—3s = 2, es decir, C = gs —2a-bh.

Toda matriz magica M (s) depende de tres parametros a, b y s. La expresidn, respecto de estos parametros,
de una matriz magica M (s) es:
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a b s—a-b
M (s) = ﬂS—Za—b 1s —Es+2a+b [
3 3 3
—ls+a+b Es—b gs—a
3 3 3

Podemos expresar la matriz M (s) en funcidn de tres matrices fijas en la forma:

1 0 -1 0 1 -1 0 0 1

4 1 2

M(s)=a-|-2 0 2 |+b-|-1 0 1 |+s-: 3 3 3
1 0 -1 1 -1 0 1 2 2

3 3

-—|=a-A+b:-B+s-S

b) Si la matriz magica M (s) es antisimétrica, se cumplird: ai; = a;2 = as3 = 0, luego s = a1 + ax + as3 = 0.

Ademads,a=a;1=0

Haciendoa =0y s =0 en la expresion [ | ] de la matriz magica M (s) se obtiene:

0 b -b 0o 1 -1
-b 0 b |=b-]-1 0 1 |=b-B
b -b 0 1 -1 0

Todas las matrices magicas antisimétricas son de la forma anterior.

c) Imponiendo en la expresion [ | ] que la matriz sea simétrica, resulta:
4 2
b=—a-2a-b = b=—-s-a
3 3

Sustituyendo este valor de b en la expresion [ | ] obtenemos:

2
a —s—-a =S
3
2 1
—s—-a =S a
3
1 2
=S a —s—a
3 3

que es la expresidn genéricas de las matrices magicas genéricas.

2. Sobre cuadrados magicos la informacién es muy abundante tanto bibliografica como en Internet, por

tanto, dejemos esta cuestidn abierta.
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