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Parte 1

INTRODUCCION






Capitulo 1

Introducciéon
Conceptos basicos

En este primer capitulo se van a repasar conceptos basicos matematicos necesarios para
poder trabajar en la modelizacion de sistemas biologicos.

1.1. Numeros Reales. El conjunto R

1.1.1. Operaciones con nimeros reales

En el conjunto de niimeros reales se pueden definir dos operaciones:

1. SUMA: A cada par de nimeros reales = e y se le puede asociar otro numero real x + y
llamado suma de x e y, cumpliendo las siguientes propiedades:

Vo,y,2 € R, (x+y)+2=x+ (y+ 2) (Propiedad Asociativa)
d0eRtalque 0 +2 =240 =2z, Vr € R (Elemento Neutro)

Vr,y € R,z +y =y + = (Propiedad Conmutativa)
Ve € R,3(—z) € R tal que z + (—z) = (—x) + = 0 (Elemento Opuesto)

2. PRODUCTO: A cada par de ntmeros reales = e y se les asocia otro nimero real denota-
do por xy y denominado producto de = e y, cumpliendo dicha operacion las siguientes
propiedades:

» Va,y,z € R, (zy)z = x(yz) (Propiedad Asociativa)
s Jl#£0eRtalque z1l =12 =z, Yz € R (Elemento Neutro)
s Vo,y € R zy = yx (Propiedad Conmutativa)

9
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1
s Vo ER, 2 #0,327" = = € R tal que 2(z7!) = (#7!)z = 1 (Elemento Inverso)
x

Propiedad Distributiva: La suma y el producto se relacionan mediante la propiedad distribu-
tiva, de modo que Vz,y, 2z € R, x(y+ z) = xy+ xz. Con esta propiedad podemos demostrar que
0z =0,V e R,yaque 0z =0z 42+ (—z) =0x+1z+(—2) = (0+ Do+ (—z)=1la+(—x) =
r+(—x)=0

1.1.2. Relacién de orden y la recta real

Vamos a suponer que tenemos un subconjunto P C R, llamado subconjunto de elementos
positivos, que cumple que:

» Vz € R, 0 bien z € P, 0 bien z =0, o bien (—x) € P
s SizyyeP=ao+yecPayclP
Consecuencias: Si x,y ¢ Py z,y #0= a2y € P, yaque (—z) € P,(—y) e P= (—x)(—y) € P

Definimos = >0siz € Py x <ysiy+ (—x) =y —x > 0. Por tanto se cumplira que:

nr<yey<z=uz<z

r<yyz>0=xz<yz

s r<y=acr+z<y+2zVz

1 1
s <yyzr,y>0=—-<—
y T

El conjunto de ntimeros reales, R, es continuo: no hay ningtn ntimero que preceda o siga a
uno dado.

Se puede representar graficamente mediante una recta geométrica infinita: la recta real.
Cada elemento del conjunto de los ntimeros reales representaria un punto de dicha recta.

Los nimeros reales se utilizan en la medida de magnitudes lineales, como puede ser la
variable tiempo ¢.

El problema surge cuando se plantean ecuaciones como la siguiente:

n
™ 4 a1 2" asr? F i Fag=0= E a;x' =0,a; € R
i=0
donde t es una variable desconocida, ya que en algunos casos dichas ecuaciones no tienen todas
sus raices reales. Por ello surgi6 la necesidad de introducir el concepto de niimero complejo y
el conjunto C de los niimeros complejos.
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1.2. Los nimeros complejos. El conjunto C

1.2.1. Definiciones. La unidad imaginaria ¢

Se cumple que Ya > 0,3z € R tal que 22 = a. Sin embargo si a < 0, la ecuacién 2? = a no

tiene solucion dentro del conjunto de los nimeros reales y por ello se amplié el conjunto al de
los ntimeros complejos, C.

Se define la unidad imaginaria i tal que i = —1 = 1 = y/—1

Utilizando la unidad imaginaria definida anteriormente, tendremos que un nimero complejo
se define como un par ordenado (a,b) con a,b € R y se representa como z = a + bi = (a,b),
donde a es la parte real y b es la parte imaginaria.

1.2.2. Representacion geométrica

Asi como los nameros reales se podian representar como puntos de una recta, siendo la
representacion del conjunto R una recta infinita, los niimeros complejos se pueden representar
como puntos en un plano. Dicho plano se denomina plano complejo y el conjunto C estaria
formado por todos los puntos que componen un plano geométrico infinito. Cada uno de esos
puntos estaria definido por su abcisa, que seria la parte real del ntiimero complejo, y por su
ordenada, que seria la parte imaginaria (Fig. 1.1).

1.2.3. Moddulo y argumento de un niimero complejo

Dado z = a + bi definimos (Fig. 1.1):
= MODULO: distancia del niimero complejo al origen de coordenadas, ||z|| = va? + b?

= ARGUMENTO: dngulo, en radianes, que forma el segmento que une el eje de coordenadas

y el punto z con el semieje horizontal positivo, § = arctan (—)
a

Atencion: El argumento de un nimero complejo no es tnico. Si el argumento de z es 0, también
podemos escribir arg(z) = 0 + 27k con k € Z
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eje imaginario

2 ejerea

Figura 1.1: Representacion geométrica de un numero complejo

1.2.4. Representaciones cartesiana y polar de los niimeros complejos

Dado un ntamero complejo z, cuya parte real es a y cuya parte compleja es b, a la expresion
2z = a + bi se la denomina representacion cartesiana del nimero complejo.

Si dicho nimero complejo z tiene por modulo ||z|| = r y por argumento arg(z) = 6, tendre-
mos que a = rcosf y b = r sinf, por lo tanto, podremos escribir z = r(cos@ + i sin ). Dicha
expresion se denomina representacion polar del ntimero complejo. Igualmente, como probaremos
més adelante, se puede escribir z = r(cos@ + i sin ) = re? (Férmula de Euler).

1.2.5. Operaciones con niimeros complejos

Dados dos ntimeros complejos 21 = a + bi y 29 = ¢ + di, se define:

» SUMA: 21+ 22 = (a+¢) + (b+d)i = (a+¢,b+d) (Fig. 1.2)

= PRODUCTO: 2129 = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — bd, ad + be)
s [GUALDAD: 21 = 2 & a=c,b=d

La suma y el producto de nimeros complejos cumplen las mismas propiedades que la suma y
el producto de niimeros reales. El elemento neutro de la suma el nimero complejo 0 + 0i = 0
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b+d |- z,=c+di __~

bl = “ii:a+bi

a C atc

Figura 1.2: Representacion geométrica de la suma de dos niumero complejos

y el elemento neutro del producto el nimero 1 + 0i = 1. El elemento inverso de un ntmero
complejo + bi # 0 se obtiene como 2! ! L a - bi
m z=a+ b iene como 2z~ = — = =
P z a+bi  a?+b

Dado un namero complejo z = a+ bi, definimos su complejo conjugado, zZ, como z = a—bi =
(av _b)
Con las definiciones anteriores se puede comprobar facilmente que:

L Z
112

n Z

. )2 =22

w ||z 4+ w| <z + ||w] (desigualdad triangular)

n
Con la definicién de los numeros complejos, dada una ecuacion E apx" =0, con a; € C
i=0 .
podemos obtener n raices. Ademaés si todos los coeficientes a; € R, tenemos que si z = a+bi € C
(con a,b € R) es una raiz de la ecuacion entonces zZ = a — bi también es raiz de dicha ecuacion.
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Ejemplos:
Sean z =2+ 3ty w =1 — 7i, tenemos que:

n 2 4w=(24+3i)+(1—-Ti)=3—4i

2w = (24 3i)(1 — Ti) = 24 3i — 14i — 213> = 23 — 11i

2] = V22 4+ 32 = V13
. 1 2 —3i 2 3

T 213 (2+30)(2-3) 13 13
: 2430 (2430)(1+T) 2+3i+14i—21 —19 17

w 1-Ti  (1—7)(1+7) 50 50 500

1.2.6. Productos y potencias de nimeros complejos

La representacion polar de los ntumeros complejos resulta tutil para realizar productos y
potencias de ntimeros complejos. Resulta sencillo demostrar que, dados dos ntimeros complejos
21 = 11(cosf; + i sinby) y zo = ra(cosby + i sinby), el producto de dichos niimeros complejos
seré otro numero complejo cuyo modulo es el producto de los médulos y cuyo argumento es la
suma de los argumentos, ya que, usando la representacion de Euler:

2129 = (rlewl) (rgeiGQ) = (ryry) e'01762)
Por lo tanto:
[z122]] = ||z [ll[22]| = 7172
arg(z129) = arg(z;) + arg(zy) = 01 + 6

Utilizando el resultado anterior y mediante induccion se puede demostrar que si arg(z) = 6,
la potencia n-ésima de z = ||z||(cos @ + i sin ) se puede escribir como:

2" = ||z||™ (cos(nf) + i sin(nf)) (Formula de Moivre)

1.3. Raices de un polinomio. Factorizacién de polinomios.

1.3.1. Raices de un polinomio

Definicion: Dado un polinomio p(z) = a,z" + a,_12" 1 + ... 4+ a1x + ag, decimos que \ es
una raiz de p(z) si se cumple que p(\) = a, A" + @ AN+ A +ag =0
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Si A es una raiz de un polinomio p(x) de grado n, entonces podemos escribir p(x) =
(x — A) q(z) donde ¢g(x) es un polinomio de grado n — 1.

Dado un polinomio p(z) de orden n, s6lo podemos encontrar n raices reales o complejas,
teniendo en cuenta la multiplicidad.

1.3.2. Busqueda de raices de un polinomio

Vamos a describir algunas propiedades ttiles de los polinomios que nos pueden simplificar
la biisqueda de raices de un polinomio.

» Dado un polinomio p(x) = a,z"+a, 12" +...+a1x+ag cuyos coeficientes ag, ay, . . ., a,
son nimeros enteros, si A = g es una raiz racional de p(x) se cumple que b es un divisor

de ag y a es un divisor de a,,.

= Dado un polinomio p(z) = Apx" +a,_ 12" . a4 ag cuyos coeficientes ag, ai, . . ., an
son numeros reales, si A = a + bi, con a,b € R, es una raiz compleja de p(z) entonces su
complejo conjugado, A = a — bi, también es una raiz de p(x).

= Si tenemos un polinomio p(z) = 2 — a? de grado 2, podemos escribirlo como el producto
de una suma por una diferencia de la forma p(z) = (z — a)(z + a)

= Si tenemos un polinomio p(x) = ax?+ bx + ¢ de grado 2, las dos raices de dicho polinomio

—b+Vb? — 4dac V= —b—Vb? — 4dac
2a 2 2a

seran de la forma \; =

= Todo polinomio p(x), con coeficientes reales, de grado impar tiene al menos una raiz real.

1.3.3. Factorizaciéon de un polinomio

Si A, A2, ..., A, son las n raices (iguales o distintas) de un polinomio de grado n, p(x) =
U™ + ap_ 12"+ ..+ a1x + ag, podemos escribir p(z) = a, (x — ) (x — Xg) ... (x — \,), en
cuyo caso diremos que hemos que hemos factorizado el polinomio p(z).

De forma reciproca, si tenemos un polinomio p(x) factorizado de la siguiente forma p(z) =
an (x — A1) (z — A2) ... (z — \,), podemos afirmar que las n raices de dicho polinomio de grado
n seran A, Ag, ..., A\,.
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1.3.4. Ejemplos

Vamos a ver varios ejemplos de biisqueda de raices y factorizaciéon de un polinomio.

» Sea py(z) = x* + 2z + 5, las raices de dicho polinomio serédn

)\:# V_16:_1j:22'

y por lo tanto podemos escribir

pi(z) = (x+1—20)(x + 1+ 2i0)

» Sea po(x) = x' — 81, podemos escribirlo, en primer lugar, como el producto de una
suma por una diferencia po(z) = (22 + 9)(2? — 9). El segundo de los factores también
podemos escribirlo como el producto de una suma por una diferencia, de modo que ps(z) =
(2% 4+ 9)(x + 3)(z — 3). Ahora buscamos las raices del primer factor, > +9 = 0 = x =
v/—9 = £34, por lo tanto,

pa(x) = (& — 3i)(x + 3i)(x + 3)(z — 3)
De este modo, las raices de po(x) son £3i, £3.

» Dado el polinomio p3(r) = 3z° — 2? — 3x + 1, como sus coeficientes son enteros, si tiene
raices racionales seran de la forma A = g con b divisor de 1 y a divisor de 3, por lo tanto, las
linicas raices racionales posibles son +1, :I:%. Como se cumple que p3(1) = 0,p3(—=1) =0y
pg(%) = 0, tendremos que las tres raices de dicho polinomio seran \; = 1, \y = —1, A3 = %,
por lo tanto

pa(@) = 3(z — 1)z + 1) <x _ %)

» Dado el polinomio py(z) = 23 — 32? + 3z — 1, se puede comprobar que podemos escribirlo
factorizado de la siguiente forma

pale) = (&= 1)’

por lo que A =1 es la tnica raiz de dicho polinomio, pero con multiplicidad 3.
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1.4. Sucesiones'

1.4.1. Definiciéon

Una sucesion es una coleccion ordenada de nimeros, aq,ag, ..., ay, ... = {a,}>2,; (tratare-
mos Unicamente las sucesiones infinitas).

A veces existe una férmula general en funcion de n que permite definir el término n-ésimo ge-

) 123 n 1~ ) .

neral, por ejemplo, < =, =, —, ... > = . Sin embargo, en otros casos no hay expresion
2°'3'°4 n+1J _

general que defina el término n-ésimo, por ejemplo, {1,4,1,5,9,2,6,5,4,...}

1.4.2. Limite de una sucesion

Decimos que una sucesion {a,} converge hacia [ o tiene limite [, hm a, =1, si y soélo si

Ve > 03dn € N tal que Vm € N con m > n se tiene que |a,, — | < 5 Esto quiere decir que
podemos hacer que los términos a, se acerquen a [ tanto como queramos tomando un n lo
suficientemente grande.

1.5. Series'

1.5.1. Definiciéon

Dada una sucesion infinita {a,} podemos considerar la suma parcial de sus términos, defi-
n

niendo Sl = aq, Sg = —|—CL2, ooy Sn = E Q;.
i=1
Llamaremos serie infinita o simplemente serie a la suma de los infinitos términos de una

[ee]

sucesion E ay - A veces el limite de la suma anterior existe y es finito, en cuyo caso diremos
n=0

que la serie converge y su suma es S = lim 5,,. En caso contrario, diremos que la serie diverge.

n— o0

TEl contenido de esta seccién es material complementario
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flarh) | /0 f()
Z X

f(a) 7 %FV’

a a+h

Figura 1.3: Cdlculo de la recta tangente a una funcion en un punto

1.6. Derivadas

1.6.1. Definiciones

Recta tangente a una funcién: La tangente a una funcioén f(x) se obtiene calculando la
recta que pasa por dos puntos de la funcion P(a, f(a)) y Q(a+ h, f(a + h)) y haciendo que Q)
tienda a P (Fig. 1.3).

La pendiente de la recta tangente sera, por lo tanto

lim
h—0

fla+h) - fla)
h

Derivada de una funcién en un punto: La derivada de una funcion f(z) en un punto a es
la pendiente de la recta tangente a dicha funcién en el punto z = a.

flath) = fa) _ . @)= f)

h—0 h z—a T —a

Por lo tanto, decimos que una funciéon f(z) es derivable en un punto a si podemos definir la
recta tangente a dicha funcion en ese punto y su pendiente no es oco.
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1.6.2. Tabla para el calculo de la derivada de las principales funciones
U@ o) =T £ 7 (@) = 1) F| +o)- LI
df dg
i(f(w))zg(x)'%‘f(x)'%x e
da \ g(z) (g(x))? dx \ f(x) del, (f(x))*
d o dg
o (f (g(x))) = i - I (Regla de la cadena)
d 1@ _ o) (99 o 9@ df
7 (0@r?) = oy (2] muen+ 434 )
d P _ df d/.a_ a—1 d @ . a—l.ﬁ
Ta=0 Fee=a- gl | L = ey Z|
d . . d . . d 1 . 1
%(e)—e %(a)—a Ina %(lnx)—; _x(IOgaI)_xlna
T e (@) = e (@) - | S W) =7 |
o o | o o
. (sinz) = cosx e (arcsinz) = NierART (cosz) = —sinx . (arccos ) = T
d 9 d 1 d 9 d , -
i (tg ©) = sec’ x g (arctanz) = T2 | @ (ctgx) = —cosec’x e (arcetg ) = e

Notacion: a es una constante, f(x) y g(z) son funciones derivables.
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1.6.3. Aplicaciones de la derivada
Maximos y minimos locales de una funcién
Se dice que un punto = del dominio de una funcion f(x) es un mdzimo local de f en el

dominio, si existe algun ¢ > 0 tal que f(x) > f(y) para todo y € (x — 0,z + 9).

De igual manera decimos que x es un minimo local de f en el dominio si existe algin § > 0
tal que f(x) < f(y) para todo y € (x — 0,z +9).

Si una funcion f(z) estd definida en un intervalo (a,b) y tiene un maximo o un minimo
local en x € (a,b) y f es derivable en x, entonces se cumple que f'(x) = 0. Ademaés, si
f"(x) < 0 entonces x es un maximo local y si f”(z) > 0 entonces x es un minimo local, siendo

oo d (A _ &
f”*%(%)—w

Crecimiento y decrecimiento de una funcién en un intervalo

Se dice que una funcion f es creciente sobre un intervalo si f(a) < f(b) siempre que a y b
sean dos puntos del intervalo y a < b. De forma equivalente se dice que f es decreciente sobre
un intervalo si f(a) > f(b) siempre que a y b sean dos puntos del intervalo y a < b.

Si f(z) es derivable en todos los puntos de un intervalo y f’(z) > 0 para todo z de dicho
intervalo, entonces f es creciente en el intervalo.

Si f(x) es derivable en todos los puntos de un intervalo y f’(x) < 0 para todo z de dicho
intervalo, entonces f es decreciente en el intervalo.

Aproximacion mediante funciones polinémicas: Series de Taylor

Supongamos que tenemos una funcién f(z) continua en un entorno de a e infinitamente
derivable en x = a. Sabemos que en un punto x cercano a a, la funcién se puede aproximar por
su recta tangente, de modo que f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) + R(x), con R(x) pequenio. También
podriamos aproximar f(x) por una funcién polinomica del grado que quisieramos y, de forma
més general, si podemos expresar f(x) como una serie de potencias infinita

f(x)=co+ca(r—a)+c(r—a)l+c(z—a)+...= ch(x—a)"

decimos que f(x) es una funcion analitica en el punto a.
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El calculo de los coeficiente ¢,, se puede realizar facilmente derivando sucesivamente la expre-

[ee]
1 dr
sion f(z) = E cn(x — a)" y evaluandola en = a. De esta forma se obtiene que ¢,, = — 7
— n! dx™|,_,

Por lo tanto,

(r—a)"

r=a

4 1 " 2 1 " 3 S 1 dnf
f(x):f(a)+f(a)(z—a)+if (a)(x—a) +§f (a)(x—a) +...:Zm T

n=0
La expresion obtenida anteriormente se denomina serie de Taylor de la funcion f(x) en torno
al punto x = a.

Ejemplos:

= La serie de Taylor de f(x) = €” en torno a z =0 es

1.2 3 Ool.n
e :1+g:+§+§+...:z%H

= Para las funciones trigonométricas cos x y sin z, los desarrollos de Taylor en torno al punto

x = (0 son: )
2t
cosx:1—§+z+...
) 3t
smx:x—gjtg—l—...
Por lo tanto, teniendo en cuenta que i = —1 y considerando los desarrollos de Taylor

anteriormente expuestos, se puede ver que e'® = cosx + isin x

1.7. Integrales

1.7.1. Definiciones
Integral indefinida

En la seccion anterior hemos definido la derivada f’(z) de una funcion f(x). De igual manera
podemos definir la antiderivada o primitiva de una funcion F'(z), de modo que la antiderivada
de f(x) seran aquellas funciones F'(z) que cumplan que F'(x) = f(x). La forma de expresar el
calculo de la antiderivada serd mediante la integral indefinida de f(x)

/f(:)s)dx:F(x)—l—C

donde C es una constante.
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Figura 1.4: Representacion de la integral definida de una funcion f(x) en un intervalo [a, 0]

Integral definida

Dada una funcién f(x) continua en un intervalo [a,b], con f(z) > 0 en dicho intervalo,

puede interesarnos calcular el drea encerrada en un intervalo entre la funcion y el eje de abcisas
(Fig. 1.4)

Se puede demostrar que si F'(z) es una antiderivada de f(z), o sea, F'(z) = f(x), se cumple
que:

/ f(z)dz = F(b) — F(a) (Regla de Barrow)

Observaciones:

» Si calculamos la integral de f(x) en un intervalo [a, b] en el cual f(z) < 0, tendremos que

b
/ f(z)dx < 0y representara el area encerrada entre el eje de abcisas y la funcion f(z)

en el intervalo [a, b] con signo negativo.

= Si f(z) es una funciéon que es continua en un intervalo [a,b] y es positiva en una region
del intervalo y negativa en otra, encerrard un area Sy por encima del eje de abcisas
y un area S_ por debajo del eje de abcisas y, en este caso, la integral de f(x) sera

/bf(x) dr =S5, — S_ (Fig. 1.5)
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b
J f(x) dx=S; -S
b
a &

Figura 1.5: Integral definida de una funcion f(x) en un intervalo [a, b]

f(x)

= Dado que integrar es sumar (el area encerrada por una curva) podemos separar la integral
entre a y b en suma de integrales.

/abf(:)s)da::/acf(a:)dx+/cbf(x)da7

= Si cambiamos los limites de integracién en una integral definida, cambia el signo de la

integral. .
de = — d
/a d (x) ! /b d (x) !

1.7.2. Meétodos de integraciéon

En esta seccion enumeraremos los principales métodos de integracion. Con ello no se preten-
de hacer un listado exhaustivo de todos los procedimientos existentes, sino resumir brevemente
aquellos métodos mas basicos. Para un conocimiento més completo del tema se debera recurrir
a la bibliografia adecuada.

Integracion directa

Hay veces que el calculo de la integral se puede realizar de forma inmediata, ya que podemos
identificar el integrando como la derivada de alguna funcién conocida. Es este caso tenemos
que:

I= /f’(m) dr = f(x)+C donde C es una constante
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Ejemplos:
" /exdx:eijC

" /sinxdmz—cosx+0
3
n /x2dx:%+0

Integraciéon mediante cambio de variable

En determinadas ocasiones, un cambio de variable en el calculo de la integral puede sim-
plificar la expresion del integrando y con ello facilitar los calculos. Es ttil, por ejemplo, en
integrales del tipo

f:/j@@»¢@Mx

dt
podemos definir g(z) =t y entonces tendremos que ¢'(x) = ying ¢'(x) dx = dt, por lo tanto
x

1= [ fole) dta)dn = [ 0 at
Eremplos:
s [ = /sim3 x cos z dxr podemos definir sin x =t = cosx dx = dt, por lo tanto

t4 4
I:/sinsxcosxd:c:/t‘gdt:Z+C’:Cozx+C

1 dt
. / de, podemos definir la nueva variable t = % + 2z = (v + 1) dr = —. Asf ten-
2 + 22 2
a1

dt
5 1 1
remos que /t 51 7 2nt+C’ 2n(x+ x)+C’

Integraciéon por partes

El método de integracion por partes permite, partiendo de una expresion que no sabemos
integrar, obtener otra integral cuya resolucion resulta méas sencilla. Se basa en la regla de
derivacion de un producto:

f'()g(x) + 4'(x) f(x)

=
8
—
=
8
~—
2
8
~—
~—
|
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Por lo tanto, integrando la expresion anterior tendremos:

f(@)g(x) = / F'() g(x) d + / §(2) f(z) dz =

/ F(@) g(x) do = f(x)g(x) - / ¢(z) f(z) de

Para recordar la formula mas facilmente podemos definir f(z) = u y ¢'(x) dx = dv, por lo que

tendremos /udv =uv— /vdu

Ejemplos:
n [ = /xex dz, definimos u = x = du = dx y dv = e*dx = v = ¢€*, por lo tanto

I:xe””—/emdx:a:e””—em+02(x—l)em+0

1
n [ = /lnxdar, en este caso definimos v =Ilnx = du= —dx y dv=dr = v =z, por lo
x

tanto
I:xlnx—/d:c:xlnm—x+C:x(lnx—1)+C

Integracion de funciones racionales

p(x) de.

En esta secciéon vamos a resumir como integrar cocientes de polinomios de la forma / ﬁ x

En primer lugar, debemos asegurarnos que el grado del polinomio del numerador sqeax me-
nor que el del denominador, gr (p(z)) < gr (¢(z)). En caso de que no sea asi y tengamos que
gr (p(z)) > gr (¢q(x)), realizaremos el cociente de modo que podemos escribir ]% =c(z) + %,
siendo ¢(x) el polinomio cociente y 7(z) el polinomio resto, por lo que gr (r%x?) <gr (q(x)%x

3 22_1 2 3 32
:/H—xdas:/<x2—l—3x+3+—1> dx:%+%+3x+2ln(x—1)+0
x_

Una vez tengamos un cociente de polinomios en el cual el grado del denominador sea menor
que el grado del numerador, descomponemos el cociente de polinomios en fracciones simples e
integramos.
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La forma en la que se realiza la descomposiciéon en fracciones simples de un cociente de
polinomios depende de las raices del polinomio del denominador ¢(z).

Descomposicion en fracciones simples:

Supongamos que queremos calcular [ = / ]%dx y que el grado del polinomio del deno-
q(x
minador es gr (¢(x)) =n > gr (p(x))
» ¢(x) tiene n raices reales distintas: Supongamos que Aj, Ag, ..., \, son raices reales

de ¢(x), entonces podremos escribir

]:/%dxz/(x )@ _p(i))...@_ S :/<x il)\l * xiz)\g Tt min)\n) de

=1I=aIn(x—X\)+alnlxr—XA)+ - +a,In(x—\,) +C

donde aq, ao, ..., a, son constantes.

Ejemplo:

I—/ dx _/ dx
) 22430 +2 ) (z+1)(z+2)

1 a b a(x +2) +b(x +1) ,
— = lo tant lando 1
Como CES ) a?+1+a?+2 G +2) , por lo tanto, igualando los
numeradores
- - a+b=0 a=1
l=alz+2)+bzx+1)=(a+bz+ (2a+0) = 2a+b:1} b:—l}

1 1 1
Asi tendremos que [ = | —— dx — / ——dr=1n Tl +C
r+1 T+ 2 T+ 2

» ¢(x) tiene m raices reales distintas con multiplicidades n,ns,...,n,, cumplién-
dose que n = n; + ny + -+ + n,,: Supongamos que A, Ao, ..., A, son raices reales de
q(x) con multiplicidades ny,ns, . .., n,, respectivamente. Podemos escribir:

! :/ %d‘r :/ @— )" (@ — i(;? P T :/(xcinxl & ilily o

a'lnl a1 a2n2 am1 amnm
—'— —|— +~-.+7—|—-.-+ +"'+7 d :>
(x =)™ x— )y (x — Ag)m2 T — A (x — )\m)"m) ’
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a12 13 A1n,

I —auIn(z—X\)— _ N ety In(z—A,,)—
T N I (e ey W
Am2 Amn

o dm2 m C

P (o — D) — A1 T

donde los a;; son constantes.

Ejemplo:

I / dx _ / dx
23 + 522 + 8z + 4 (z+2)%(z+1)
Descomponemos en fracciones simples:
1 a b ¢ alz+1)+blx+1)(x+2)+clx+2)?

@t2 (@+l) @t2? zr2 z+l @122 (@t 1)

Y

por lo tanto

l=a(x+1)+bxz+1)(z+2)+clz+2)?=(b+c)2®+ (a+ 3b+4c)x + (a + 20+ 4¢) =

b+c=0 a=—1
= a+3b+4c=0 b=-1
a+2b+4c=1 c=1

Asi, la integral I sera:

7 / dz / dx +/ dz 1 . r+1 LC
= — —_ = n
(r + 2)? x4+ 2 r+1 z+2 x4+ 2
= g(z) tiene alguna raiz compleja: Si ¢(x) es un polinomio con coeficientes reales y
A = a + fi es una raiz de ¢(x), entonces A = o« — i también es raiz de g(x).

n este caso, vamos a centrarnos en primer lugar en el caso en que las raices comple-
En est , t 1 1 1 1
jas sean ¢ y —i, con multiplicidad 1. Por lo tanto, si factorizamos ¢(z) obtendremos

q(x) = q(x)(2? + 1) y, asi, la integral [ = /de la podremos escribir de la siguiente

q(z)

forma:
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1= [ [ () = 5

pl(f) b 2
:>I:/ dr + aarctg(r) + =In (z“ + 1
q1(x) g( ) 2 ( )

Vamos a ver un ejemplo de este caso.

Ejemplo:

T x
I = dr = d
/x?’—aﬂ%—x—lm /(932+1)(x—1)x

T T a+ bx

C

da:+a/

(a+bx)(x—1)+c(z? +1)

dx +b/ T dx N
+1 2 +1

12

Como —

x3—x2+x—1:(m2+1)(x—1) 22+1  z—1

por lo tanto,

(2 4+ 1)(z —1)

b+c=0

r=(a+br)(x—1)+c(z*+1)=0b+ec)2®+(a—bx+(—a+c)= a—b=1

a =

N[ =

1
2
1
2

Asi que la integral I seré:

2l 2211 2/ 21T =12

rrespondiente sumando de la descomposicion en fracciones simples seria

(x

_a)

ar +b

CRWTE por lo que la integral a resolver seria:

ar +b

/@mﬁﬁm“é/<

r—

B

2
)+

dx

—a+c=0

ar +b

1 d 1 1 d 1 1 1
I:—/ ‘ ——/ T g +—/ ’ :—arctan(a?)—Zln(x2+1)+§ln(x—1)—|—0

Para un caso general con raices complejas A = a+ i y A = a — (i tendriamos que el co-

22 —2ar + a2+ 52

Y
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Haciendo el cambio de variable e t = x = ft+ a = dr = [dt tendremos:

B

1 a(ﬁt‘i‘a)"_b t b+ aa dt a 9 b+ ax
=% =51 Pi= — Zin(rP+1 ¢
52/ e a/ Fr1TT g e g T arctan()+C

Deshaciendo el cambio de variable tendremos:

— o)? 2 —
I:gln<(x o) +B)—|—b+aaarctan<x a)+C

2 B 5 B
Eremplo:
Supongamos que la integral a resolver es [ = / #dx, que tiene como raices del
22+ 2x + 2
polinomio del denominador A\ = —1 4 7, tendremos:
x x r+1-1 r+1
I=| g=—dt=| —/— g o= | ———dv= | ——5——du—
/:c2+2:c2+2 ’ /(:c+1)2+1 ’ /(:c+1)2+1 ’ /(:c+1)2+1 .
dz 1 9

1
I= 3 In(2? + 2z + 2) + arctan(z + 1) + C
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Capitulo 2

Matrices y Determinantes. Sistemas de Ecua-
ciones Lineales
Ideas generales

2.1. Introduccion

En los dos proximos temas vamos a recordar algunos conceptos basicos sobre matrices y
sistemas de ecuaciones lineales que necesitaremos para resolver modelos discretos y continuos
que describiran el comportamiento de algunos ecosistemas y sistemas biologicos (capitulos 7-10).

2.2. Matrices

2.2.1. Definiciones

= Llamamos matriz de orden o dimension m X n sobre el cuerpo conmutativo (R,+,-) a
todo conjunto de m x n elementos de R dispuestos en m filas y n columnas.

a1 Aip
A= D = (ij)ym

Am1  * Qmn

donde a;; sera el elemento de la fila ¢ y de la columna j. Denotaremos el conjunto de las
matrices m X n por M,xn, (R).

= Diremos que una matriz es rectangular si n # m y diremos que es cuadrada si n = m, es
decir, tiene el mismo ntmero de filas que de columnas.

= Diremos que es una matriz fila si m = 1, y una matriz columna si n = 1.

31
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» Dada una matriz cuadrada A € M, «, (R), su diagonal principal es el conjunto de los
elementos de la forma (a;;) donde i = 1,2, ..., n.

s Llamaremos traza de una matriz de una matriz cuadrada a la suma de los elementos de
la diagonal principal:
Traza (A) = Qi1 + a2 + -+ Qnp

Ejemplo:

1 4 1 -9
3 8 4 5

A= 5 .3 o0 1| Traza(A) =12
-2 5 -4 3

2.2.2. Matrices Cuadradas

Diremos que una matriz cuadrada es:

= Diagonal cuando los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todos nulos.

a; 0O 0
0 ag
D=1 0 o0

Ejemplo:

» Triangular superior (respectivamente triangular inferior) cuando todos los elementos
situados por debajo (respectivamente por encima) de la diagonal principal son todos nulos:

a1y iy - a1 a, 0 - 0
0 ag : 21 A22

Tsup = o 0 . : » Tinf = | azi ag
: : Gp—1n—1 An—1n (p—1n—1 0

0 0 e 0 QAnn ap1 Gp2 - 0 Anp
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Ejemplo

2 35 2 00
Toup=| 0 -1 4 |, Tye=| 4 -1 0
0 0 4 -9 78

= Simétrica cuando coinciden los elementos situados simétricamente respecto a la diagonal
principal:
aij = aj; para todo i,j =1,2,.....n

Ejemplo:

= Antisimétrica cuando los elementos situados simétricamente respecto a la diagonal prin-
cipal son opuestos:
a;j = —aj; para todo i, =1,2,.....n
en consecuencia, los elementos de la diagonal principal de una matriz antisimétrica son
todos nulos.

Ejemplo:
0 35
A= -3 0 4
-5 —4 0

= La matriz compuesta por unos en su diagonal principal y ceros en el resto la denomina-
remos matriz unidad:

2.2.3. Operaciones con Matrices
Igualdad de matrices, suma de matrices y producto por un escalar

= Diremos que las matrices A, B € M,,x, (R) son iguales si

a;j = bij paratodo:=1,2,...m ,7=1,2,...n
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» Dadas dos matrices A, B € M,,,«,, (R), definimos la suma de A+ B como aquella matriz
C cuyos elementos son de la forma

Cij = Qg5 + bij para todo i = ]_,2, ., ,j = 1, 2, e,

Ejemplo:

2 4 -1 2 4 =8 4 8 =9
0O -2 3 |+(9 3 -3 |= 91 0
-4 2 2 1 -2 =5 -3 0 =3

= Definimos el producto de una matriz A € M, (R) por un escalar A € R como la matriz
resultante de multiplicar cada elemento de A por el escalar A

A A= ()\aij>m,n
Ejemplo:
2 4 -1 6 12 -3
3 0 -2 3 |= 0 -6 9
-4 2 2 -12 6 6

Producto de matrices

Dadas dos matrices A € M,,u, (R) y B € M, (R), definimos el producto matricial de
A - B como a la matriz C' € M,,x, (R) de manera que el elemento ¢;; de C es el la suma del
producto de los elementos de la fila ¢ de A con los elementos de la columna j de B.

Cij = apnbij + aigbaj + - - + Ainby;

iOjo! El producto de matrices rectangulares no es conmutativo, e incluso cuando las matrices
son cuadradas el producto no tiene por qué ser conmutativo.

Ejemplo:

A4 B C aA+bD aB+bE aC +bF
(D 5 F): cA+dD ¢B+dE cC+dF
eA+ fD eB+ fE eC+ fF

o o
~

2 3 _}(1)1_3_811—3—4
5 5 5 3 “\14 20 -1 10
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2.2.4. Matriz transpuesta

Dada una matriz A € M,,«, (R) definimos la matriz transpuesta como aquella que se
obtiene intercambiando las filas de la matriz A por sus columnas, y la denotamos por A’ €
Mixm (R)

Ejemplo:

78 —1 70 -8
A= 02 1], 4= 8 2 2
-8 2 2 11 2

Propiedades de la matriz traspuesta

s (AN = A
= (A+B) = A+ B!
n (M) = \A

= (A-B)' =B A

Sea A una matriz cuadrada entonces A+ A’ y A A! son simétricas y A— A es antisimétrica.

Toda matriz simétrica se puede descomponer de forma tnica como suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica de modo tnico:

A:%(A+At+A—At):%(A+At)+%(A—At)

2.3. Sistemas de Ecuaciones Lineales

2.3.1. Definicién

Llamaremos sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas a un sistema de la forma

a11T1 -+ 199 + -+ ATy — b1

Am1T1 + QpmaZs + -+ + Qpp Ty = bm
que escrito de forma matricial, con la definicion dada de producto de matrices, equivale a

aiy - Qip o by

Qm1 Amn T, bm
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o abreviadamente AX = B, siendo

ai; - Qi

A= e matriz de coeficientes
Ui G
T

X = : vector de incognitas
T
b

B = : vector de términos independientes
bim

Ejemplo:
r1+4r9+23—924 = 0

—51’1 — 35(72 + x4
35(71 + 83)2 + 42153 -+ 52154 = 3

|
o

1 41 —9 il 0

3 8 4 5 ;:0

-5 -3 0 1 3 3
Ty

La resolucién de un sistema consiste en averiguar si, dadas las matrices A y B, existe un
vector solucion tal que AX = B y, en caso afirmativo, si este vector es tnico. Por tanto,
podemos clasificar los sistemas lineales segtn el siguiente criterio:

» Sistema incompatible, si carece de solucion.
= Sistema compatible determinado, si existe solucion y esta es tnica.

» Sistema compatible indeterminado, si existe mas de una solucion.

2.3.2. Propiedades de la equivalencia de sistemas de ecuaciones linea-
les

Dos sistemas se dicen equivalentes si sus conjuntos de soluciones coinciden. En relaciéon con
esta definicion se pueden demostrar las siguientes propiedades de los sistemas lineales:

1. Si multiplicamos cualquiera de las ecuaciones de un sistema lineal por un escalar distinto
de 0, obtenemos otro sistema equivalente.
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2. Si se intercambia la posicion de dos ecuaciones, el sistema resultante es equivalente.

3. Si a una ecuacién se le suma otra multiplicada por un ntamero real cualquiera, el sistema
resultante es equivalente.

Como consecuencia de estas propiedades, si observamos que una ecuaciéon es combinacion lineal
de cierto ntiimero de ecuaciones del sistema, al suprimir esa ecuaciéon obtendremos un sistema
equivalente, ya que al restar a dicha ecuacion la combinacion lineal obtendriamos una ecuacion
nula. Si no es posible obtener una ecuacién como combinacién lineal de otras, diremos que
dichas ecuaciones son linealmente independientes.

2.3.3. Resolucion de sistemas lineales

Nos vamos a centrar ahora en cémo se simplifica y resuelve un sistema lineal de la forma
AX = B. Para ello primero nos ocuparemos del problema de la existencia o no de solucion del
sistema.

Definimos la matriz ampliada del sistema como la matriz formada por la matriz de coeficien-
tes a la que se ha anadido una columna adicional a la derecha formada por la matriz columna
de términos independientes. De modo que dicha matriz ampliada seria de la siguiente manera:

11 - Qin by
M=(A[B)=

Am1  ° Qmn bm

Resoluciéon de sistemas lineales: Método de Gauss-Jordan

Basandose en las propiedades de equivalencia para los sistemas de ecuaciones lineales ante-
riores, vamos a formular el sistema de resolucién de ecuaciones de Gauss-Jordan, llamado asi
en honor a Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan, que fueron los primeros en establecer el
algoritmo que permite no sélo resolver estos sistemas, sino, al mismo tiempo, conocer si son
compatibles determinados, indeterminados, o incompatibles . Dicho algoritmo consiste, senci-
llamente, en buscar una secuencia de operaciones elementales a través de las filas que reduzcan
la matriz ampliada M = (A | B) a una forma triangular, o en el mejor caso diagonal.

Supongamos un sistema de tres ecuaciones, segiin hemos mencionado anteriormente, a través
de ecuaciones elementales podemos transformar la matriz M = (A | B) en una matriz triangular
donde nos podemos encontrar los tres casos siguientes:

IPara ser precisos, es necesario reconocer que el método de eliminaciéon de Gauss fue descrito y propuesto
por primera vez en China en el siglo II a.C. en el libro titulado Los nueve capitulos sobre el arte matemdtico
(Jit zhang suan shu)
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Matriz escalonada Matriz escalonada
de la matriz de coeficientes de la matriz ampliada
/ / ! ! !
1 %2 i3 1 @2 i3 b/l Sistema compatible
. / /
Ejemplo A 0 1 o 0 1 oay by determinad
/ eterminado
0 0 1 0O O 1 by
! ! ! ! ! ! !
I ay, a3 ay I ay, a3 ay by . .
. 7 7 7 7 ’ Sistema compatible
Ejemplo B 0 1 ayy ay 0 1 agyg a9y | by . ‘
7 7 b/ indeterminado
0 0 1 sy 0 0 1 ayy 3
/ / / / / / !
1 apy Qg Ay 1 ap, ayz Ay b/l
Ejemplo C 0 1 Aoz Qoy 0 1 Aoz Qoy b? Sistema incompatible
0 0 0 0 0 0 0 0 by

En un sistema compatible determinado el ntimero de filas linealmente independientes de
la matriz de coeficientes es igual al nimero de filas linealmente independentes de la matriz
ampliada y coincide con el nimero de incognitas del sistema (ejemplo A).

En un sistema compatible indeterminado, aunque el ntmero de filas linealmente indepen-
dientes en la matriz de coeficientes y en la matriz ampliada es el mismo, este es menor que el
numero de incognitas (ejemplo B).

Por ultimo, en un sistema incompatible el ntmero de filas linealmente independientes de la
matriz de coeficientes es menor que el niimero de filas linealmente independientes de la matriz
ampliada (ejemplo C).

Posteriormente a la obtencion de la matriz escalonada, se puede continuar el procedimiento
de resolucion del sistema, intentando, de nuevo mediante operaciones elementales, la diagonali-
zacion de la matriz ampliada o de la obtencion del mayor ntimero posible de elementos nulos por
encima la diagonal principal de la matriz de coeficientes. De este modo, en cada fila apareceria
una expresion sencilla que permitiria obtener la solucion del sistema. Por ejemplo, las matrices
de los ejemplos anteriores quedarian de la siguiente forma:
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Matriz simplificada Matriz simplificada
de la matriz de coeficientes de la matriz ampliada
1 00 1 (0 (0 | b . .
Ejemplo A 0 1 0 0 1 0 bg dlst emé C:npa e
O 0 1 O O 1 bg eterminado
1 0 0 a 1 0 (0 df, | b . .
Ejemplo B 0 1 Uy 0 1 0 ay | b _‘Z etma forr;pa‘ ‘
0 0 1 ag 0 0 |1 ay | b
L0 allls a/1l4 10 a/1/3 a/1/4 blll
Ejemplo C 0 1 agg ag4 0 1 CL;?’ CL;4 blzl Sistema incompatible
000 0 0 0 0 O by

Ejemplos:

Sistema compatible determinado:

r+2y+z=4
rT+3y+2=95
2e+y+z=4

Escribimos la matriz ampliada del sistema y realizamos operaciones elementales para obte-
ner, en primer lugar, una matriz escalonada. Para ello, empezamos utilizando la primera fila
para hacer ceros en la primera columna por debajo de la primera fila. Posteriormente utilizamos
el segundo elemento de la segunda fila para hacer ceros en la segunda columna y por debajo
de la segunda fila. Si hubiese més filas continuariamos con el mismo procedimiento en las si-
guientes columnas. Por dltimo, una vez obtenida la matriz escalonada, realizamos operaciones
elementales para hacer unos en la diagonal principal:

1 1|4 1 2 1 12 1 | 4
1 105 )20 1 o 1| BB o1 o0 1
9 114 ) B2 Lo =3 -1 | -4 00 —1 | —1

Una vez obtenida la matriz escalonada con unos en la diagonal, continuamos el procedi-
miento haciendo ceros por encima de la diagonal principal. Para ello, empezamos utilizando la
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ultima fila de las la matriz de coeficientes para hacer ceros en las primeras filas de la dltima
columna de la matriz de coeficientes. Posteriormente utilizaremos la pentltima fila para hacer
ceros en la peniltima columna por encima de la pentltima fila de la matriz de coeficientes, etc.

121 1203 10 (0|1
0101 )2 o101 )220 1 ¢!
00 1]1 0011 0 0 1|1

Una vez obtenida la matriz mas simplificada posible, tendremos la solucién del sistema
simplemente leyendo cada una de las filas y recordando que la primera columna representa
la primera incoégnita, la segunda columna la segunda incognita, etc., por lo que en este caso
tendremos:

10 0]1 =1
0101 |=|y=1
00 11 z=1

Sistema compatible indeterminado:

r+2y—32=0
20+ 5y —6z2=1
rT—y—3z=-3

Al igual que en el ejemplo anterior, el primer paso es escribir la matriz ampliada asociada
al sistema y realizar operaciones elementales para tratar de conseguir ceros por debajo de la
diagonal principal, o sea, utilizar el primer elemento de la primera fila para hacer ceros en la
primera columna por debajo de la primera fila, etc.

1 2 =310 1 2 =310 12 =310
2 5 —6 | 1 |22 10 1 0 1 B8 o1 0 |1
1 -1 -3 |-3) B®" \o -3 0 |=3 00 0 |0

Una vez conseguida la matriz escalonada, se procede a hacer ceros por encima de los unos
de la diagonal. Para ello se utiliza la fila que tiene el uno en la diagonal para realizar con ella
operaciones elementales en las filas superiores y obtener los ceros. Para que el procedimiento
sea eficiente hay que empezar por utilizando las filas inferiores, de modo que se van haciendo
ceros en las columnas de derecha a izquierda.

12 =310 1 (0 -3 | -2
01 0 |1 |22 109 1 o 1
00 0 |0 00 0 |0

Finalmente, se parametrizan las incognitas de las columnas que no contienen un escalén (en
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este caso es la tercera columna, que corresponde al a incognita z) y se leen las filas para obtener
la solucién del sistema

1 0 -3 | =2 r— 3= —2 r =3 —2
01 0 1 =4 y=1 =| y=1
00 O 0 =« Z =«

Sistema incompatible:

r+2y—32=2
20 +5y+62=1
r+y—3z=2

En primer lugar escribimos la matriz ampliada asociada al sistema. Mediante operaciones
elementales tratamos de escalonar la matriz de coeficientes, al igual que hemos hecho en los
casos anteriores.

1 2 =32 1 2 -3 2 12 -3 2
25 6 |1 |22 0 1 o3 |20 1 0 |-3
11 =3|2/) " Vo -1 0]=2 00 0 | -5

Llegados a este punto ya se puede ver que el sistema es incompatible puesto que la dltima
fila representa una igualdad que no es cierta 0 = —5, lo que significa que no existe solucion del
sistema propuesto.

Se puede comprobar que, en este ultimo caso, el nimero de escalones de la matriz de
coeficientes es menor que el nimero de escalones de la matriz ampliada, lo que indica que el
sistema es incompatible. En los sistemas compatibles, como son los dos ejemplos anteriores,
el numero de escalones de la matriz de coeficientes coincide con el ntimero de escalones de
la matriz ampliada. Lo que diferencia un sistema determinado de uno indeterminado es que
mientras en el primero el nimero de escalones es igual al nimero de incognitas que tiene el
sistema, en los sistemas indeterminados el niimero de escalones de la matriz es menor que el
numero de incognitas y el nimero de pardmetros libres que necesitaremos para expresar la
solucion se obtiene como la diferencia entre el niimero de incognitas y el nimero de escalones.

Resoluciéon de sistemas lineales: Regla de Cramer

Otro método de obtener las soluciones del sistema es a través de la regla de Cramer que
vamos a explicar a continuacion.

Veamos el caso particular de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
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€1

ar + by = e; a b
ez + dy = e }:><C d 62)comozal—bc;é()

Resolviendo por el método de Gauss llegamos a la siguiente matriz triangular:

a b e1
0 ad—bc | aey — ceq

De modo que, después de un pequeno calculo, llegamos a:

a €1
_aey—cep | € €2
Y= Tad —be a b
c d
€1 b
d€1 — b€2 €9 d
=
ad — be a b
c d
Donde hemos definido Z Z ' = ad — bc y lo denominaremos determinante de la matriz

a b .
A= . d ), o simplemente |A|

De igual modo se puede obtener la solucién para un sistema de n ecuaciones con n incognitas.
Generalizando, si definimos

apy o by oo an

Ap1 - bnz Qpn

la matriz resultante de cambiar en la matriz del sistema la columna i-ésima por la columna de
términos independientes, entonces

| Bi|
; = =1,2,..
‘TZ |A| Y Y ) 7n
donde |A|, |B;| son los determinantes de las matrices A y B, respectivamente. Si |A| = 0

entonces el sistema no seréd compatible.
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Cuando tenemos un sistema de ecuaciones en el cual el nimero de incognitas es igual al ni-
mero de ecuaciones entonces, el sistema seréd compatible determinado si y solo si el determinante
de la matriz del sistema es no nulo

Al #0

Veamos ahora como calcular el determinante de una matriz general de orden n.

2.4. Determinantes

2.4.1. Definiciones

Matriz adjunta asociada a un elemento: Dada una matriz cuadrada A € M, «, (R) se
denomina matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (i,j), es decir, que se encuentra
en la fila i y columna j, a la matriz que se obtiene eliminando la fila i y la columna j de
la matriz dada y se denota por A;;.

Ejemplo:

21 01 0 2

8§ —1 7 -1 78

8§ —1 7 -1 78
A31:<2 1)7 A32:(0 1)7 A33:<0 2)

Determinante de una matriz de orden 2: Dada una matriz cuadrada A € Mays (R) de-
finimos su determinante y lo denotaremos mediante |A| = det(A) como:

a b
v ()
det(A) = |A] = ‘C’ Z):ad—bc
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Determinante de una matriz de orden 3: Dada una matriz cuadrada A € Mj,3 (R)

11 a2 13
A= Q21 «A22 A23

31 dz2 (33
definimos su determinante mediante la féormula:

det(A) = |A| = a11 |A11]| — a12 |Ara] + a13 |Ass]

Determinante de una matriz de orden n: Dada una matriz cuadrada A € M., (R)

aix Qa2 - Aip

A1 Q22 -+ A2p
A= ]

Ap1 Ap2 - Qpp

definimos su determinante mediante la féormula:

det(A) = |A| = ai |A11| — Q12 |A12| + a13 |A13| + 4 (_1)1+n QA1n |A1n|

En la definicién que acabamos de dar desarrollamos el determinante a través de los ele-
mentos de la primera fila y el determinante de sus matrices adjuntas, pero se puede
desarrollar a través de los elementos de cualquier fila o columna y las matrices adjuntas

respectivas.
n n

det(A) = [A| =Y (=D)May; [Ai| = > (1) ai; |Ay]
j=1 i=1
2.4.2. Propiedades de los determinantes

1. Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es nulo.

2. Si B es una matriz que se obtiene a partir de una matriz A multiplicando por un niimero
real A € R una de sus filas o columnas se tiene que

|B| = AlA]

3. Si B es una matriz que se obtiene intercambiando dos filas o columnas de una matriz A
se tiene que

B =~ |4]
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4. Si B es una matriz que se obtiene a partir de una matriz A sumando un miltiplo de una
fila (o columna) a otra fila de A (o columna) se tiene

|B| = |A]

5. Si una matriz tiene dos filas iguales su determinantes es nulo.

6.
a1 a2 e Qin
|C| = Cle + bjl ajg + bjg cee CLjn + bjn =
an1 an2 Ann
ay;p Qi - Aip a1 Q2 -0 Qi
= |aj ajp - ap [+ b b - b
Ap1 Ap2 **° Qpp ap1 Ap2 - Apn
= [A]+|B]|

para 7 =1,2,....n.

7. El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de los elemen-
tos de su diagonal.

8. El determinante de toda matriz cuadrada coincide con el de su transpuesta
Al =47

9. El determinante de un producto de matrices cuadradas del mismo orden es el producto
de los determinantes

|AB| = |A]|B|

Con todas estas propiedades podemos ver que el célculo de un determinante se simplifica
si desarrollamos el determinante por una fila o columna que contenga el mayor ntimero de
ceros posible. Si una matriz no posee ningin elemento nulo es posible realizar operaciones
elementales, de manera que el determinante no cambie, pero que la nueva matriz posea varios
ceros en alguna de sus filas o columnas. Combinando operaciones elementales nos simplificara
el calculo del determinante de una matriz.

Si una matriz cuadrada tiene una fila (o una columna) que sea combinacion lineal de otras,
su determinante sera nulo.
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2.5. Matriz inversa

2.5.1. Resolucion de sistemas lineales: Calculo de la matriz inversa

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones, AX = B, en el cual el nimero de
incognitas es igual al nimero de ecuaciones y, ademas, el determinante de la matriz del sistema
es no nulo

Al #0

En este caso sabemos que tenemos un sistema compatible determinado y, por tanto, podemos
platearnos si existe una matriz A~!, que denominaremos matriz inversa de A, que nos permita
encontrar la soluciéon de sistema de modo que

X=A"'B
haciendo un paralelismo con lo que sucede en un sistema de una ecuacién con una incognita,

en el cual tenemos que ax =b = x =a~'b

2.5.2. Matriz inversa de un matriz cuadrada

Definicion: Dada una matriz A € My, (R) cuadrada se dice inversible, regular o no
singular, si existe una matriz A~ € M, (R) que verifica

A A=A 4A=1,

Si A no es inversible, se dice singular o no regular. A la matriz A~! se le llama matriz
inversa de A.

Teorema: Una matriz A € M,,x, (R) es inversible si y sdlo si su determinante no es nulo
Al #0
A continuacién vamos a ver varios métodos para el calculo de la matriz inversa.

2.5.3. CAculo de la matriz inversa

Calculo de la matriz inversa: Método de Gauss

Vamos a utilizar un ejemplo de una matriz de orden 2 para explicar el método de Gauss
para el calculo de la matriz inversa.
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Consideremos la matriz A = ( 9 3

11 .
), buscamos una matriz A~ = < j y ) tal que
A- A7t =T, por lo tanto

11 xy_102>x+z t+y \ _ (10
2 3 z t ) \ 01 2e+3z 3t+2y ) \ 0 1

Asi que tenemos dos sistemas de ecuaciones de dos incognitas:

r+z =1 y+t =0 cuyas matrices asociadas son L1 1 1170
20+32 =0 [¥ 2y+3t =1 [ 2 310 )Y\ 2 1
respectivamente.

Como se puede ver, ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes, soélo se diferen-
cian en los términos independientes. Si resolvemos estos sistemas mediante el método de Gauss,
las operaciones elementales que tenemos que hacer para obtener la matriz escalonada seran las

mismas:
1 1|1 Fg—_21>71 11 1 Fl_—I;Q 1 0 3 N r=3
2 310 01 | -2 01 | -2 z==2
11 0 Fy=2f 11 0 Fi=l 10 -1 N y=—1
2 3 1 01 1 0 1 1 t=1
1 3 —1
= A" = < 9 1 )

Por lo tanto, si combinamos los dos sistemas de ecuaciones, podemos resumir el procedimien-
to en que inicialmente tenemos (A |I) y mediante operaciones elementales obtenemos (I |A™1),
dando lugar a la matriz inversa de A.

Caculo de la matriz inversa: Método de los determinantes

Definiciones :

» El determinante |A;;|, de la matriz adjunta A;; asociada al elemento a;; es conocido
como el menor complementario del elemento a;;, para cada i,j = 1,2, ..., n.

» E] adjunto o cofactor del elemento a;; para cada 4,7 = 1,2, ...,n se define como
Cij = (=1)" | Ay

Matriz Adjunta: Definimos la matriz adjunta de una matriz cuadrada A € M, «, (R) a
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aquella formada de sustituir cada elemento a;; por su respectivo adjunto o cofactor

Cll C'12 t Cln
Adj(A)=| 2 77 °

Cnl Cn2 Crm

Matriz inversa: Cuando calculamos el producto A - (Adj (A))" obtenemos

Al 0 - 0
0 |A

A-(Adj (A =] . U = AL,
0 0 - |A

Por tanto, definimos la matriz inversa como:

1

Al =
Al

(Adj (A))'

es decir, la matriz inversa es la matriz adjunta transpuesta dividida por el determinante
de la matriz A.

2.5.4. Propiedades de la matriz inversa

1. Si Ay B € M, «, (R) son inversibles entonces

(AB) ' =pB7'A"!

2. Si A € M« (R) es inversible
1
A = —
A7 =13

2.6. Teorema de Rouche-Frobenius

A continuacién enunciaremos el teorema de Rouche-Frobenius que permite dar una forma-
lizacion matematica en el estudio de un sistema de ecuaciones lineales.
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2.6.1. Rango de una matriz

Definimos el rango de una matriz A € M, (R) como el orden de la mayor submatriz
cuadrada de la matriz A con determinante no nulo. De forma equivalente se puede definir el
rango como el mayor ntmero de filas (o columnas) linealmente independientes de la matriz A.

2.6.2. Propiedades del rango de una matriz

1.
2.

Si A € Myum (R) entonces rang(A) < min (n,m).

A € My (R) tiene rango méaximo si rang(A) = min (n, m).

. rang(A) = rang (A").

Si A € M« (R) y es invertible entonces rang(A) = n.

. En una matriz A € M, ., (R), si intercambiamos dos filas (respectivamente dos columnas)

de A, o multiplicamos una fila (respectivamente dos columnas) por un escalar no nulo, o,
le sumamos a una fila un multiplo de otra (respectivamente con columnas), entonces el
rango de la matriz resultante no varia.

2.6.3. Teorema de Rouché-Frobenius

Sea un sistema de ecuaciones lineales con n incégnitas, cuya matriz de coeficientes es A y
cuya matriz ampliada es A*, tendremos que:

1.

2.

El sistema es compatible si y solo si rang (A) = rang (A*). En este caso se distingue
entre:

a) Determinado (tiene solucion tnica) si rang (A) =n

b) Indeterminado (tiene infinitas soluciones) si rang (A) < n, con n — rang (A) para-
metros libres

El sistema es incompatible (no tiene solucion) si y solo si rang (A) < rang (A*)
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Capitulo 3

Espacios vectoriales. Aplicaciones Lineales
Conceptos esenciales para su aplicacién en el campo
de la Biologia

3.1. Introducciéon

En el presente capAtulo vamos a introducir los conceptos bésicos sobre espacios y subes-
pacios vectoriales, asi que como el concepto de base de un espacio vectorial y como realizar
cambios de base dentro de un mismo espacio vectorial. También explicaremos las aplicaciones
lineales entre espacios vectoriales iguales o distintos. Por tltimo, introduciremos el concepto de
diagonalizacion de un endomorfismo (aplicacion lineal dentro de un mismo espacio vectorial).

Estos conceptos se utilizaran en capAtulos posteriores en su aplicacion en el estudio de
sistemas bioldgicos de poblaciones.

3.2. Espacios vectoriales

3.2.1. Definiciones

Espacio Vectorial: Un conjunto V', cuyos elementos se denotan mediante u, v, 0, ..., se dice
que es un espacio vectorial sobre el cuerpo K (si K es R se dice que es un espacio vectorial
real y si K es C se dice que es un espacio vectorial complejo), si en él se han definido dos
operaciones:

= Suma, +: a cada par de elementos @ y ¥ de V' se le hace corresponder el elemento
u+ v de V', denominado suma de @ y v, y

= Producto por un escalar: a todo elemento « de V' y a todo elemento o de K se le
hace corresponder el elemento aw de V,

51
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que satisfacen las siguientes propiedades:

(S1) (Conmutativa) 4 + v = ¢+ @ para todo u, ¥ de V' .
(52) (Asociativa) @ + (¥ + W) = (4 + ¥)) + @ para todo u, ¥, W de V.
(53) (Elemento neutro) Existe un elemento de V, designado por 0 y denominado neutro,

tal que @+ 0 = @ para todo @ de V.

(S4) (Elemento opuesto) Para todo @ de V' existe un elemento, designado por —i y
denominado opuesto de #, tal que 4 + (—u) = 0.

(M1) 1u = u para todo @ de V, donde 1 denota el elemento unidad de K.
(M2) a(pti) = (af) @ para todo @ de V' y todo a, § de K.

(M3) (a+ 8) @ = at + B para todo @ de V' y todo «, 5 de K.

(M4) o

M4) o (i + ¥) = atl + av para todo @, U de V' y todo o de K
Cuando un conjunto V, con la operacion suma (V, +) satisface las propiedades (S1), (S2),
(53) y (54) se dice que es un grupo abeliano o conmutativo.

Dependencia e Independencia Lineal: Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K; un
numero n de vectores iy, Us, U3, ..., U, se dice que son linealmente dependientes si
existe n elementos oy, as, as, ..., a, € K, no todos nulos, tal que:

Oélﬁl —+ 042172 -+ Oégﬁg + ...+ Oénﬁn - 6 (31)

Si los vectores 1, U, U3, ..., U, no son linealmente dependientes, se dice que son lineal-
mente independientes (LI); por tanto, los vectores w7, Uy, s, ..., i, son LI si cualquier
igualdad como la que aparece en (3.1) implica que los elementos a1, ay, as, ..., @, € K son
todos nulos.

Ejemplo:
Considerar los vectores @ = (1,2,0),7 = (0,—1,1),4 = (1,0,2) € R3 y estudiar si son
linealmente dependientes o independientes:

o +y = 0 1 01]0
atl+ P+~ =0= 2a —f = 0;=12 —-10]0
B 42y = 0 0 12]0
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Tenemos que resolver un sistema homogéneo (esto es, con términos independientes nu-

1 01
los), asi que siempre sera compatible, pero como | 2 —1 0 | = 0, tenemos que el rango
0 1 2

de la matriz de coeficientes es menor que el nimero de incégnitas, por lo tanto sera un
sistema con infinitas soluciones. Esto quiere decir que es posible encontrar a;, 3, # 0 que
satisfagan que au + U + vy = 0 y, por lo tanto, los vectores @, ¥, @ seran linealmente
dependientes.

Se puede ver que el calculo de dependencia o independencia lineal de un conjunto de
n vectores {u1 = (uu, U21, ...,Uml), Uy = (ulg, U292, ...,Umg), ey Uy = (uln, Upy +-ns umn)} Se

U11 U12 .. Uin
. ) . Ug1 U2 ... U2p .
puede reducir al calculo del rango de la matriz A = . L . obtenida al
Umi Um2 -~ Umn

poner las componentes de los vectores como columnas. El rango de dicha matriz nos dara
el niimero de vectores linealmente independientes en nuestro conjunto inicial de vectores.

Combinacién lineal: Diremos que @ es combinacion lineal de iy, s, s, ..., U, Si existen aq, as, as, ...

elementos de K no todos nulos tales que:

U= 041171 + Oégﬁg + 043173 + ...+ Oénﬁn

3.2.2. Sistemas de generadores y bases

Sistema de generadores: Un conjunto finito de vectores {uy, s, us, ..., U} de un espacio
vectorial V' se dice que es un sistema de generadores de V si todo elemento de V' se
puede escribir como una combinacion lineal de los vectores w1, s, Us, ..., Uy.

Base de un espacio vectorial: Un conjunto finito de vectores {uy, i, U3, ..., Uy} se dice que
es una base de un espacio vectorial V' si se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. Los vectores 7y, i, Us, ..., U son linealmente independientes.

2. Todo elemento de V' es una combinacion lineal de los vectores w1, s, Us, ..., Uy.

Observar que cualquier base de V' es un sistema de generadores de V.

Proposicion: St V' es un espacio vectorial que posee una base con n elementos, entonces
n + 1 wvectores de V' son siempre linealmente dependientes. De manera mds general, en un
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espacio vectorial V' que posea una base con n elementos, entonces cualquier conjunto de m
vectores de V', con m > n, son linealmente dependientes.

Proposicion: Todas las bases de un mismo espacio vectorial V' poseen el mismo numero de
elementos.

Dimensién de un espacio vectorial: El nimero de elementos que posee una base cualquie-
ra de un espacio vectorial V' recibe el nombre de dimension de V', dim(V').

Coordenadas de un vector: Dado un vector ' de un espacio vectorial V' sobre K y dada una
base B = {4, Uy, Us, ..., U, } de dicho espacio vectorial, sabemos que ¥/ = at; + sty + ...+
iy, cOn aq, Qa, ..., a, € K. Dichos ntmeros a1, as, ..., o, se denominan componentes
o coordenadas de U en la base B, C[t]. Las componentes de un vector respecto de una
base son tnicas.

Base Canonica: La base canénica de un espacio vectorial R" viene dada por & = (1,0,0, ..., 0),
é, =(0,1,0,...,0), ..., & = (0,0,0,...,1). De forma similar se puede definir la base cano-
nica de cualquier espacio vectorial.

Considerar los vectores @; = (1,—1,0),dy = (1,1,1),d3 = (1,0,1) € R?® y analizar si
B = {1, i3} es una base de R3.

Para saber si B es una base de R3 tenemos que analizar si cualquier vector (z,v,z) €
R? se puede generar de forma tinica como combinacion lineal de ), U, y w3, de este modo
averiguaremos si estos vectores son sistema generador y si son linealmente independientes.

11 1| x
aty + Py + iz = (z,y,2) = | =1 1 0| vy
01 1| =
1 11
Como | —1 1 0 | # 0, tendremos que el rango de la matriz de coeficientes es 3, al igual que
011

el de la matriz ampliada y que el niimero de incégnitas. Por lo tanto el sistema sera compatible
determinado, lo que significa que cualquier vector (x,vy,z) € R? se escribira de forma tnica
como combinacion lineal de iy, iy y i3, por lo tanto B = {y, U, U3} sera una base de R3.
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3.2.3. Cambio de base

Supongamos que tenemos dos bases de un espacio vectorial V'

Bo = {é1,és,...,e,} (base canonica)

Bl - {ﬁl, ﬁg, ceey ﬁn}

Dado cualquier vector w € V lo podemos expresar como una combinacién lineal de cada

una de las bases:

— — — — /] — /] — /] —
161 + 98 + ... + x,€, = W = 2 Uy + xHtlsy + ... + 1,1, (3.2)

donde (xy,x,...,x,) son las coordenadas de w en la base Be y (2,2}, ...,x)) son las coor-

T
— . . — x2
denadas de W en la base Bi, y las denominaremos, respectivamente, Cp, W] = ) y
L
)
. ) . .
Cp, [W] = 7 |, escritas como matriz columna.
/
:'UTL

Sabemos ademés que, como los vectores de la base B; son elementos del espacio vectorial
V', se pueden expresar como combinacion lineal de los vectores de la base B¢:

ﬁl = u1151 + U12€2 + ...+ ulnf?n
ﬁg = u21€1 -+ u22é’2 + ...+ Ugngn
ﬁn = unlf?l + Unggg + ...+ unngn

donde los correspondientes {u;;}, con j = 1,...,n, son las coordenadas del vector 4; en la base
Usi1
. U2
Be, por lo tanto Cp,[t;] =
(277

Esto tltimo se puede expresar en forma matricial como:
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Uy Uy U2 ... Uip €1
U U1  U22 ... U2p €
e . . (3.3)
Up, Up1 Up2 Unpn €n
donde
U1 U2 Uin
U21 U292 U2,
U =
Up1 Up2 o Upp

por tanto, con (3.3) y usando las propiedades de las matrices transpuestas, tenemos que

31 €1
Uy €5 - t

: :U :> (u17u27 7un) = (617627 7€TL>U (3 4)
U, €n

Como la expresion (3.2) se puede escribir matricialmente como:

T x
-5 o - - o o ~ 2
(61,62,...,€n) . =W = (U1,U2,...,un)
T, T,
vemos que, usando (3.4), obtenemos
/
/
1’2 372
— — — — — — t
(617627 7en> = (617627 7€n) U .
/
T, z,
luego tenemos entonces que
T x)
/
— U (3.5)

Tn, x,
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M2
2 o
@1 - — 32
M2
le
M%ﬁ M%;C
VSN M2

Figura 3.1: Esquema de las matrices utilizadas en el cambio de base entre varias bases de un

espacio vectorial.

es decir, U' es la matriz que nos permite pasar coordenadas de la base B; a coordenadas de
la base canoénica Bg, por lo que la denominaremos matriz del cambio de base U' = Mgé y

escribiremos

Es decir, Mgé nos permite pasar de la base B; a la base candnica Bc. Se puede observar
que dicha matriz tiene como columnas las coordenadas de los vectores de la base B; en la base
canodnica. Asi, la columna i-ésima estara formada por las n coordenadas del vector 4; en la base

canonica.

De igual modo, la inversa de la matriz Mgé nos permitira pasar de la base B¢ a la base By,
de modo que tendremos (Mgé)_l = Mglc y, multiplicando la expresion (3.6) por la izquierda

por Mgf podremos escribir
O, [@] = Mg{ - Crs [] (3.7)

Supongamos ahora que tenemos dos bases ninguna de las cuales es la canonica.

Bl - {ﬁl, ﬁg, ceey ﬁn}

BQ = {171,’172, ...,Un}
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igual que anteriormente tenemos ahora la matriz M, gg que nos permite pasar de B; a la canénica

-1 . L.
Bey Mgf = (Mgé) que nos permite pasar de la canénica a la base Bs.

Supongamos que las coordenadas de un vector w en la base By son (2,2}, ...,x]) y que-
remos saber cuéles son sus coordenadas en la base By, (21,25, ...,2)). Por lo que hemos visto
anteriormente tenemos que, para pasar de la base By a la candnica, hay que multiplicar por

B :
My, de modo que:
Ly
x/
=l — B =1 __ B1 2
,

son las coordenadas de w en la base candnica. Ahora para pasar de la candnica a By tenemos
que multiplicar por Mgf:

Ty Ty
2! o
- 2 . Be - Be B - Bc By 2
OBQ ['LU] — . — ]\4132 N OBC [w] — ]\4132 N MBC N CBl [’LU] — MBQ N MBC .

Acabamos de probar de este modo que la matriz que permite pasar de coordenadas de B; a
coordenadas de By es Mg; = Mgf . Mgé.
Si queremos pasar de By a By es simplemente multiplicar por la inversa:

Ty Ty Ty
/ " 1"
xh x x
=1 _ Be B2 = Be B2 2 B2 2
CBl [w] — . — MBl : MBC : CB2 [w] — MBl . MBC . MBl .
x! x !

Ejemplo:
Consideremos las siguientes bases de R3, B; = {u; = (1,—1,0), 4, = (1,1,1), 43 = (1,0,1)}

y
By ={v) =(2,1,1),9, = (1,—1,0),75 = (3,1,1)}. Calcular la matriz de cambio de base de B,

a By y las coordenadas del vector « = (5,6, —2) en ambas bases.
Seguin hemos visto, tenemos que

Mg = | = y Mg =

O = =

—

[ s R

— = O
|

O = =

— = W
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-1
Ademés, sabemos que M, 521 = M, gf M, gé, por lo tanto tenemos que calcular M gf = (M gg)

-1

2 1 3 -1 -1 4
MES =11 -1 1 = 0 -1 1
1 01 1 1 -3
Por lo tanto,
-1 -1 4 111 0o 2 3
Mg =1 0 -1 1 -1 10 |=Ml={1 0 1
1 1 -3 011 0 -1 -2
Ahora vamos a calcular las coordenadas de w en las distintas bases.
5
Tenemos que Cp,, [W] = 6 |, asi que podemos calcular
-2
-1 -1 4 5 —19
C,[W] = MES - Cp.[if] = 0 -1 1 6 | = Cglw]=| -8
1 1 -3 -2 17

A partir de aqui, podemos obtener C, [i] sabiendo, por ejemplo, que C, [@] = Mg?-Cp, [].

Para ello necesitamos calcular Mgf
1

0o 2 3 11 2
ME—(MEHY =1 o 1| = 20 3
0 -1 -2 -1 0 -2
Entonces, tenemos que
11 2 —19 7
Cpli]=| 20 3 8 | = o= 13
-1 0 -2 17 —15
También podriamos haberlo calculado a partir de la expresion Cp, [Wf] = Mgf - Cp[w],

. ~1 )
calculando previamente M5¢ = (M B 1) entonces tendriamos que
B Bo ?

1

11 1\" 1 0 -1 1 0 -1 5
M= -110 = 1 1 -1 | =Cplu]= 11 —1 6 | =
011 -1 -1 2 -1 -1 2 —2
7
13
~15

3.2.4. Subespacios vectoriales

Un subespacio vectorial de un espacio vectorial V' es un subconjunto S de V', que a su
vez es un espacio vectorial con las operaciones definidas en V.
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Para demostrar que un subconjunto es un subespacio vectorial no es necesario comprobar
de nuevo que satisface todas las propiedades de espacio vectorial. En realidad, es suficiente
demostrar las dos condiciones siguientes:

1. Para todo @, v € S se cumple que @ + v € S.

2. Para todo o € K y para todo 4 € S se cumple que ai € S.

Estas dos condiciones son equivalentes a demostrar que para todo «, € K y para todo
yveSs
at+ pU e S.

Un subespacio vectorial lo podemos definir mediante una base que permite generar todos
los vectores de dicho subespacio o mediante unas ecuaciones que definen como son los vectores
que forma dicho subespacio.

Sea S un subespacio de R? generado por los vectores @, = (1,0,1) y @y = (2, 1,0). Encontrar
las ecuaciones que definen dicho subespacio.

Un vector cualquiera (z,y, z) que pertenezca a S tiene que poder construirse como combi-

1 2|z
nacion lineal de i y s, por lo tanto, (z,y,2) = «(1,0,1)+5(2,1,0)= | 0 1| y
1 0 2

Para que este sistema tenga solucion tiene que cumplirse que el rango de la matriz ampliada
sea igual al de la matriz de coeficientes, por lo tanto el rango de la matriz ampliada tiene que

1 2 z
ser 2, y eso se cumplirdasi | 0 1 y | =0= 2+ 2y —x = 0. Asi pues, podremos escribir
1 0 =

S = {(z,y,2) € R tal que z + 2y — v = 0}

Ejemplo:
Sea S un subespacio de R? definido por todos aquellos vectores (z,y, z) tales que z+y—2z =
0, encontrar una base de dicho subespacio.
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Como se tiene que cumplir que =+ y — 2z = 0, podemos parametrizar las soluciones de esta

r=—a+2p
ecuacion de modo que tenemos que ¢ y = «
z=pf

De este modo, un vector (z,y,z) € S lo escribiremos como (z,y,2) = a(—1,1,0) + 3(2,0,1),
lo que quiere decir que los vectores (—1,1,0) y (2,0,1) forman un sistema generador de Sy
ademas, como son linealmente independientes, seran una base de S:

Bs ={(-1,1,0),(2,0,1)}

3.3. Aplicaciones Lineales

3.3.1. Definicién: Aplicacién Lineal

Sean Vi y V5 dos espacios vectoriales, una aplicaciéon lineal f de V} a V5 es una aplicacion
f Vi — V, tal que:

1. f(u+v) = f(u) + f(¥) para todo u,v € V;

2. f(aw) = af(u) para todo o € R y para todo @ € V].

Las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales también son denominadas homomorfis-
mos.

Proposicion: Si f es una aplicacion lineal, es equivalente a decir que para todo o y € R
y para todo i,V € Vi se tiene que:

flai + 57) = af (@) + Bf (V).

3.3.2. Matriz asociada a una aplicacion lineal (en las bases candnicas)

Sean V; y V5 dos espacios vectoriales sobre el cuerpo de los ntimeros reales, R, cuyas dimen-
siones son dim(V;) = n y dim(V,) = m, y sea f : V} — V, una aplicacion lineal. Consideremos

=/

las bases canonicas de Vi, Bey = {€1, €s, ..., €}, y de Vi, Beo = {€], €5, ..., €

s CpJe
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La imagen de un vector de la base canénica de V; mediante la aplicacion f sera un vector
de V5, por lo tanto se podra poner como combinacion lineal de los vectores de la base canénica
de V5. Asi tendremos que la imagen de € sera f(é}):

f(éi) = &115{ + a21€2' + ...+ amlé;/n

y analogamente:
— —/ —/ —/
f(el) = 1,64 + A2;€5 + ...+ AmiCy,

parat=1,2,...,n.

Si tenemos ahora cualquier otro vector ¥ € V) cuyas coordenadas en la base canénica sean
Ty

Z2
Cpe, 7] = : , tendremos que ¥ = z1€1+2265+...+x,€,. Por lo tanto, su imagen mediante

T,
la aplicacion f serda un vector ¥ = f(Z) € V4 que cumple que, usando las propiedades de las
aplicaciones lineales,

y=[f(Z) =z f(€1) + 22f(€2) + ... + wnf(€n) =

—/ —/ —/ —/ —/ —/
=11 (a11€] + a21€5 + ... + am1€,,) + ... + 21 (@1, €] + Q2,5 + ... + An€,,) =

—/

—/
= (r1a11 + T2a12 + ... + Tpa1p) €] + oo + (T10m1 + Tolmo + ... + TpGmn) €5,

Y1
. - L. Y2
Si (y1,Y2, .., Ym) son las coordenadas de ¥ en la base canénica de Vs, Cp,,[y] = : ,
Ym
tendremos que ¥ = y1€] + Y2€5 + ... + Ym€,,, ¥, por lo tanto,
(1 Tian + T2a12 + ... + Tpain aip @iz ... Qg T
Y2 T1G1 + T2a22 + ... + Tpdoy a1 Qg2 ... Qop T2
Ym T10m1 + Tom2 + ...+ Tnmn Am1 Am2 .. Gmp Tn

de este modo, podemos escribir

aiy a12 e Q1ny,
Bes 921 929 e Qo

CBcz [?J] - ABCl ’ CBCI [f] con ABcz

Bea

A1 Am2 oo Qmn
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V -V
f 1 By b
B, e - Bes
A A
Bi| | MBc: M2 M Bcz
B, | VB, Bey| | VB,
Y A By Y
B
B, - - B,

Figura 3.2: Esquema de las matrices de una aplicacion lineal f entre los espacios vectoriales
Vi y Vs para las bases candnicas By y Boo y para otras bases By y Bs.

La matriz Agg; es la matriz de la aplicacion f con respecto a las bases Boi vy Beo.

Se puede observar que la columna i-ésima de la matriz Agg; son las coordenadas en la base
canonica de V5 de la imagen del vector €; de la base candnica de V;.

Ejemplo:
Dada la aplicacion lineal f : R? — R? tal que f(x,y) = (3z — ¥, 2x,y) calcular la matriz
de la aplicacién en las bases canonicas de R? y R? y la imagen del vector v = (3,2).

Una forma de encontrar la matriz de la aplicacion es calcular las imagenes de los vectores
de la base canénica de R? y escribirlos como columnas

por lo tanto, la matriz de la aplicaciéon en las bases candnicas sera

5 3 —1
2
ABgis = g (1)

La imagen del vector ¥ = (3,2) la podemos calcular o bien utilizando la expresion algebraica
f(3,2) =(3-3—-2,2-3,2) = (7,6,2) o bien, usando la matriz de la aplicacién en las bases
candnicas

w
— —
VRS
oW
~_
Il
NORNNEEN |

O, [f(@)] = Age® - Cp_ [ = 2 0

CR3
0
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3.3.3. Cambio de base para aplicaciones lineales

Sea f una aplicacion lineal que va del espacio vectorial V; al espacio vectorial V5. Sea B¢y
la base canoénica de Vj, Bgo la base canénica de V5 y Agg; la matriz asociada a la aplicacion
lineal respecto de las bases Boi y Beo.

Consideremos a continuaciéon otras dos bases de ambos espacios vectoriales, B; base de
Vi y By base de V5. En este caso la matriz asociada a la aplicacion lineal en esta base la
. B —— .
denominaremos Ay} y cumple que si i = f(Z), entonces

B —
Cp,[y] = Ag, - C,[7] (3.8)
Queremos saber la relacion que existe entre las matrices Agg; y Ag;.

Sean Mglcl la matriz de cambio de base de By a By y Mll%” la matriz de cambio de base
de Beo a By, entonces tendremos que

B

CBz ['37] = MBQCZ ' 0302 [?J]

— B, —

CBl [SL’] = MBlcl ’ CBCI [SL’]

Sustituyendo estas expresiones en (3.8) tendremos que
B B B —
MBQC2 - Cpg, Y] = AB; : MBlcl - Cpe, 7]

por lo tanto,

-1 .
0302 [?J] = (MSQC2) ’ Ag; ’ Mll;lcl ’ 0301 [:L’]

de manera que la relaciéon entre las matrices asociadas a la aplicaciéon lineal segin la base
considerada es la siguiente:

Apch = Mg2, - AL - Mg (3.9)
y por lo tanto
ARl = Mg - Agg; - MG (3.10)

Ejemplo:

Dada la aplicacion lineal del ejemplo anterior, f : R> — R3 con f(z,y) = (3x —y,2x,y), y
dadas las bases B; = {(1,—1),(1,2)} de R* y By = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de R?, calcular
la matriz de la aplicacion en las bases By y Bs.

3
. ., L. B
La matriz de la aplicacion en las bases canodnicas es ABCRi =12 0
CR
0
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y las matrices de cambio de base de B; a la base canénica de R? y de B, a la base canoénica de
R3 son

11 1 11
B _ B _
= (y) vvga= (0

como Ag; = MSQCRB . Aggii . MgéRQ, calculamos
. B 111\ 1 -1 0
Mpes® = (M[;;RS) —lo11] =0 11
0 01 0 0 1
y asi obtenemos
1 -1 0 3 —1 11 2 —1
Ag=(0 1 -1 2 0 (_1 2):»,42;: 3.0
0 0 1 0 1 -1 2

3.4. Diagonalizacion de endomorfismos

3.4.1. Matrices diagonales. Propiedades

Llamamos matriz diagonal a una matriz de la forma

ary 0 Ce 0
0 922 0
0 0 Ann

Recordemos que si A es una matriz diagonal:

= Su determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

= A=A

= La matriz imversa es también diagonal y sus elementos son los elementos inversos de A

ayy 0 0 1 0 0
1
Ao 0 Aoy -+ 0 :>A—1: 0 el 0
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3.4.2. Introduccién a la diagonalizacién de endomorfismos

En la seccién anterior vimos que todo endomorfismo (esto es, una aplicacion lineal de un
)
espacio vectorial en si mismo) tenia asociada una matriz A respecto de una base determinada
By y que esta matriz determina la aplicacion.
Si consideramos otra base Bs, podemos calcular la matriz asociada al endomorfismo respecto
de la nueva base (A’) utilizando la matriz de cambio de base (P = Mgf)

A =P tAP

A la vista de esto, podemos preguntarnos si dada una aplicaciéon podemos encontrar una
base de manera que la matriz A’ respecto de la nueva base sea més sencilla que respecto de la
base antigua. De hecho, lo mejor seria que fuese diagonal.

Desgraciadamente no todas las matrices son diagonalizables, si bien el objetivo de este ca-
pitulo es encontrar la forma diagonal en aquellos casos que sea posible, mediante un cambio de
base.

Ejemplos:
Veamos varios ejemplos ilustrativos del significado y utilidad de la diagonalizaciéon de endo-
morfismos.

» Consideremos, en primer lugar, el espacio vectorial real R? y consideremos el subespacio
Vi = {(z,y,0) tal que z,y € R}, dicho subespacio vectorial corresponde al plano z = 0.
Si consideramos la base canoénica {é}, e, €3} de R? y S es la simetria con respecto al
subespacio vectorial Vj, se tiene que

Por lo tanto la matriz respecto de la base canénica es

10 0
A=1 01 0
0 0 —1
Como se puede ver, todos los vectores de R? contenidos en el plano z = 0, esto es, los
elementos de V;, permaneceran invariantes respecto a esta simetria. Es facil comprobar

que cualquier vector de la forma 4 = «a€) + fé,, tiene como imagen mediante la aplicacion
el propio vector u, Sy (u) = .
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= De forma similar, podemos definir la simetria respecto de cualquier subespacio vectorial
de R3. Consideremos ahora el subespacio Vo = {(z,y,2) € R? tal que z — y + 2z = 0}.
Queremos encontrar las ecuaciones de la aplicacion SIMETRIA, S,, respecto de la base
canénica. La idea es buscar otra base (de R3) en la que la matriz de la aplicacién sea lo
més sencilla posible. Esta base la componen dos vectores del subespacio V5 y otro perpen-
dicular a ambos. Por ejemplo B = {u; = (1,1,0), 4y = (—2,0,1),u3 = (1,—1,2)}, siendo
U3 el vector perpendicular al subespacio.

La simetria cumplira
Sy(ily) = iy, So(ily) = iy, Sa(iis) = —is

de manera que la matriz buscada es

10 0
A=101 0
00 -1

Utilizando la matriz de cambio de base (de B a la base canénica)

1 -2 1 (1 52
M =P=|1 0 -1 :»Mgczp—lzé -2 2 2
0 1 2 1 -1 2

Calculamos la matriz A respecto de la base canénica sabiendo que A = PA'P~!

1 2 1 =2
A= 3 1 2 2
-2 2 -1

La expresion algebréica de la aplicacion queda

S (x ) 2 + L 2,2 + 2 + 2 2 + 2 L
Z)= | =z —Y— -2, =T - —Z,—=T -y — =z
2\, Y, 3 3y 3 73 3y 3 ) 3 3y

Son dos las razones fundamentales por las que puede ser necesario simplificar la matriz asociada
a una aplicacion:
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1. La primera es una razén puramente computacional: en ocasiones, para resolver algunos
problemas necesitamos realizar varias operaciones con las matrices asociadas a las apli-
caciones (potencias de una matriz, exponencial de una matriz, ...), estas operaciones se
complican si la matriz tiene muchas entradas (es decir, pocos ceros).

2. La segunda razon es més geométrica. Si observamos con atencion algunas aplicaciones li-
neales veremos que hay subespacios vectoriales cuyos vectores, al transformarlos mediante
una aplicacion, siguen perteneciendo al mismo subespacio.

Observamos, por ejemplo, en la simetria del ejemplo del anterior, los vectores del plano
siguen estando en dicho plano; o en una rotacion en el espacio respecto al eje Z, los puntos
de dicho eje siguen perteneciendo al eje después de girarlos.

A este tipo de subespacios los llamamos invariantes con respecto al endomorfismo.

3.4.3. Subespacios Invariantes. Diagonalizacién de matrices.

Definiciones
Dado un espacio vectorial V' y una aplicacion lineal f de V en V| diremos que el subespacio

W de V es invariante respecto a f si f(W) C W, es decir, la imagen f(Z) de todo vector
Z € W es un elemento de W.

Vectores ¢ valones propios:
Un vector & # 0 de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo K se llama vector propio o
autovector de la aplicacion lineal f si existe un escalar A € K tal que:

F(@) = AT

este nimero A se denomina valor propio o autovalor de la aplicacion f correspondiente al
vector .

Calculo de los vectores y valores propios de un endomorfismo

Polinameo caractenistico ¢ valores propios:

Sea f un endomorfismo en V', donde V' es un espacio de dimensién n, sea A la matriz
asociada a f y consideremos la matriz identidad I,, de orden n. Para cualquier ¥ € V' tenemos
que f(¥) = AZ, si ademas este vector es un vector propio de la aplicacion lineal f tendremos
entonces que f(¥) = A\Z, para cierto A € K, por tanto:
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hay que tener en cuenta que 7 = I, luego podemos escribir la expresion anterior como:
AZ = NI, 7 = (A= \L,)Z =0
de este modo obtenemos una ecuaciéon matricial donde:
1. Hay que obtener los distintos Valorgs de A\ para los cuales la ecuaciéon matricial tiene
soluciones distintas a la trivial (Z = 0).

2. Determinar para cada solucion de A, cuales son los vectores propios asociados.

Como queremos que las soluciones del sistema matricial sean distintas de la trivial, el sistema
debe ser compatible indeterminado, lo cual implica:

|A—M,| =0

a este determinante lo denominaremos ecuacién caracteristica. El desarrollo de |A—AL,| =0
es un polinomio de grado n en A que se denomina polinomio caracteristico. Los valores
propios de la matriz A son las raices de dicho polinomio.

Teorema: La condicion necesaria y suficiente para que A sea un valor propio de la matriz

cuadrada A es que |A — \L,,| = 0.

% z:.ig..! g gt % 2 . ¢ ,f . :
Sea f un endomorfismo del espacio vectorial V' de dimension n. Sea A a matriz asociada a
dicho endomorfismo y A un autovalor de A.

Multiplicidad algebraica: Se llama multiplicidad algebraica de A al orden de multiplici-
dad m de A como raiz del polinomio caracteristico.

Multiplicidad geométrica: Se llama multiplicidad geométrica de A a la dimension g del
subespacio propio asociado a .

Propéedades de los valores propios:

Dada una matriz A de orden n. Entonces:
1. Ay A tienen los mismos autovalores.
2. Si A es un autovalor de A, entonces kA es un autovalor de KA.

3. Si A es un autovalor de A y A es invertible, entonces % es un autovalor de A~!

W

. Si A es un autovalor de A, entonces \" es un autovalor de A".
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5. Los autovalores de un endomorfismo idempontente (f = f2, por tanto su matriz asociada
verifica que A = A?) de un espacio vectorial son A =0y A = 1.

Los vectores propios ¥ asociados a un autovalor A se obtienen como soluciéon del sistema
homogéneo siguiente:

(A= \L)Z=0

Como |A — AI,| = 0, el sistema anterior es compatible indeterminado, por lo tanto, si ¥ es
una solucion del sistema, entonces o también lo es, donde o € K. Por tanto, la solucién de
(A — AL,)Z = 0 es un subespacio vectorial que denominaremos subespacio vectorial propio.

Propiedades de lae vectores propcas:
1. A todo vector propio 7 le corresponde un tinico valor propio.

2. Sea S(A) el conjunto de vectores propios asociados a un mismo autovalor A. El conjunto
S1(A) = S(A) U {0} = ker(A — Al,) es un subespacio vectorial de V.

3. El ntumero de vectores propios que son linealmente independientes entre los correspon-
dientes a un valor propio A es igual a dim(V') — rang(A — AL,).

4. Si A\, Ag, ...\, son los r autovalores distintos del endomorfismo f, los autovectores asocia-
dos a cada uno de los autovalores anteriores son linealmente independientes.

Diagonalizacién de Endomorfismos
Defeucecanes:

Matrices Semejantes: Dos matrices cuadradas del mismo tamano, A y A’, decimos que son
matrices semejantes si estan asociadas a un mismo endomorfismo, es decir, si son tales
que existe una matriz P invertible que cumple que

A =P TAP
Propiedades de la matrices semejantes: Sean A y B dos matrices semejantes, entonces se
cumple que:

1. Tiene el mismo determinante, |A| = |B|.
2. También son semejantes A™ y B".

3. Tiene la misma traza, traza(A) = traza(B)
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Matrices Diagonalizables: Sea A un matriz cuadrada. Se dice que A es diagonalizable si
existe una matriz diagonal semejante a A, es decir, existe una matriz invertible P y una
matriz diagonal D tales que D = P~1AP.

Un endomorfismo es diagonalizable si y solo si existe una base del espacio vectorial formada
por autovectores. Para saber si es posible construir una base del espacio vectorial con autovec-

tores necesitamos estudiar las multiplicidades de los autovalores.

Proposicion: Si los distintos autovalores de f son Ai, Ao, ..., \px con multiplicidades alge-
braicas my, mo, ..., my. y multiplicidades geométricas g1, ga, ..., gk, entonces f (o A) es diago-
nalizable si y solo si se verifica:

1. mi+mg+---+mp=dim(V)=n
2. g; = my, para todo v = 1,2, ...k

Si se cumple la proposicion anterior a cada uno de los autovalores \; les corresponderan m;
autovectores linealmente independientes y, dado que los autovectores de autovalores diferentes
son linealmente independientes, eso permitira encontrar m; + mso + - - - + my = n autovectores
linealmente independientes que formaran una base de V.

a. z. s de g g. 1y g. . a s

Una vez que hemos comprobado que el endomorfismo es diagonalizable, calculando los valo-
res propios y su multiplicidad geométrica, procedemos a calcular una base del espacio vectorial
V' formada por autovectores asociados a dichos autovalores, B = {7y, us, ..., U, }. En este caso,
tenemos que:

» La matriz D asociada al endomorfismo f es diagonal en la base B de vectores propios.

AN O - 0
0 X -+ 0
0 0 -+ \,

donde A, Ao, ..., A, son los autovalores de f, cada uno de ellos repetido tantas veces como
indique su multiplicidad algebréaica, y siendo A; el autovalor asociado al autovector u; de

la base B.
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» La matriz D es igual a D = P7'AP donde A es la matriz asociada al endomorfismo
f en la base canoénica y las columnas de la matriz de paso P estan formadas por las
coordenadas de los vectores de la base B.

= Si A es la matriz asociada a un endomorfismo f diagonalizable, cuyos autovalores son
A1, A2, ...y Ap ¥ cuya base de vectores propios es B = {uy, Uy, ..., U, }, se cumple que para
cualquier vector v = Chu; + Cotly + -+ + Cyt, se tiene que f(v) = AV = Cy\uy +
02)\21_[2 + 4 Cn)\n’l_[n, por lo que fk) (’17) = Ak_) = Cl)\lfﬁl + 02)\151_[2 + -4 Cn)\ﬁﬁn

Si tenemos un endomorfismo diagonalizable, se dice que el autovalor real A > 0 es dominan-
te, si para cualquier otro autovalor p # A\ del endomorfismo se tiene que A > |ul.

Si \; es un autovalor dominante de un endomorfismo diagonalizable f, cuyos autovalores
son Ag, Ag, ..., A, ¥ cuya base de vectores propios es B = {uj,Us, ..., U,}, se cumple que para
cualquier vector v = Cyiy + Cotly + - - - + C1,, se tiene que para valores muy grandes de k (o
sea, k>) fM () = ARG ~ O )k,

Ejemplos:

= Dado el siguiente endomorfismo, vamos a estudiar si es diagonalizable y, en caso afirma-
tivo, calcularemos su diagonalizacion:

f(xy, 29, 23) = (—11lxy — 1025 + b3, 4xe, —1527 — 1029 4 923)

En primer lugar calculamos la matriz asociada a dicho endomorfismo respecto de la base
candnica en R3, obteniendo

—11 —-10 5
A= 0 4 0
—-15 —-10 9

Para saber si el endomorfismo es diagonalizable tenemos que calcular los autovalores
asociados a A, para ello obtenemos el polinomio caracteristico P(\).

—11-X -10 5

P = 0 4=X 0 | =@d-=NAN+22-24)=—(A—4)*(A+6)
—15 —10 9—2A
Las raices del polinomio son A\; = —6 y Ay = 4 cuyas multiplicidades algebréicas respec-

tivas son m; =1y mg = 2.
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Calculemos ahora los subespacios propios:
Vi = {(xl,x2,x3) € R? tal que (A + 61)7 = 6} =
Ty, To, x3) € R3 tal que x1 = 3, 29 = O}

1
: 0} -

{( )
Va = {(l' , o, 73) € R? tal que (A — 4I)F
{(xl,:cz,xg) € R3 tal que 3z1 + 225 — 25 = 0}

Por lo tanto:
g =dim(Vy) =1=my y go = dim(V3) =2 =my

se cumple que
g1+ g2 =1+2=3=dim(R?)

Como my = g1 y ms = go, entonces el endomorfismo es diagonalizable.

La matriz diagonal es, por tanto,

D —

o O
O = O
= O O

Ademas, unas bases para los subespacios propios son 5; = {(1,0, 1)}
por tanto una base en la que el endomorfismo es diagonal es B = {(1
y se cumple que

D =P 'AP
donde

o

I
[E s Q"
w O
N = O

» Dado el endormofismo f en C?, cuya matriz en la base canénica es

01 -1
A=101 0
31 0

vamos a calcular los autovalores (reales y complejos), sus correspondientes autovectores
y a estudiar si el endomorfismo es diagonalizable (en caso afirmativo, encontraremos la
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forma diagonal).

En primer lugar, calculamos el polinomio caracteristico y sus raices, que son los autova-
lores del endomorfismo.

-\ 1 -1
PA)=|A=X|=| 0 1-X 0 |=(1-XNA\+3)
3 1 =\

Las raices son A\; = 1, Ay = v/3i VA3 = —V/3i

Calculamos ahora los autovectores asociados a dichos autovalores:

* Para A\ = 1, los autovectores asociados i = (z1,y1, 21) seran tales que:

-1 1 -1 1 0 1 -1 110
00 O y1 | =10 =10 0 010 |=
3 1 -1 2 0 0 4 —4 10
10 010 T =
=101 -11]0 |=¢ n=«a
0 0 010 7=«

Asi que tendremos que, por ejemplo, una base del subespacio invariante asociado a

A1 = 1sera {(0,1,1)}

* Para Ay = /3i, los autovectores asociados iy = (2, ¥, 22) seran tales que:

—/3i 1 -1 Ty 0 3 V3i —V3i |0
01-v3i 0|l w |=[0]=([0 1 00 |=
3 1 —/3i % 0 3 1 —/3i |0

30 —/3i |0 Tog = &
=1 0 1 010 =4 1y=0
0 1 010 20 = —V/3i
Una base del subespacio invariante de Ay = v/3i serd {(1,0, —/3i)}
* Para A3 = —/3i, los autovectores asociados i3 = (3, Y3, 23) seran tales que:
V/3i 1 -1 T3 0 3 —V3i V3i |0
0 14+v3i 0 ys | =10 | =10 1 010 |=
3 1 V3i 23 0 3 1 V3i |0
30 V3|0 T3=a
=1 0 1 010 |=1¢ ys=0
0 1 010 23 = V3i«

Una base del subespacio invariante de A3 = —+/3i sera {(1,0,/3i)}
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En vista de los resultados anteriores, podemos afirmar que el endomorfismo f seré diago-
nalizable. En la base {iy, i, i3} = {(0,1,1), (1,0, —/34), (1,0,1/3i)}, la matriz asociada
al endomorfismo tendra forma diagonal y sera

1 0 0
D=1 0 3i 0
0 0 —+/3i

Se puede comprobar que, al tratarse de un endomorfismo con coeficientes reales, los
autovalores complejos que se obtienen, Ay y A3, son conjugados uno de otro (A\y = A3) v,
de la misma forma, sus correspondientes autovectores también son conjugados (iiy = us3).

= Sea el endomorfismo f = (—x + 2y — 32,y — z,x — y + 22) en R3. Estudiaremos si dicho
endomorfismo es diagonalizable en alguna base. En caso afirmativo encontraremos la for-
ma diagonal.

La matriz de la aplicacion en la base canodnica es:

-1 2 =3
A= 0 1 -1
1 -1 2

Calculamos el polinomio caracteristico y sus raices.

—1-A 2 -3
P(\) = 0 1—=X —1|==N+22-A=-\A-1)
1 -1 2-)

Por lo tanto tenemos \; = 0 raiz simple y Ay = 1 raiz doble.

Ahora calculamos los subespacios invariantes asociados a estos autovalores:

ra A\ = utov res U, = (x1, Y1, z1) cumpliran que:
* Para A 0 los autovectores s Y1, ¢ lira e

-1 2 =3 1 0 1 -2 310
0 1 -1 Y1 =1 O0}=(0 1 —-11]0|=
1 -1 2 21 0 0O 1 =110
10 1 10 T = —
=101 -1 |0 |=¢ n=«
00 010 7=«

Una base del subespacio invariante asociado a A\; = 0 sera {(—1,1,1)}
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* Para Ay = 1 los autovectores iy = (x 2o ) cumpliran que:
2 2 2, Y2, 22

-2 2 =3 T 0 1 -1 110
0 0 -1 v |=10]=10 010 ]|=
1 -1 1 2 0 0 0110
1 =1 0|0 T =«
=10 01]0|=<y=a«
0 010 21 =0

Una base del subespacio invariante asociado a Ay = 1 sera {(1,1,0)}

Por lo tanto, con las dos bases de los subespacios invariantes asociados a los autovalores
no podemos construir una base para R3, asi que el endomorfismo no sera diagonalizable.

3.4.4. Aplicaciones de la diagonalizacién: Potencia y exponencial de
una matriz

Sea A una matriz cuadrada de orden n y D una matriz diagonal, tal que D = P~1AP,
entonces:

1. AF = pDkp-1
2. et = peP Pt

Si D es una matriz diagonal, entonces:

D | eM 0 ... 0
k A
D 0 X o 0 b 0 e2 ... 0
0 0 - M 0 O et
Ejemplo:
4 2 -5
Considerar un endomorfismo cuya matriz asociada en la base canénicaes A = | -1 1 1
2 2 -3
6
calcular A7 siendo v = | -4
2

Calculamos en primer lugar los autovalores y autovectores de la matriz A para poder obte-
ner con facilidad A'.
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4 2 -5 A=
[A=AM[|=0=]-1 1 1 |=0=02-N1=-XN)(-1=-X)=0=< A=1
2 2 -3 Az =—1
2 2 510 1 1 -110
Para A\, = 2 tenemos que (A — 2, =0= [ -1 -1 1|0 | = 0 0 3|0 | —
2 2 510 00 010
1 1 -1]0 1 1 010 o
00 1/0||—=1001]0|=>u=| —«
00 010 0 0 010 0
3 2 5|0 1 0 -1]0
Para Ay = 1 tenemos que (A—Did, =0= [ -1 0 1|0 | = | 0 2 2|0 | =
2 2 410 0 2 -2(0
1 0 -1]0 o)
01 -1(0 |=t=| o
00 010 o
5 2 5|0 1 1 -11]0
Para A3 = —1 tenemos que (A+Dids=0=| -1 2 1[0 | = 0 -3 0|0 | —
2 2 210 0 3 010
1 1 -1]0 1 0 -1]0 @
01 0(0 =01 0|0 ]|=u=1| 0
00 010 00 010 a
1 1 1 1 0 -1
Por lo tanto la matriz de pasosera P = [ -1 1 0 | ysuinversa P~! = 11 -1
0 1 1 -1 -1 2
2 0 0
La matrix diagonal asociadaa AesD=1| 0 1 0
0 0 -1
Por lo tanto, si calculamos la potencia A tendremos:
210 0 1 11 1024 0 O 1 0
A0 = ppiop-l=p 0 11 0 Pt=| -1 10 0 10 1 1
0 0 (=1t 0 1 1 0 0 1 -1 -1
1024 0 -1023
-1023 1 1023
0 0 1
1024 0 -1023 6 4098
Asf pues, A7 = | -1023 1 1023 -4 | = -4096

0 0 1 1 2
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En este caso, podriamos haber utilizado que el autovalor A\; = 2 es autovalor dominante,

6 1
por lo tanto, como 7= | -4 | = 44 + 2u3 tendremos que A7 ~ A0 4q;, =204 | -1 | =
1 0
4098
-4098
0

Como se puede ver la aproximacién que se obtiene utilizando el autovalor dominante es
bastante buena porque la potencia que estamos calculando de la matriz es alta.
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Capitulo 4

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Métodos basicos de resolucion

4.1. Introduccion

4.1.1. Definicién

Sabemos que una ecuacion es una igualdad algebraica en la cual aparecen variables desco-
nocidas y el objetivo a la hora de resolver la ecuaciéon es encontrar el valor o valores de dichas
variables que permiten que la igualdad se satisfaga. Ademas de ello, sabemos que la derivada
de una funcién f es otra funciéon que nos informa sobre el comportamiento de nuestra funcion
f en términos de crecimiento, decrecimiento, etc.

En el presente capitulo vamos a combinar ambos conceptos, de modo que hablaremos de
ecuaciones diferenciales cuando nos refiramos a igualdades algebraicas en las cuales aparecen
una o varias funciones y sus derivadas con respecto a una o varias variables independientes.

Por ejemplo,

dy _

— 1
7 y(r+1)

con y = f(z), es una ecuacion diferencial donde y es la funcion o variable dependiente y z es
la variable independiente.

4.1.2. Conceptos basicos

Ecuaciones diferenciales ordinarias: Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son
aquellas que contienen una sola variable independiente. En contraposicion a ellas se en-
cuentran las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, donde aparecen derivadas

81
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parciales de una o varias funciones que dependen de varias variables independientes.

Ejemplos:

= m% = —kx es una ecuacion diferencial ordinaria en la cual ¢ es la variable inde-
pendiente y z(t) la variable dependiente
Py 0P iy : . y
" g = v ) es una ecuacion en derivadas parciales, en la cual hay una funcion
¥ (x,t) que depende de dos variables independientes, x y t.

Orden de una ecuacion: El orden de una ecuacion diferencial es el correspondiente al de la
derivada de orden mas alto.

Ejemplos:
d

= — = ky es una ecuacion diferencial de primer orden, en la cual y es la variable

dependiente y z la independiente.

d*q dg
. 29 pY
az Ty

variable independiente y ¢(t) variable dependiente.

+ Cq =1V es una ecuacion diferencial de segundo orden, con t como

Grado de una ecuacidon: Las ecuaciones diferenciales que aparecen escritas como polinomios
de las derivadas pueden ser lineales, cuadraticas, cubicas, etc. en funcion del exponente
mayor de las derivadas que aparezcan.

Ejemplo:

d 2
] (d—i) + my = 0 es una ecuacion diferencial de segundo grado.

dr d? d
. an(x)—?i + ...+ ag(x)d—;é + al(x)ﬁ + ap(z)y = b(z) es una ecuacion diferencial li-

neal de orden n.
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10— T

PP I A | NP PR S 0 1 I P A | S W
~10 -5 o 5 19

d 2
Figura 4.1: Familia de soluciones y(x) = Cx? de la ecuacion diferencial d—y Y 0
r

4.1.3. Soluciones de una ecuacion diferencial. Condiciones iniciales o
de contorno.

Resolver una ecuacion diferencial consiste en encontrar aquella funcién o funciones que satis-
facen la ecuacion diferencial. Como en las ecuaciones diferenciales estédn involucradas derivadas
al integrarlas se obtiene, no s6lo una funcion, sino toda una familia de funciones en las cuales
aparecen un o varias constantes provenientes de la integracion de la ecuacion diferencial. En
general van a aparecer tantas constantes de integraciéon como el orden de la ecuacion diferencial.
Esta familia de soluciones se denomina solucion general de la ecuacion diferencial.

2
Por ejemplo, dada la ecuacion diferencial &2 0 se puede comprobar facilmente, que
x

x
cualquier funcién de la forma y(z) = Cz?, con C constante, satisface la ecuacion anterior. Por
lo tanto, y(z) = Cx2 es la solucion general de la ecuacion y representa toda una familia de
funciones, tal y como se muestra en la Figura 4.1
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Sin embargo, en muchas ocasiones, no sélo conocemos cual es la ecuaciéon diferencial que
describe el comportamiento de nuestro sistema, sino que conocemos también el valor de la fun-
cion para un determinado valor de la variable independiente (por ejemplo, y(ty) = o) v, en
ocasiones, también de sus derivadas (v/'(to) = vg,y" (to) = yg...). Es lo que se denomina condi-
ctones inictales o de contorno del problema. Eso nos va a permitir particularizar, de entre las
infinitas soluciones de la familia de soluciones obtenida, aquella que satisface nuestras condi-
ciones iniciales y que se conoce como solucion particular de la ecuacion diferencial.

Si nuestra ecuaciéon diferencial es de orden n, la soluciéon general tendra n constantes de
integracion y, por lo tanto, para determinar una tnica solucién (no una familia de soluciones),
en la que ya no aparezcan constantes de integracion, necesitaremos conocer tanto la funcién
como el valor de las derivadas hasta orden n — 1 para un determinado valor de la variable

independiente, y(to) = yo, ¥/ (f0) = ¥ -, " (to) = yi "

Ejemplos:

= Se sabe que la posiciéon del extremo de un muelle esta determinada por la ecuacion dife-
2

d*x
rencial — + w?r = 0, cuya solucién viene dada por x = Asin(wt + ¢), donde A y ¢ son
las constantes de integracion.

Si nos dicen que en el instante ¢ = 0 la posiciéon del muelle es z = 0 y su velocidad

dx
v = — = vy, tendremos que p =0y A = %
w

Por lo tanto, podemos decir que:

2
* La solucion general de yro) +w?r = 0 es & = Asin(wt + ¢), para cualquier valor de
Ay de w.
2
x
* La solucidn particular de la ecuacion diferencial — + w?z = 0 con las condiciones

dt?

z(0) =0
iniciales { dx es z= 2 sin(wt), donde se puede ver que ahora no queda
E(O) = o w
ninguna constante por determinar.
dy 2y

» En el ejemplo visto anteriormente, donde tenfamos la ecuacion pri 0 y la familia
r

de soluciones y(z) = Cz?, si imponemos condiciones iniciales estaremos seleccionando una
Unica curva entre las infinitas descritas por la solucion general. Por ejemplo, si definimos
y(2) = 4 tendremos que C' = 1y, por tanto, la solucion particular para este problema con
condiciones iniciales es y(z) = 2% (ver Fig. 4.2)
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Figura 4.2: Solucion particular de EY 2%~ 0 con las condiciones iniciales y(2) =4
r

4.2. Meétodos basicos de resolucion de ecuaciones diferen-
clales

4.2.1. Ecuaciones diferenciales de variables separables
D 4 , 4 ¢ z .2

Vamos a comenzar considerando ecuaciones diferenciales de primer orden en las que la
expresion Y s puede factorizar en una funciéon de la variable independiente x y otra funcion
de la variable dependiente y, por lo tanto podemos escribir

dy
o=

Al poder factorizar la ecuacion diferencial, la resolveremos separando en uno de los miembros
de la ecuacion los factores dependientes de x y en el otro los factores dependientes de y e

f(@)g(y) (4.1)
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integrando de forma separada, de modo que la ecuacion (4.1) se convierte en

/ ﬁdy: / f(x)dz (42)

Si ademas tenemos las condiciones iniciales y(z) = yo, podemos tenerlas en cuenta a la hora
de resolver las integrales incluyéndolas en los limites de integracion, de modo que tendremos

/yy @dy _ / F(@)dz (4.3)

Ejemplo:

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:
d
eIy 4y VI =0 (4.4)
x

con las condiciones iniciales y(0) = 0
Se puede ver facilmente que la ecuacion anterior es de variables separables, ya que podemos

reescribirla como:
Y T

—d ———dz
V14 y? Y V1+ 22

Integrando con las condiciones iniciales tendremos que:

Yy
/\/% /mdxé\/ljty] \/1+:E2]:>\/1+y+\/1+x2—2
0 y? @

Otra forma de resolver el problema es realizar la integraciéon sin incluir las condiciones

iniciales, para posteriormente fijar la constante de integracién de la solucion general mediante
dichas condiciones iniciales, de modo que:

dr = \V1+1y2=—-V1+a2+k

/ﬁd /m

Imponiendo ahora que y(0) = 0 tendremos que /1 = —/1 +k = k = 2, por lo tanto:

VIt 2+ V1+a? =2
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4.2.2. Ecuaciones diferenciales reducibles a variables separables
D .i .2

En algunas ocasiones nos encontramos con una ecuacion diferencial que, si bien no es de
variables separables, pueden reducirse a una ecuacion diferencial de este tipo con un sencillo
cambio de variable.

Ejemplos:

d
= Las ecuaciones diferenciales del tipo d_y = f(ax + by + ¢) se pueden simplificar haciendo
x

d d
el cambio de variable z = ax + by + ¢ = & _a + b
dz dx
Por ejemplo,
dy
— =2r+3
e T+ oy
1
con y(0) = —=
9
. dz dy o o .
Definimos z = 2x + 3y = T 2+ 3d— y sustituimos en la ecuacion diferencial
x x
1 [/dz dz dz 1
2 —2)=z=>-"=324+2=> = [dr=-In(324+2) = k=
B(dx ) T T 32+ 2 /m gz +2)=o+
=z =C0e* — 2
. . . 3x 2
Deshaciendo el cambio de variable, tendremos que 2x + 3y = C'e™® — 3
Imponemos ahora las condiciones iniciales para obtener C'
1 2 1
——=C—-=-=0=¢
3 3 3
Por lo tanto,
1 3x
Y= 9 (e — 6z — 2)
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» En las ecuaciones diferenciales en las que aparecen términos de la forma zy (o potencias de
xy) la sustitucion z = xy puede resultar ttil para simplificar la resolucion de la ecuacion.

Por ejemplo,

(®y* +1) + 22 _

dx
con y(1) =2
d d d d
Hacemos el cambio de variable z = zy = o _ y+ Y = Y2 y sustituimos
) dx dx de dr =
en la ecuacion
dz z dz 1 dz dx
)42 =2 )=0=>Z=—(22—2"—1 :>—/7: — =
(Z+)+$ dr =« dx 23:(2 - ) (z—1)? 2x
1 1
=1
= L1 3 +k 1 1
Deshacemos el cambio de variable y tenemos 1=3 Inz+k
Ty —

Imponiendo ahora las condiciones iniciales para poder calcular k£ tenemos que k£ =1

Por lo que el resultado final sera:

1
=1+_-Inz
ry — 1 2

4.2.3. Ecuaciones diferenciales homogéneas

D .E .2

Una funcion f(x,y) se dice que es homogénea de grado n si f(tx,ty) =t"f(x,y).
Por ejemplo,

» La funcion f(x,y) = 2> +y? — 2y es una funciéon homogénea de grado 2, ya que f(tx,ty) =
(t2)* + (ty)” — (tz) (ty) = £ (2* + y* — x) = 2 f (2, y)
2 _ .2

! y2 es homogénea de grado 0, ya que f(tz,ty) = f(x,y)
Yy

» La funcion f(x,y) = o
x

d
De igual modo, cuando tenemos una ecuacion diferencial del tipo 4 _ f(z,y) con f(z,y) ho-

mogénea de grado 0, podemos resolver la ecuaciéon diferencial haciendo el cambio de variable
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Yy d2 oy ldy  dy  dz
Z_x de 22 zdx dr  dx

Counsideremos la ecuacion diferencial

d
(2y—3x)—y—|—4x—3y:()
dx

d 3y—4
Como podemos escribirla como d_y = f(z,y) con f(z,y) = 2y 3x y f(x,y) es una funcion
T y — 3x
d d
homogénea de grado 0, podemos utilizar el cambio de variable z = J d—y = d_z + 2,y por lo
x T x
tanto(i): 3 4 d 6 4 — 222 2 3
z z— z 2—4—2z z—
— = 5> —=——— — " _dz=-2[dr=In(2*—-32+4)=
dc 7T 223 @ 2:—3 /22—3z+4z /x n (2" =32 44)

=20 +k=2:2-3244=Ce

Deshaciendo el cambio de variable:

y? — 3yx + 422 = Ca’e 2

4.2.4. Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

D 7 .2

d
Hemos visto que una ecuaciéon de diferencial de la forma & f(x,y), siendo f(z,y) una

funciéon homogénea de grado 0, se puede resolver facilmente con un cambio de variable. Hay otras
x4+ by + ¢
asT +boy +cy )’

ocasiones en las que f(x,y) no es homogénea, pero es de la forma f(z,y) = f (

ar + by + ¢
asT + boy + co

esto es, hay un factor a = que se repite en la funcién. En este caso, la ecuacion

diferencial:

@ B o+ by +
dx asx + by + o
se puede transformar en una homogénea de grado 0 utilizando el cambio de variable:

Z2=1T— X
t=vy—Yo
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donde zq e yy son soluciones del sistema:

a1x+bly+cl =0
a2x+bgy+02 =0
aq bl

Este método no se puede utilizar cuando — = b= A, ya que en este caso tenemos que
a2

@ . a11’+b1y+01 . a1$+b1y+01
dx asx + by + ¢ Aarz + bry) + ¢
z=aax+ by

Ejemplos:

= Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

) y se resuelve con el cambio de variable

@_Q—y—?)x

de  x—1
Resolvemos el sistema: 2=y —3r=0 =" !
r—1=0 y=—1
Hacemos el cambio de variable z=r—1 or lo tanto dz = du asi que tendremos
t=y+1"~ P dt =dy ’ 4

dy dt L T .
que — = —. Sustituimos en la ecuacion diferencial:

dr dz

dt  2—(t—1)—=3(z+1) dt t+ 3z

IR = — = —

dz z dz z
Esta ecuacion diferencial que hemos obtenido ya es homogénea de grado 0, por lo que
podemos resolverla siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 4.2.3, esto es, hacemos

(4.5)

t dt
un cambio de variable de la forma v = - = pr U+ zd—u Sustituyendo en la ecuacion
z z z
(4.5) tendremos que:
d d d 1
u+zd—z = —u+3:>/3_u2u = 72 = —§ln(3—2u)zlnz+/<::>z2(3—2u) =C

Deshaciendo los sucesivos cambios de variable tendremos que:

(x—1)2<3—2y+1):C:>

x —

(x—=1)Bx—2y—5)=C
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= Supongamos ahora que tenemos la ecuacion diferencial:

dy 1—-2x—2
dr  z4+y—2

En este caso se cumple que los cocientes de los coeficientes de z y de y son iguales, por lo

d d
tanto, el cambio de variable que debemos aplicar es z = 1 —2x —2y = d—Z =-2— 2d—y =
x x
d 1d 1
= d_y = _§d_z — 1. Ademés tendremos que z +y = 3 (1 — z). Sustituyendo en la ecua-
x x

cion diferencial obtendremos:

ldz z dz 4z 22 -6

2dx 51—=2)—2 dr 3+=z z+3

Resolvemos la ecuacion anterior, que ya es de variables separables:

/Z+§dz:2/d:c:>/<1+ 63)dz:2x+k:>61n(z—3):2x—z+k:>
z— z—

= (2 — 3)6 = (e

Deshacemos el cambio de variable z = 1—22—2y = (1 — 22 — 2y — 3)° = Cle2r~ 142042 -

(z+y+1)=Ce !

4.2.5. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
D 7 .2

Vamos a centrarnos ahora en las ecuaciones lineales de primer orden, que, tal y como
describimos en la seccién 4.1.2 seran lineales cuando se puedan expresar como polinomios de
primer grado en la funcién y en su derivada, por lo tanto, la expresion general de ecuaciones
diferenciales con estas caracteristicas sera:

al(x)% + ag(x)y = b(x)

lo cual se puede reescribir como:

4 ple)y = q(x) (4.6)
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Figura 4.3: Circuito LR

donde p(x) y g(x) son las funciones, lineales o no, de la variable independiente x, que caracte-
rizan la ecuacion diferencial.

A esta ecuacion diferencial se le suele asociar otra denominada ecuacion homogénea de la

forma:

d
% +p(z)yy =0 (4.7)

donde se ha sustituido g(x) por 0 en la ecuacion lineal de primer orden. Dicha ecuacion homo-
génea nos resultara de utilidad para la obtencion de la solucion de (4.6).

Ejemplos:

Podemos encontrar ejemplos de procesos que se describen mediante ecuaciones diferenciales
de primer orden en distintos campos del saber. Vamos a enumerar algunos de ello a modo de
ilustracion:

= Teoria de circuitos: en electronica, podemos montar un circuito bésico que contenga una
bateria V', una resistencia R y una impedancia L, tal y como se muestra en la Figura 4.3.
La intensidad I que circula en cada instante por el circuito esté descrita por la ecuacion
diferencial siguiente

dl
L—+RI=V
dt
donde en este caso, la variable independiente es el tiempo ¢ y las funciones que describen

R V
la ecuacion diferencial son p(t) = 7Y q(t) = 7
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= Biologia: en muchas ocasiones la evolucion del nimero de individuos de una determina-
da poblacion depende de forma lineal de la cantidad de individuos que contenga dicha
poblaciéon, describiéndose mediante la ecuacion diferencial

dy
Ik
T
en este caso, las funciones que caracterizan esta ecuacion diferencial son p(t) = —k y

q(t)=0

= Fconomia: un caso relacionado con la economia que se puede describir mediante una
ecuacion diferencial similar a la expuesta anteriormente sobre la evolucion de una espe-
cie biologica es el caso de la capitalizacion continua del interés. Supongamos que y(t)
representa el monto compuesto (o monto total) de capital al cabo de ¢ afios de la fecha
inicial de inversion inicial yy, cuando se capitaliza el interés a una tasa anual constante
r, la rapidez con que crece el capital en un instante determinado ¢ es proporcional a la
cantidad que se tiene en dicho momento, por lo tanto

dy

at =ry(t)

y las funciones que caracterizan esta ecuacion diferencial son, al igual que en el caso an-
terior, p(t) = —ry q(t) =0

La resolucion de ecuaciones diferenciales de primer orden se basa en la formulaciéon de la
derivada de un producto. Como en la ecuacion diferencial (4.6) hay un término en la primera
derivada de y(z) y otro término lineal en y(x), intentaremos modificar el primer miembro de la
ecuacion de modo que se pueda escribir como la derivada de un producto. Asi, si multiplicamos
la ecuacion diferencial (4.6) por una funciéon a(x), tendremos que:

d
a(@) ==+ p(e) ale) y = a(x) g(x) (48)
) ) ., ) ) dy da
Si definimos la funcion f(z) = a(z)y(z), su derivada serd — = a—=+ — y. De este
dz dr  dx

. . . . a .
modo, si la funcién a(z) que elegimos anteriormente cumple que — = a(z) p(x) el término

dx
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de la izquierda de la expresion (4.8) sera la derivada de la funcion f(z), por lo que ten-

d, . :

dremos que d_f = a(z) q(z). Para que esto se cumpla es necesario, como hemos dicho, que
x

da

d
pri a(z)p(x) = /;a = /p(x)d:c = Ina = /pd:c—i—k = a(z) = CelPd,
: . df
Una vez obtenida a(z), podemos calcular f(z) ya que hemos visto que prie a(x) q(x),
x

por lo que f(x) :/a(x) q(z) dx. Ademas, como la funcion f(z) la hemos definido como f(z)=

1
@f(l")

y sustituyendo a(x) por la expresion obtenida anteriormente tenemos la solucion de la ecuacion
diferencial:

a(x) y(z), siendo y(z) la solucion de la ecuacion diferencial (4.6), tendremos que y(t) =

y(gj) = 6—fp(x)d:c </ (J(Zlf) efp(x)d:c dr + K)

Para entender la estructura de la soluciéon que hemos obtenido podemos escribirla de forma

1 1
equivalente como y(z) = (o) (x)=b(x)f (x), donde se puede comprobar que b(x) = @ cumple
a(z a(z
1
que b1 da _p(@) = —b(x)p(x) = da + p(z) b(z) = 0. Eso quiere decir que b(z),

dr — (a(2))?dz  a(2) dx
que es uno de los factores de la solucion y(x) = b(x) f(x) de la ecuacion diferencial (4.6), es a
su vez solucion de la ecuacidn homogénea asociada (4.7), o sea, b(x) = yy(x) en la ecuacion

dyn
— =0.
0 +p(@) yn
De nuevo podemos comprobar que, resolviendo la ecuacién homogénea, tenemos:
d
S _p(x)de = Inyy(x) = — / p(2)dz + k = b(z) = yy(z) = Ce~ [ P@) (4.9)
Y

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial (4.6) se puede escribir como la solucion
de la ecuacion homogénea (4.7) multiplicada por una funcion f(x), o sea, y(z) = f(x)b(x) =
f(z)yu(z) = Cf(x) e/ P@de Fsta expresion se puede ver que tiene la misma estructura que
la solucion (4.9) de la ecuacion homogénea (4.7), en la cual lo tnico que se ha hecho ha sido
sustituir la constante C' por una funcion C(z) = Cf(z), con lo que tenemos que y(z) =
C(z) e~ /P = Por este motivo, este método de resolucion de las ecuaciones lineales de primer
orden (4.6) se denomina método de variacion de parametros, dado que lo tinico que hay que hacer
para resolver la ecuacion lineal de primer orden (4.6) es resolver en primer lugar la ecuaciéon
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homogénea (4.7) y permitir que la constante C' sea variable para llegar asi a la solucion de (4.6)
que obtuvimos anteriormente:

y(z) = ¢ I P@)de (/ q(z)el P dy 4 K) (4.10)

tcca

Vamos ahora a establecer el procedimiento practico que, basandose en la formulacion teori-
ca presentada en el apartado anterior, nos va a permitir resolver cualquier ecuaciéon diferencial
lineal de primer orden de forma sencilla.

Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

d
% + 2wy = 2ze™" (4.11)

con condiciones iniciales y(0) = 0. En este caso, las funciones que caracterizan esta ecuacion
. .2 2
segin la expresion (4.6) son p(z) =2z y q(z) = 2xe™"

El procedimiento que nos permitira resolver facilmente dicha ecuacion se basa en los si-
guientes pasos:

1. Resolvemos la ecuacion homogénea asociada: Obtenemos una funcion yy(z) que sea so-
lucion de la ecuacion homogénea asociada dada por la expresion (4.7)
dyn

WH | oy =0
dx+$yH

d
Por lo que S _ _opdy = Inyy = —2° + k= yy(z) = Ce ™
Y
2. Aplicamos el método de variacion de parametros: Sabemos que la solucién que nosotros
buscamos tiene la forma y(z) = f(x)yy(x), lo que significa que buscamos una solucion
similar a la de la ecuacién homogénea, pero suponiendo que la constante C' depende de
la variable independiente, de modo que tenemos y(z) = C(x)e " .
3. Sustituimos en la ecuacion diferencial lineal de primer orden inicial: Para encontrar la
forma de la funcion C(z) sustituimos la expresion y(z) = C(x)e™*" en la ecuacion dife-
rencial (4.11) y asi obtenemos

_edC

¢ dx

= 2z¢ " = C(z) = /21’0[1’ =2+ K
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por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es y(z) = (2% + K) e’

4. Imponemos las condiciones iniciales: Finalmente sustituimos las condiciones iniciales para
obtener la constante K, por lo que tenemos que y(0) = 0 = K = 0. Por tanto,

4.2.6. FEcuacion de Bernoulli
Descrnipedin:

Las ecuaciones diferenciales de Bernoulli son ecuaciones de primer orden, pero no lineales
en la variable dependiente. Sin embargo, se pueden reducir a lineales de primer orden mediante
un cambio de variable, como veremos posteriormente. Una ecuacion de Bernoulli se escribe de
la forma:

dy

o TP@)y(z) = q(2) (y(2))" (4.12)

con n # 0, 1. De modo que en este caso, la ecuacion queda caracterizada por las funciones p(z)
y q(x), y por el grado n de la variable dependiente y(x).

Se puede observar que si n = 0 la ecuacion (4.12) se reduce a una ecuacion lineal de primer
orden, mientras que si n = 1 dicha ecuacién se convierte en una ecuaciéon de variables separa-
bles. Ambos casos ya han sido estudiados anteriormente.

Resaluciin de las ecuacciones de Beruowlle: formaulaciin tedrica

Como hemos dicho anteriormente, una ecuacion de Bernoulli de la forma (4.12) se puede
reducir a una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma (4.6). Para ello tene-
mos que definir una nueva variable dependiente de la forma z(z) = (y(x))' ™", por lo tanto
dz  1—n dy
dr  (y(z))" dz

dy _ (y(x))" dz

— en la ecuacion (4.12) tendremos que:

Sustituyendo y(z) = (y(z))" z(z) y i

(y(z))" dz
1—-n dr +

p(x) (y(2))" z(z) = q(x) (y())"
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Simplificando dicha expresiéon podemos reescribirla como:

dz

T+ (L=n)p(z) 2(2) = (1 = n)q(x) (4.13)

por lo que tenemos una ecuacion diferencial lineal de primer orden en z(x) con funciones carac-
teristicas p(z) = (1 —n)p(z) y ¢(z) = (1 —n)q(x), que resolveremos siguiendo el procedimiento
descrito en la seccion 4.2.5

Resaluciin de ecuaaciones de Bernowlle: ejemplo prdctico
Vamos a describir los pasos necesarios para resolver una ecuacion diferencial de Bernoulli.

Supongamos que tenemos:

dy Yy 1 3 o
. S 1 4.14
d:r+:)s+1 2(93jL )y ( )

con la condicion inicial y(0) = 6.
Los pasos a seguir son:

1. Cambio de variable: Al tratarse de una ecuacion de Bernoulli de grado n = 2, haremos el

d 1 d
cambio de variable z(z) = (y(x))l_n = (y(a:))_1 = ~ @y

de ~ (y(x))? do

2. Sustitucion de la nueva variable en la ecuacion: Sustituimos en la ecuacion (4.14), por lo

que tenemos:
dz 1 1

GO g+’ (4.15)

3. Resolvemos la ecuacion lineal de primer orden: Resolvemos siguiendo los procedimientos
descritos para una ecuacion diferencial lineal de primer orden:

a) Resolvemos la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion (4.15)

dZH 1
ir pyi T 0z =0rl
. dz df
b) Buscamos una solucion de (4.15) de la forma z(z) = f(z)(x + 1):>d— :f—l—d—(x +1)
T x
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c¢) Sustituimos las expresiones anteriores en la ecuacion (4.15), obteniéndose:

(:c+1)%:%(x+1)3:>f(:c):%/(x+1)2dx:>f(x):é(x+1)3+K

1
Por lo tanto, z(z) = 5 (r+ D)+ K (z+1)

4. Deshacemos el cambio de variable:

6
(z+ D) +k(x+1)

y(r) =

5. Imponemos las condiciones iniciales: Sustituimos las condiciones iniciales para obtener la
constante de integracion k:

Por lo tanto,




Capitulo 5

Las ecuaciones diferenciales en Biologia
Modelos basicos de crecimiento de una poblacién

5.1. Introduccion

Uno de los aspectos importantes de la Biologia es el estudio de poblaciones de organismos
con capacidad de reproducirse. Por ello, resulta de especial interés saber cual es la variacion de
individuos de la poblacién, o sea, la variacion del nimero de efectivos, en funciéon del tiempo.
El estudio de estos procesos se denomina dindmica de poblaciones.

Para saber como evoluciona una determinada poblacién es necesario conocer o suponer c6mo
varia el namero de efectivos de dicha poblacion (ecuacion diferencial que rige el comportamiento
del ntimero de efectivos) y tener datos del nimero de individuos que componen dicha poblacion
en un instante determinado (condiciones iniciales).

Si definimos una funcién, y(t), que describe el nimero de efectivos, la variacion del nu-
mero de individuos de dicha poblacién en funcién del tiempo vendré descrita por la derivada
y'(t) = a

dt
En muchas ocasiones, la variaciéon del nimero de efectivos se expresa en forma relativa vy,

por lo tanto, la funciéon que describe el comportamiento sera la tasa de crecimiento per cdpita
o wstantdnea, esto es:

~—

ko =2 5.1)

Esta tasa de crecimiento junto con las condiciones en un tiempo inicial ¢, esto es, y(to) = yo,

99
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nos permite formular el problema mediante una ecuaciéon diferencial con condiciones iniciales:

d
{ L) = k(b)) 52)
y(to) = yo

Vamos a describir en las secciones siguientes diversos modelos de dindmica de poblaciones
que resultan de especial interés en Biologia.

5.2. Modelos de crecimiento no acotado

5.2.1. Modelo de Malthus

El modelo que se presenta a continuacion fue introducido por el demoégrafo Thomas Robert
Malthus en su Ensayo sobre el principio de la poblacion en 1798. En dicho ensayo afirmaba que
la poblacion tiende a crecer con progresion geométrica, lo cual significa que la tasa de crecimien-
to instanténeo es constante, k(t) = k, y estariamos ante un sistema en el cual el crecimiento de
la poblacion seré proporcional al niimero de individuos.

Esto corresponde a poblaciones en las cuales no existen factores externos que alteren su

crecimiento. Estas consideraciones unidas a unas condiciones inciales en un tiempo inicial %,
que para simplificar consideraremos ty = 0, nos llevan a un problema de la forma:

dy
y(0) = yo

Resolviendo la ecuaciéon diferencial, por el método de separaciéon de variables descrito en la
seccion 4.2.1, tendremos que:
Y t
—y:k:/ dt;»ln<ﬁ) — kit =
v Y 0 Yo

= y(t) = yoe™ (5.3)

Este modelo que describe el crecimiento exponencial de una poblaciéon se conoce como mo-

delo de Malthus.

Dependiendo de que el parametro k sea positivo o negativo obtenemos poblaciones cuyo
numero de individuos crece o decrece, respectivamente, de forma exponencial (Fig. 5.1).



5.3 Modelos de crecimiento acotado 101

L k<0 k>0

y(t)
y(t)

-1/k l)k

Figura 5.1: Modelo de Malthus con parametro k y poblacion inicial yq

5.3. Modelos de crecimiento acotado

5.3.1. Introducciéon

En general, no es razonable suponer un crecimiento de la poblacién como el descrito por el
modelo de Malthus. Es mas realista introducir algin factor externo que suponga un freno en el
crecimiento, por ejemplo, la existencia de depredadores que reduzcan el nimero de individuos
de una poblacién, la limitaciéon de los recursos alimenticios, el confinamiento espacial de la
poblacién, etc.

Teniendo en cuenta estas limitaciones que pueden aparecen en el crecimiento de una pobla-
cion, vamos a describir a continuaciéon una serie de modelos cuyo crecimiento esta acotado y
que fueron propuestos para describir sistemas mas realistas que el descrito con un modelo de
Malthus.
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5.3.2. Modelo logistico o de Verhulst
9 5 : .t

El modelo logistico fue propuesto por Pierre Francois Verhulst en 1838 para describir la
evolucion de una poblacion cuyo crecimiento es exponencial al principio (como en el caso del
modelo de Malthus), pero que al cabo de un tiempo aparece la competicion entre los miembros
de la poblacion por los recursos existentes (lucha intraespecifica), frenando el crecimiento y
alcanzando una cota en el namero de efectivos.

Este modelo describe bien poblaciones confinadas en un entorno en el cual el alimento dis-
ponible esta limitado. También sirve para describir, por ejemplo, el crecimiento en el namero de
células de un embrién, que inicialmente es exponencial, pero posteriormente dicho crecimiento
se va frenando y alcanza un maximo determinado por el hecho de que el feto esta confinado en
un espacio fisico limitado. Otro ejemplo al cual se puede aplicar el modelo de Verhulst es en el
estudio de una poblacién confinada en un espacio limitado, ya que si bien inicialmente el creci-
miento es exponencial, después se va frenando y alcanza una cota en el nimero de individuos
cuando se llega a una densidad maxima permitida por la limitacion fisica del espacio disponible.

Z .2 z 2 :.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, la tasa de crecimiento instantanea de este tipo de
poblaciones tendré un término constante que describira el crecimiento inicial de la poblacién, al
igual que sucede en los sistemas malthusianos, y otro término negativo que frenara el crecimiento
de la poblaciéon de forma proporcional al nimero de individuos existentes en la poblacion. Por
lo tanto, la tasa instantdnea de crecimiento se podra escribir de la siguiente forma:

L — k1) = = 0l

()

Asi pues, la ecuacion diferencial que describe el modelo de Verhulst, también denominada
ecuacion logistica sera:

/0 =ru(o) (1= 1) (5.4

Los parametros que describen un modelo de Verhulst o logistico son:
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1. La tasa de crecimiento, r: describe el crecimiento en la fase exponencial. Podemos ver
que el primer término de la ecuacion diferencial, r y, define un crecimiento proporcional
al nimero de individuos (al igual que sucede en el modelo de Malthus).

2. La capacidad de carga o de persistencia, K: representa el niimero de individuos que puede
soportar un entorno sin sufrir un impacto negativo. Se puede ver en la ecuacion (5.4)

. r .. ,
que su segundo término, 17 y?, frena el crecimiento y, cuando se alcanza un namero de

individuos tal que y(t) = K, el crecimiento se anula (y'(t) = 0).

Ley logistica. Soluciin de la ecaacidn logéistica

Para obtener el comportamiento de una poblacién que se rige segin una ecuaciéon logisti-
ca, debemos resolver la ecuacion (5.4). Para ello podemos aplicar el método de separacion de
variables (descrito en la seccion 4.2.1) o el método de resolucion de ecuaciones diferenciales de
Bernoulli (descrito en la seccion 4.2.6). Aplicando, por ejemplo, el método de separacion de
variables tenemos que:

dy 1/1 1 1 Y Y

Y st (it — Ndy=dt=> -1 —t4+C = — Aet =

ry(1— L) T(yﬂ(_y) Y : “(K ) UK ‘
AKem AK

= Yy = =
Yo 14 Aet ~ Agert

Si imponemos la condicion inicial y(0) = yo obtenemos que A = , por lo tanto, la

solucion de la ecuacion logistica sera:

_ yo K
Yo + (I —yo) et
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y(t)

K/2

1 K-y,
+ A )

Figura 5.2: Modelo logistico con tasa de crecimiento r y capacidad de carga K

Audliscs de la ley logéstica

Vamos a estudiar el comportamiento de una poblacion que sigue una ley logistica.

En primer lugar, podemos ver que cuando transcurre mucho tiempo la poblacion se estabi-
liza, alcanzando un cota dada por la capacidad de carga del sistema, K, ya que th’m y(t) =K
—00

También podemos ver que para tiempos muy pequenos, podemos aproximar:

(t) = yo K oy Ket yo K e oy Ket oy Ke
J Yo + (K —yo) e yoe"t—l—K—yONyO(lert)jLK—yo K+y0rtN K
= y(t) = yoe""

Por lo tanto, en instantes iniciales el crecimiento es exponencial como en un modelo de
Malthus.
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Ademas podemos ver que la poblacién nunca se extinguira, puesto que y(t) # 0 para cual-
quier ¢ > 0.

Para analizar si la funcion de efectivos tiene maximos o minimos locales, estudiamos cuando
/ —
y'(t) =0

/ o 1 o y=20
y(t)—0:>7’y<1—?y =0= y= K

Sin embargo, la soluciéon y = 0 no es posible puesto que sabemos que la poblacién nunca se
extinguira y la solucién y = K significa que se alcanzard un crecimiento nulo cuando se llegue
al tope poblacional K y esto solo sucedera a ¢ — oco. Por lo tanto, podemos asegurar que la
funcion de efectivos y(t) de un modelo logistico no tiene méximos ni minimos locales.

Como consecuencia de esto tendremos que 0 < yo < y(t) < K, por lo que y/(t) > 0 para
todo ¢ > 0, asi que la funcion de efectivos y(t) seré estrictamente creciente.

El momento de méximo crecimiento de un modelo logistico correspondera al instante en que
y'(t) sea maximo, y esto sucedera cuando y"(t) = 0

/ T 2 " / 2r / 2 2 1
H=ry——y*=y"(t) = t)— —yy = 1— = 1——
yt)=ry Ky vt =ry(t) Kyy ry( Ky)< Ky)

Tendremos que y”(t) = 0 en tres instantes: (a) cuando y = 0, que sabemos que no es una
solucion posible puesto que la poblacién no se extingue nunca; (b) cuando y = K, que corres-
ponde a un minimo en el crecimiento y a un méaximo en el niamero de efectivos (que se alcanza

cuando t — 0o y tiende a la asintota y = K); vy, (¢) cuando y = 5 aue corresponde al punto

de méaximo crecimiento (y es un punto de inflexion de la funcion de efectivos).
Dicho punto de maximo crecimiento sucederd en un instante, que denominaremos t,,, en el

que se cumplird que — = Yo K -
2 y0—|—(K—y0) e~ Tlm

1 K —
tm:—ln< yo)
r Yo

K
También se puede ver que en el intervalo 0 < y < 5 la funcion y” es positiva, por lo tanto la

, por lo tanto:

K
pendiente de y/(t) sera creciente (funcion concava). Sin embargo, en el intervalo — < y < K la
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funcion y” es negativa, lo que significa que la pendiente de /() es decreciente (funcién convexa).

Con todos estos datos podemos dibujar la ley logistica, cuya representaciéon podemos ver en
la Figura 5.2.

5.3.3. Modelo de Gompertz
Tntrodeucciin

El modelo que vamos a tratar a continuacion fue propuesto por Benjamin Gompertz en
1825 para describir la mortalidad humana en edades adultas y es usado actualmente por mu-
chas companias de seguros para el calculo de los costes de los seguros de vida. También describe
con bastante buena aproximacion el crecimiento de los tumores, que representa un problema
de desarrollo de una poblacién en un espacio confinado.

La idea fundamental de este modelo se basa en que la tasa instantanea de crecimiento de
la poblacién disminuye de forma exponencial con el tiempo o, de forma equivalente, que la
mortalidad crece de forma exponencial con la edad.

Ecuacidn de Gompernty

Teniendo en cuenta lo expuesto en el apartado anterior, dado que la tasa instantanea de
crecimiento debe disminuir de forma exponencial con el tiempo, propondremos una ecuaciéon
diferencial de la forma:

vt o
O k(t)=re (5.6)

con a,r > 0.

La ecuacion (5.6) se puede resolver usando el método de separacion de variables descrito en
la seccion 4.2.1.

T ,—at

/t d
y'(t) —at o W gy Iny = et oo y(t) = Ke™a*
a

vt Ty
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K=y, e*

K/e

L)

Figura 5.3: Modelo de Gompertz

Si imponemos las condiciones inciales y(0) = yo, podemos ver que K = yoeg, por lo que la
funcion de efectivos de Gompertz seréa:

y(t) = Ke a® " = ygeall =™ (5.7)

Si analizamos el modelo de Gompertz podemos ver que tiene un comportamiento asintético
a tiempos grandes, tendiendo a K, th y(t) = K, por lo que K representa, al igual que en
—00

modelo logistico, el tope poblacional.

También se puede ver que la funcion y(¢) descrita en la ecuacion (5.7) presenta otra asintota
horizontal cuando ¢t — —o0, ya que tlim y(t) =0
——00

Con todo esto, podemos ver que hay un crecimiento lento al principio y al final de la curva.
Sin embargo, la aproximacion a la asintota inferior (y = 0) es mas réapida que la de la asintota
superior (y = K), en contraste con el comportamiento de la ley logistica que es simétrico. La



108 Las ecuaciones diferenciales en Biologia

forma de la curva del modelo de Gompertz se puede ver en la Figura 5.3.

En el modelo de Gompertz no hay maximos ni minimos locales, ya que 3/(t) # 0 para todo t,
ni tampoco se extingue la poblacion a tiempo finito (y(t) # 0 para todo t), al igual que sucedia
con el modelo logistico.

Igual que en el modelo logistico, en el de Gompertz también hay un instante t,, en el que
la velocidad de crecimiento es méxima (punto de inflexion). Esto sucede cuando y”(t,,) =0 =

1 r
yrem —ryaetn =0=rye*m(rem —q)=0=re " —a=0=1t,=—In (—)
a \a
e

= y(tm) = —

. . . . . _Tre—at _r
En dicho instante el nimero de efectivos serd y(t,,) = Ke ¢ ™ = Ke a®
e

Se puede comprobar también que la ecuacion diferencial (5.6) que describe el modelo de
Gompertz, se puede reescribir, teniendo en cuenta la forma de la solucion (5.7), de la siguiente

forma: y'(t) = ay(t)In (ﬁ)

5.3.4. Modelo de von Bertalanffy
9 3 : .t

El siguiente modelo de interés en Biologia fue desarrollado por Ludwing von Bertalanffy
a principios de la segunda mitad del siglo XX para describir el tamano de los individuos de
una poblacion de peces en funcién de su edad. En general, describe bastante bien la evolu-
cion de la talla de una poblacién con la edad (a partir de lo cual se puede describir también
la evolucion de la masa corporal con la edad), de modo que el crecimiento es réapido al prin-
cipio y posteriormente va disminuyendo dicho crecimiento hasta que en el limite ¢ — oo es nulo.

Ecuacidn de von Bertalanfly

Ludwing von Bertalanffy constaté empiricamente que si denominamos () a la talla de un
individuo en funcion de la edad ¢t y K es la talla méaxima que alcanzan los individuos de dicha
poblacién, se puede ver que:

y(t) = K (1 —e70710) (5.8)
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K 77777777777777777777777777777777777777777777777
=
Yo
—
t
Figura 5.4: Modelo de von Bertalanffy
donde t = —t; es un hipotético tiempo negativo (anterior al instante inicial) en el cual la talla

seria cero. Dicho ¢y no tiene ningin significado real. Si denominamos por y(0) = y, la talla de
los individuos al nacer, podemos ver que yo = K (1 — €") y, por tanto, reescribir la ecuacion
(5.8) como:

y(t) = K — (K —yp)e "

Con la ecuacion descrita en el modelo anterior, podemos comprobar que la evolucion de la
talla en funcién del tiempo se puede describir con la ecuacion diferencial:

y'(t) =r (K —y(t) (5.9)

lo que nos muestra que el crecimiento, y'(t), es grande cuando la talla, y(t), es pequena y que
dicho crecimiento se anula cuando se alcanza la talla maxima de los individuos de la poblacion,
K. Por lo tanto, la tasa instantanea de crecimiento sera:
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VO _ ey = (ﬁ - 1)

y(t)

La forma de la funcién que describe la talla de un individuo con la edad, enunciada en la
ecuacion (5.8) se puede ver en la Figura 5.4.

En este caso se puede observar también que la funcién de efectivos es siempre creciente
(y'(t) > 0 para todo t) y que no se anula nunca (y(t) # 0 para todo t > 0).

5.4. Aplicaciones

Vamos a ver a continuacion algunas aplicaciones de los modelos explicados en este capitulo
y en el anterior al campo de la Biologia.

Eremplos:
1. Desarrollo de epidemias: Vamos a ver dos casos generales de desarrollo de epidemias.

* Modelo SI: Supongamos un modelo sencillo en el que una poblacion de N individuos
esta sometida a un agente infeccioso (por ejemplo, un virus) con una tasa especifica
de contagios a. Suponiendo que la poblacién no queda inmunizada ni tampoco se
recupera de la infeccion pero no fallecen, podemos dividirla entre personas infectadas,
I, y personas sanas, S (y, por tanto, susceptibles de enfermar). Este modelo se
denomina modelo SI puesto que los individuos de la poblaciéon pueden pasar del
estado sano (S) al estado infectado (I). Esta situacion se puede describir mediante
un diagrama de flujo en el que se representan los distintos estados de la poblacién
(sanos e infectados) y los distintos flujos de individuos que modelizan los cambios
de un estado a otro de los individuoas de la poblacién. Dicho diagrama de flujo, en
este caso, sera de la forma:

aS |
N
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La ecuacién que rige la propagacion del agente infeccioso sera

dl
a—OKS]

ya que cuantos mayor sea el nimero de enfermos mayor sera el ritmo de contagio y
cuanto mayor sea el niimero de gente sana también sera mayor el ritmo de contagio.
Como ademés se cumple que N = [ + S, podemos escribir

dI I 1
E_OJ(N—J):,E_@NJG—NJ)

asi que vemos que el desarrollo de un modelo de epidemia sencillo se puede describir
con un modelo logistico en el cual la tasa de crecimiento es r = a/N y la capacidad
de carga o tope poblacional es K = N.

Este modelo se puede complicar anadiendo otras opciones como un ntmero de in-
dividuos no constante en el tiempo, la existencia de inmunidad, etc., dando lugar a
sistemas de ecuaciones diferenciales.

Modelo SIS: Consideremos ahora que en la epidemia descrita anteriormente hay una
cierta tasa de recuperacion de los individuos enfermos, (3, que indica la proporciéon
de los individuos infectados que vuelven a estar sanos (y que, por lo tanto, pueden
volver a infectarse) por unidad de tiempo. En este caso, no solo habra un flujo
de individuos de sanos a infectados, sino también habra un trasvase de individuos
infectados a sanos. Por lo tanto, el diagrama de flujo sera de la siguiente forma:

aS |
N

\_/

g

Este modelo se denomina modelo SIS puesto que hay un paso de sanos (S) a infec-
tados (I), los cuales, posteriormente, vuelven a sanos (S).

La ecuacién de la propagacion de la epidemia sera, en este caso:
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dl
T oS-I
7 aS 15}

Utilizando, de nuevo, que el nimero de inviduos de la poblacion, N, es constante y
que N = S + I, tendremos que:

dl dl o dl 1
E_QI(N I) ﬁ]éa—(aN B —al :>dt—(aN 5)](1 N §]>

Por lo tanto, también es un modelo logistico, pero ahora la tasa de crecimiento

esr = alN — [ y el tope poblacional es K = N — é De modo que si la tasa de

recuperacion 3 es grande comparada con la tasa de (:Oé)ntagio a, el tope poblacional
seré pequeno. Por el contrario, si la tasa de recuperacion [ es pequena comparada con
la tasa de contagio «, el tope poblacional se acercara al nimero total de individuos
de la poblacion, N.

2. Epidemia de gripe: Considerar el caso de un estudiante portador de un virus de gripe

que regresa a un campus universitario aislado en que hay 100 estudiantes. Suponiendo
que no hay fallecimientos ni recuperaciones, vamos a escribir la ecuaciéon diferencial que
describe la situacion y la soluciéon general. Posteriormente vamos a determinar el ntimero
de estudiantes contagiados al cabo de 6 dias si se sabe que al cuarto dia habia 35 enfermos.

En este ejemplo, al igual que en el primer caso del anterior, estamos tratando con un
caso de desarrollo de una epidemia, donde el contagio se produce por contacto entre una
persona sana y una infectada, por lo que la ecuaciéon diferencial que describe el ntimero
de enfermos sera

siendo v un parametro conocido como tasa de contagio.

Como en este caso hay una poblacion total de 100 individuos tendremos que S = 100 — 1,
asi pues, la ecuacion seré

dl 1
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Esta ecuacion representa un modelo logistico con tope poblacional K = 100 y parametro
r = 100c. Como el nimero inicial de enfermos es Iy = 1, la soluciéon del modelo es:

1) = K1, B 100
I+ (K —Ip)e ™ 1+ 99e100at

Sabiendo que al cuarto dia hay 35 enfermos tendremos que 1(4) = 35 por lo que:

— 35. o 100-35 == —1In [ 2277

35 = T 99eio0a 400

) = 0.00994

Con este valor de la tasa de contagio o« = 0.00994 podemos calcular el ntimero de enfermos
al cabo de 6 dias:

100

1(6) = 1 9901000009046 79.7 ~ 80 enfermos

3. Modelo de Malthus: Una poblacion se rige por una ley de Malthus, o sea, si P(t) es la
poblacion en el instante ¢, entonces P'(t) = kP(t). Si la poblacion se duplica en 2 anos,
jcuanto tardara en triplicarse? ;y en cuadruplicarse?

Como es un modelo de Malthus, tendremos que P(t) = P(0)e**. Ademas, como se duplica

en dos anos, tendra que cumplirse que e?* =2 =k = =In2

Si queremos averiguar, cuanto tarda en triplicarse la poblaciéon, buscaremos un tiempo t3
2In3

en el cual se cumpla que P(t3) = 3P(0) = P(0)es = t3 =

Si ahora calculamos el tiempo ¢4 en el cual se cuadruplica la poblacién, tendremos que

= 3.17 anos.

4. Modelo logistico: Una poblacion de bacterias, y(t), crece en funcion del tiempo medido
en horas, siguiendo una ley logistica. Inicialmente el ntimero de individuos es 100 y el
maximo que puede soportar el medio es 105. Sabiendo que al final de la primera hora la
poblaciéon alcanza 120 efectivos, calcular el nimero de efectivos transcurridas 4 horas y el
tiempo necesario para alcanzar la mitad de la capacidad del sistema.

Como el comportamiento de la poblacion sigue una ley logistica, tendremos que se cumple
Ky
que y(t) = =
) Yo+ (K —wyo) e 14 (K —1) et
Yo

10°

14999t
y(1) = 120, podemos deducir de la expresion anterior que r = 0.183.

Tomando yo = 10> y K = 10°, tendremos que y(t) Imponiendo ahora que



114

Las ecuaciones diferenciales en Biologia

10° .
= W ~ 207 individuos.

Para analizar cuando se alcanza la mitad de la capacidad, esto es, el instante ¢ para el cual

K 10 10° 10°
lg{;:) =5 =5 tendremos que despejar t de la expresion 5 = T3 999c0 8% =1t~38 ho-

Con estos datos, al cabo de 4 horas tendremos y(4)

Andlisis de un modelo logistico: Sabiendo que una poblacion y(t), que sigue un modelo
logistico, tiene el maximo crecimiento en el instante t = 6 y que, en dicho instante, la
tasa instantanea de crecimiento es k(6) = 0.383 y el ntimero de efectivos es y(6) = 5000,
calcular los parametros que definen el modelo, esto es, el tope poblacional K, el niimero
inicial de individuos g y el pardametro r.

Como es un modelo logistico, el instante de méximo crecimiento coincide con un nu-

mero de efectivos igual a 5 Y ademés, como la tasa instantanea de crecimiento es
1
k(t)=r (1 — ?y), tendremos que:

K
y(6) = = = 5000 = K = 10000 individuos

1 K
k(6) =r (1 - ??) = 0.57 = 0.383 = r = 0.766
- , . .. . - Kyo
Utilizando ademas la expresion de la funcion de efectivos y(t) = - pode-
Yo+ (K —yo)e™"

mos obtener el ntimero inicial de efectivos:

K Kyo 6 6 . B
6) = — = = Ke 6 — T — Oy = (1 r Kt =
y( ) 2 Yo + (K — yo)e—ﬁr Yo + e Yo€ Yo ( +e )yO e
e or o—6:0.766 o
Yo = T ool = T e07es 10000 = yo = 100 individuos

Modelo de von Bertalanffy: El crecimiento de una planta responde al modelo de von Ber-
talanffy. Se sabe que la altura méaxima que puede alcanzar es 40 centimetros y que la
altura a los 50 y a los 100 dias de comenzar las mediciones es 37.3 y 39 centimetros,
respectivamente. Encontrar la ley de crecimiento de dicha planta y su talla en el instante
t =0 en el que se comenzaron las mediciones.

Puesto que la planta sigue un modelo de von Bertalanffy, sabemos que su tamano L(t)
seguird una funcion L(t) = L,, — (L,, — Lo)e™"", donde L,, es su tamatno méaximo, por lo
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que L,, =40 cm, y Ly su tamano en el instante inicial ¢t = 0.

Como L(100) =39 cm y L(50) = 37.3 c¢m, tendremos que:

L(100) = 39 39= 40— (40— Lo)e " | d0—Lo= €\ g
L(50) = 37.3 37.3= 40 — (40 — Lg)e 50" —9

1
r= =0 In2.7=r=0.0198

Ly = 40 — 0000198 — 7" — 39 76 cm

7. Administracion de un medicamento: Vamos a considerar ahora la administracion de un
medicamento mediante perfusion continua (gota a gota). En este caso, tenemos que tener
en cuenta tanto el suministro del medicamento como la eliminacién del mismo por el
filtrado en los rinones. Esta eliminacion se produce de manera proporcional a la cantidad
de medicamento presente en el organismo o, lo que es lo mismo, a tasa constante. De este
modo, si suponemos que se suministra a un ritmo de 15 mg/h y se elimina con una tasa
de 3 h™1, la ecuacién que describe la evolucion de la cantidad de medicamento presente
en el organismo y(t) sera:

dy
7 15— 3y(t
o =1 3y(t)

Esta ecuacion se puede reescribir como ¢y’ = 3(5 —y), lo que representa un modelo de von
Bertalanffy con tope K = 5 mg y parametro r = 3 h™!. Ademaés, como la cantidad de
medicamento en el organismo en el momento inicial es nula, y(0) = 0, tendremos que la
solucion de la ecuacion es:

yt) =K — (K —yp)e ™ = y(t) =5 — 53 =5(1 —e™ )

8. Modelo de Gompertz: Comprobar que un modelo de Gompertz que sigue una ecuaciéon di-
ferencial de la forma i’ = rye= tiene como solucion y(t) = Ke <« " con K = ypee y ade-

mas dicha solucién satisface también una ecuacion diferencial de la forma 3’ =ayIn (—
Y

Puesto que la solucion del modelo de Gompertz presentado es y(t) = K e~ a¢ " tendremos
: / —Te—at r —at —at :
que, derivando, ¢y’ = Ke™ <——> e”"(—a) = rye”*, por lo tanto se cumple la primera
a
ecuacion diferencial.
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Vamos a comprobar ahora que también cumple la segunda, para lo cual sustituimos y(t)
en el segundo miembro de la ecuacion:

K K r . ,—at
y/ = ay ln <—) =ay ].Il <77‘at> =ay ln (ege ) — Tye—at — y/
Y Ke™a*

Por lo tanto y(t) también satisface la segunda ecuacion diferencial.

Estudio del crecimiento de una poblacion: Supongamos una poblacion cuya tasa de creci-
miento instananea es proporcional al tiempo y al ntiimero de efectivos. Calcular la evolu-
cion del nimero de efectivos sabiendo que en el instante inicial habia 40 individuos y en
t = 4 habia 8 individuos. Analizar el comportamiento a la larga.

Puesto que la tasa instantanea de crecimiento es proporcional al tiempo y al ntiimero de

efectivos, tendremos que:
/

k(t) = v _ aty = ' = aty?
Yy

Resolviendo por el método de separacion de variables, tendremos que:

/ ‘/tﬁ:——:——+C:M) C2m2

Imponiendo las condiciones y(0) = 40 e y(4) = 8, tendremos que:

2 1 2 40
0)=40= - =40=C = — = y(t =
u(0) C 20~ YW= TR T T 20
2 1
y(4) 8:>1—32Oa 8 = 320 =5 = « %0
40 160
Por lo tanto, y(t) = T t2 =y(t) = T p

Estudiamos ahora el comportamiento de esta poblacion.

En primer lugar, hay que analizar si es posible una extincién a tiempo finito, o sea,

yt)=0=> —— g = (0. Como no existe ningtn valor de t que satisfaga esta ecuacién po-

demos afirmar que no hay extinciéon a tiempo finito.
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Analizamos a continuacion el comportamiento a la larga de la poblacion:
) , 160
My =i e =

Por lo tanto, se produce la extinciéon de la poblaciéon a la larga.

Podemos estudiar ahora si existe algiin punto critico en la evolucion de la poblacion, esto
es, algin maximo o minimo en el nimero de efectivos. Para ello calculamos los instantes
de tiempo en los que la derivada del nimero de efectivos se anula:

1 t=0
') =0= aty? = ——ty*> =0 =
y'(t) aty 0t y =0

Asi pues, en el instante inicial y en el instante en que se extingue la poblacion tendremos
puntos criticos, que corresponderan a un maximo en ¢ = 0 y un minimo en t — oo (y = 0).
La funcion de efectivos es siempre decreciente, puesto que y' = aty® = —%tgf < 0 para

todo t > 0. Por lo tanto, en algtin instante antes de la extincion se producira un punto de
inflexion en la evolucion del ntmero de efectivos, dicho instante correspondera a y” = 0.
Asi que el punto de inflexiéon se produciré cuando:

y' =0=(aty?) =0=2atyy’ + oy’ =0 = ay(2ty’ +y)=0=2ty + y=2t(aty?) + y=0=

—1 44 2
20t +y=0=>t* = — = -t =
anyy 2ay 4 V3
. , . ) 2 160 e
En este instante el nimero de efectivos sera: y(—) = 7 = 30 individuos
\/§ 4+ 3
En t = 7 unidades de tiempo se producird un punto de inflexién en la evolucion del

numero de efectivos, que es siempre decreciente. Esto quiere decir que en ese instante la
velocidad a la que decrece la poblacion es, en valor absoluto, méxima, o sea, 3’ es minima
(|y'| méxima).



118

Las ecuaciones diferenciales en Biologia

10.

45

y(t)

Cultivo de bacterias: Considerad un cultivo de bacterias que crece con una tasa instanta-
nea del 100 % a la hora (duplica su poblaciéon cada hora) en ausencia de luz ultravioleta.
Suponed que dicha bacteria es sensible a los fotones de luz ultravioleta, de modo que cada
5 fotones que recibe el cultivo se destruye un individuo de la poblacion. Si el cultivo es
sometido a luz solar desde el amanecer y el niimero de fotones que recibe crece cuadrati-
camente con el tiempo, siguiendo la funcion ¢(12 —¢) (medido en millones de fotones a la
hora y siendo t el tiempo transcurrido desde que amanece), analizad si por efecto de la
luz solar se destruye completamente el cultivo antes del momento de maxima radiacion
ultravioleta del dia (6 horas después del amanecer). Considerad que al amanecer habia
una poblacion de 1 millon de bacterias.

La ecuacion diferencial que rige el crecimiento de la poblacion de bacterias (en unidades
de millones de bacterias) es 3y’ =y — 0.2t(12 — t), ya que el numero de fotones a la hora

(en millones) es t(12 — ) y se mata una bacteria cada 5 fotones, asi que el nimero de

£(12 — t)

bacterias matadas a la hora sera . Ademés, las condiciones iniciales son y(0) = 1.

Resolvemos la ecuacion diferencial, que es lineal de primer orden, empezando por la re-
solucion de la ecuacion homogénea asociada:

d d
ﬂ:yH:>/£:/alt:>lnyH:t%—C':>yH:Aet
dt Y
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11.

Proponemos como solucion de la ecuacion diferencial y(t) = A(t)e! = ' = Alet + Ael y
sustituimos en la ecuacion diferencial para obtener A(t):

Alet+Aet = Ae' —0.2t(12—t) = A’ = —02t(12—t)e ' = A(t) = —0.2 [ t(12—t)e 'dt =
2(1+t—0.1t)e~" + C, donde hemos resuelto la integral mediante integraciéon por partes.

La solucién general de la ecuacion diferencial es: y(t) = Ce' — 0.2t + 2t + 2
Imponiendo las condiciones iniciales y(0) =1=1=C+2=C = -1

Asi que la solucion particular con condiciones iniciales serd: y(t) = 2 + 2t — 0.2t? — ¢

Para saber si se ha destruido completamente el cultivo a las seis horas del amanecer
calculamos y(6) y obtenemos:

y(6) =2+2-6—-0.2-6%—e®=-397<0

Por lo tanto, la poblacion de bacterias se habra extinguido antes del mediodia.

Interaccion entre poblaciones de microorganismos: Consideremos x(t) el nimero de efec-
tivos de una poblacion de microorganismos A, cuya velocidad de crecimiento es constante
e igual a 200 microorganismos/hora. Calculad la funcion de efectivos x(t) de dicha pobla-
cion, sabiendo que en el instante inicial hay 500. En el mismo entorno se introduce en el
instante t = 0 otra poblaciéon de microorganismos B que en ausencia de los anteriores pre-
senta una tasa de decrecimiento de —2. Sin embargo, la presencia de los microorganismos
A favorece la velocidad de crecimiento de B de forma proporcional a z(t) (con constante
de proporcionalidad 1). Si denominamos y(t) al nimero de efectivos de la poblacion B,
calculad y(t) sabiendo que en el instante inicial habia 1000 efectivos de la poblacion B.
Analizad si la poblacion B presenta algiin méaximo o minimo en su evolucién y analizad
su comportamiento a la larga.

La ecuacion diferencial que describe el comportamiento de la poblacion A y su corres-
pondiente funcion de efectivos, obtenida mediante la resolucién de la ecuacion diferencial,
son:

2/ (t) = 200 = x(t) = [ 200dt = 200t + C

Imponiendo las condiciones iniciales z(0) = 500 tendremos que 500 = C, por lo que la
solucion particular es z(t) = 200t 4+ 500

La ecuacién que describe el crecimiento de la poblacion B sera:
y'(t) = —2y(t) + z(t) = y'(t) = —2y(t) + 200t + 500
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Resolvemos la ecuacion diferencial sabiendo que es una ecuacion lineal de primer orden
y'(t) + 2y(t) = 200t + 500, para lo cual resolvemos primero la ecuaciéon homogénea:

dyn

= —/2dt = Inyy = -2t + C = yy(t) = Ae
Y

Yy +2yg = 0= /
Proponemos como solucién de la ecuacién completa una expresion de la forma:
y(t) = A(t)e ™ =y = Ale™ — 2472

Sustituimos en la ecuacion diferencial:

Ale 2 — 2472 1 2472 = 200t + 500 = A(t) = 100 /(2t + 5)e*dt

1
Calculamos la integral por partes, tomando u = 2t4+5 = du = 2dt y dv = e*dt = v = éezt

por lo que: A(t) = 50(2t + 5)e* — 100/e2tdt = 100(t + 2)e*" + C
La solucién general de la ecuacion diferencial sera: y(t) = A(t)e 2" = 100(t + 2) + Ce™*

Imponemos las condiciones iniciales y(0) = 1000 = 1000 = 200 + C' = C = 800, por lo
tanto: y(t) = 100t + 200 + 800e~*

Para analizar si la poblaciéon B tiene maximos o minimos estudiamos cuando la primera
derivada se anula:

y' = 0= 0= —2y + 200t + 500 = —200t — 400 — 16002 + 200t + 500 = 0 = 16e~2 =
1=¢1=05In16 =2In2 = 1.386 horas.

Calculamos el ntumero de efectivos en ese instante:

y(2In2) = 100 - 21n 2 + 200 + 800e~*1"2 = 250 + 200 1n 2 ~ 389 individuos < y(0) = 1000
individuos.

Por lo tanto, en t = 1.386 horas tenemos un minimo en el nimero de efectivos, con 389
individuos.

A la larga vemos que th’m y(t) = tlim (100t + 200 + 8006_%) = 00, por lo que la poblacién
—00 —00

crece indefinidamente.

Y
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12. Conservantes alimentarios: En la industria alimentaria es importante controlar el creci-
miento de microorganismos nocivos, para lo cual se utilizan conservantes. Consideremos
un alimento en el cual, sin uso de conservantes, la poblacién de microorganismos nocivos
creceria sin problemas de espacio ni alimento, con una tasa instantanea del 50 % al dia.
Si se anade un conservante que hace el efecto de una toxina sobre los microorganismos,
matandolos cuando entra en contacto con ellos, y la letalidad v de dicho conservante es tal
que cada gramo es capaz de matar cada dia al 10 % de los microorganismos presentes en el
alimento, jcuantos gramos de conservante hay que anadir al alimento para que el nimero
de microorganismos se mantenga constante (ni crezca ni decrezca)? Suponed ahora que
en el instante inicial se anaden 10 gramos de conservante, pero con el paso del tiempo
dicho conservante se degrada de modo que la evolucion de la cantidad de conservante (en

10
gramos) presente en el alimento sigue la funcion N(t) = ] (con el tiempo medido en

dias), escribid la ecuacion que describe la evolucion del nimero de microorganismos y
analizad si habra algiin momento en el que el nimero de microorganismos presentes en el
alimento sea minimo.

La ecuacion diferencial que rige el crecimiento de la poblaciéon de bacterias es:
y' = 0.5y — 0.1Ny

donde N es el nimero de gramos de conservante. Para que no crezca la poblacion de
bacterias tiene que cumplirse que ¢y’ = 0 = (0.5 — 0.1N)y = 0 = N = 5 gramos. Si
en el instante inicial hay 10 gramos y la funciéon que rige la evolucién de conservante es:

0
N(t) = 1 la ecuacion diferencial sera:

0y — 012 o= (05 2
y=toy =y =y =" ) Y

El minimo ntimero de microorganismos se observara cuando:

1
= bH—-— = t+1=2=t=1di
Y 0:>(O5 t+1)y 0=1t+ = ia



Cuadro 5.1: Tabla resumen de los principales modelos poblacionales.

MODELO Tasa instantdnea de crecimiento, k(t) Ecuacion diferencial Solucion
Malthus k = cte y'(t) = ky(t) y(t) = yoe
1 r (K — o) / ( 1 ) Yok
Verhulst r|l——=yQt) | = ——""— t)=ry(t)(1——=y(t t) =
(1-500) = g5 v (&) = ru(t) (1 - Lyt ) =
Gompertz aln <£> =re ™ y'(t) = ay(t)In <£> =ry(t)e ™ || y(t) = Ke o "' K = ypea
y() y() ’

von Bertalanffy

g <% - 1) B Ke”fi zfgo— Yo)

y'(t) =1 (K —y(t))

y(t) =K — (K —yo)e "

K es el tope poblacional en los modelos de Verhulst, Gompertz y von Bertalanffy.
Yo es la poblaciéon a t = 0 en todos los modelos.
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Capitulo 6

Introduccion a los sistemas biolégicos lineales
Modelos discretos y modelos continuos

6.1. Introduccion

En este capitulo vamos a introducir varios ejemplos de modelizaciones bioldgicas cuya reso-
luciéon involucra conceptos algebraicos explicados en capitulos anteriores.

Una de las caracteristicas fundamentales de la Biologia es la variaciéon con el tiempo: los
seres vivos nacen, se reproducen y mueren. Esto implica que a lo largo del tiempo, los sistemas
biolégicos se modifican. Dichas modificaciones implican variaciones en el nimero de individuos
de una poblacién que, en ocasiones, depende de su interaccion con otras poblaciones, por lo que
hay que analizar la evolucion de todas las poblaciones implicadas en un ecosisterma de forma
conjunta (ver detalles en Capitulo 7). En otros casos, lo que interesa es analizar las variaciones
en el namero de individuos que tienen un determinado estado, por ejemplo, los insectos puede
pasar por varios estados o etapas: huevo, larva, pupa y adulto.

En este capitulo vamos a estudiar en detalle los denominados modelos discretos, que son
aquellos que s6lo tienen en consideracion el estudio de la evolucion del sistema biolégico en un
conjunto de instantes de tiempo discreto. Los modelos discretos se basan en ecuaciones recur-
sivas, que son ecuaciones que permiten formular de forma recurrente que sucederé transcurrido
un periodo de tiempo conocida la situacion del sistema en el periodo anterior (Sect. 6.2). Ve-
remos como se modeliza el problema en las distintas situaciones que se pueden presentar y
coHmo se resuelve para conocer la distribucion de la poblacién en distintos periodos de tiempo,
analizando incluso el comportamiento a largo plazo para saber si se alcanza una situacion de
equilibrio.

Los modelos discretos se contraponen a los denominados modelos continuos en los cuales

el tiempo es considerado una variable continua y puede tomar cualquier valor. Estos tltimos
se plantean mediante ecuaciones diferenciales y permiten obtener, en general, de manera més
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precisa la evolucion de los sistemas biolégicos con el tiempo (Sect. 6.3). En este capitulo, hare-
mos una pequena introducciéon de como plantear dichas ecuaciones diferenciales y en capitulos
posteriores lo veremos en mas detalle y aprenderemos los métodos de resolucién que hay que
aplicar para obtener la evolucion con el tiempo de las distintas poblaciones biolégicas.

6.2. Modelos biol6gicos discretos

En esta secciéon se van a analizar distintas situaciones biologicas que pueden presentarse.
En primer lugar veremos como puede evolucionar una poblaciéon que presenta distintos estados
con una cierta probabilidad de paso de un estado a otro transcurrido un periodo de tiempo
(Sect. 6.2.1). Después veremos como se puede estudiar la distribucion del ntiimero de individuos
de una poblacién en las distintas etapas o rangos de edad que presenta (Sect. 6.2.2). Por
ultimo, veremos cémo se plantea un modelo discreto para el estudio de ecosistemas en los que
intervienen varias poblaciones (Sect. 6.2.3).

6.2.1. Cadenas de Markov

Consideremos una poblacion que esta distribuida en n diferentes estados, X, X, ..., X,,.
Supongamos que el nimero de individuos en cada uno de los estados en el instante de tiempo
t 4+ 1 depende exclusivamente del namero de ellos que hubiese en cada uno de dichos estados en
el tiempo t, existiendo una cierta probabilidad constante de cambio al estado j desde el estado
© dada por pj;, por lo que tendremos que pi; + pa; + ... +pp; = 1 para ¢ = 1, ..., n. De este modo,
tendremos que el niamero de individuos en un tiempo t+1, {X;(t + 1)}._,, se puede representar
en funcion del nimero de individuos en el tiempo ¢, {X;(¢)};_,, mediante el siguiente sistema
de ecuaciones:

Xi(t+1) = puXai(t) +pi2Xe(l) + ... + p1aXa(l)
Xo(t+1) = paXi(t) + paXa(t) + ... + paXn(t)

Este sistema se puede representar en forma matricial como

X(t+1) = AX(t)

X (t) Xi(t+1) P11 P12 .- Din
. Xo(t S Xo(t+1 n
siendo X (t) = 2,( ) , X(t+1) = 2( ) ) y A= p_21 P22 _ p? , donde

los elementos de las columnas de la matriz A suman 1.
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De este modo, si deseamos saber cual es la distribucion de la poblacién transcurridas m
unidades de tiempo desde el tiempo ¢, tendremos X (t+m) = AX (t+m—1) = A2X (t+m—2) =
o= AmX (t). Este tipo de sistemas se denominan cadenas de Markov!.

Para resolver este tipo de sistemas utilizaremos los procedimientos algebraicos desarrollados
en el capitulo 3, que permiten calcular de forma sencilla la potencia de una matriz A utilizando
su matriz diagonal asociada D y la matriz de paso P: A™ = PD™P~1

Ejemplo:

En una ciudad de 10000 habitantes hay una epidemia. Un cuarto de los que estén infectados
una semana siguen estandolo a la semana siguiente y que el resto se cura. Ademas, la mitad de
los que estan sanos una semana enferman a la siguiente. Si inicialmente hay 71(0) = Iy enfermos,
calcular jcuantos enfermos habra al cabo de una semana? ;y al cabo de dos semanas? Si I(n)
es el ntmero de enfermos al cabo de n semanas, calcular I(n) y su evolucion a la larga.

Si I(i) es el nimero de enfermos en la se-

mana ¢ y S(i) es el nimero de sanos en la P T

P
semana ¢, el sistema de ecuaciones recursivas “
es:
R,
I(1+1)=0.25I(i) + 0.55(i
R,

)
S(i+1) = 0.751(i) + 0.55(i) } ~_

Si definimos X (i) = ( é(é)) tendremos que: P.
. . 095 0.5 Figura 6.1: Esquema que representa
X(i+1)=AX(i) con A= ( 0'75 0'5 ) la evolucion de un sistema de Markov

con dos estados, I y S.
Como I(0) = Iy tendremos que S(0) = N — Sy con N = 10000, por lo que:
2oy a2 [ 025 0.5 Iy ([ 0.5N —=0.25],

X(1) = AX(0) = < 0.75 0.5 ) < N — I ) N ( 0.5N + 0.251 )

Al cabo de dos semanas tendremos:

0.25 0.5 0.5N —0.251,
0.75 0.5 0.5N +0.251

(2) = AX(1) = ( ( 0.375 N + 0.062 51, )

0.625 N — 0.062 51,
Para estudiar la evoluciéon a la larga, lo mejor es escribir A en su forma diagonal:

Clo2s—x 05 e B B L
|A—\| = ) 07 05 ‘ = X2 -07A—-025 = A+025)(A—1) = 0 =

Las cadenas de Markov fueron introducidas por el mateméatico ruso Andrei Markov en 1907.
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M =-025y A\ =1

Para)\l:—0.25:>(A+0.25I)61:6:>(0'5 0-5 ‘0)—><1 L ‘0):61:

0.75 0.75 | 0
—a
o)

Para)\2:1:>(A_I)~2:6:><—0.75 0.5 ’0)

_><1‘2/3’0);»7j—
0.75 —0.5 |0 0 0 0 te
2a/3
()

La matriz diagonal asociadaa Aes D = < _0625 ? ) y la matriz de paso P = < _11 2{3 )7
3 2
—1 2/3 -3 1 -1 5 5
-1 _ 79 _
por lo que P _( 1 1 ) = (_2/3 _1) . .
5 5
Con estas matrices tenemos que A = PDP~!, por lo que:
3 2
— " — - n 5 5
0 1 1 1 0 1 3 3
5 5
3 2 3 no 2 2 0 2
. 3 3 | 3 3 2 3
—0.25 1 - = ——(=0.25)"+ = = (-0.25)" + =
(=0.25) = 3 S(-025)"+ 2 2 (-025)"+ ¢

Por lo tanto, cuando hayan transcurrido n semanas tendremos que:

3 2 2 2
2025+ 2 —Z(—0.25) 42
e A P

Xm = X0 = | 3 3 < U ) _
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I (g (-o.z5)"+§) +(N = 1) (-% (—0.25)" + g) I (—0.25)"4N <—§ (—0.25)" + %)
I (‘% (—0.25)”4%) F(N=I) @ (—0.25)" + g) I (—0.25)"4+N @ (—0.25)" + g)
Para calcular la evolucion a la larga tenemos que calcglar el limite cuando n tiende a
, 5" 2
infinito. Como 7111_)1{)10(—0.25)” = 0 tendremos que X (c0) = ; , por lo que a la larga R de
gN

la poblacion estara enferma y R sana.

6.2.2. Modelos de Leslie

En determinadas ocasiones es conveniente estudiar una determinada poblacién que esta
estratificada en distintos grupos, cada uno de ellos con caracteristicas similares. Esto se suele
aplicar a estudios de la distribuciéon de la poblacién en distintas etapas del ciclo vital. Esa
division suele hacerse por edades, pero también se puede aplicar a estadios o tamanos.

La distribucién de una poblacién en un momento ¢ vendra determinada por un vector:

No(t)
Ni(t)

N1 (1)

que resume el ntimero de individuos en cada una de las k etapas o clases en las que se ha
dividido la poblacion.

Para poder modelizar el sistema mediante un conjunto de ecuaciones que describan de
forma recursiva la evolucion de la poblacion transcurrido un periodo de tiempo, esto es, conocer
N(t+1) a partir de N(t), es necesario hacer una serie de suposiciones y conocer una serie tasas
vitales que describen la poblacion.

En primer lugar, vamos a suponer que estamos analizando una poblacion estratificada por
edades, de modo que el grupo de edad ¢ engloba individuos con edades en el intervalo [i,i + 1).
Ademés, vamos a considerar que:

= La poblacion esté aislada, por lo que no se dan movimientos migratorios que afecten a la
evolucion de los distintos grupos de edad.
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El sistema cuenta con recursos suficientes para sostener el crecimiento natural que pueda
darse en la poblacion.

Si la poblacion tiene reproduccion sexual, modelizaremos so6lo la evolucion de la subpo-
blacion de hembras y, a partir de este estudio, podremos estimar la poblaciéon total.

Para poder plantear el modelo debemos conocer:

La tasa de supervivencia de cada uno de los k& grupos de edad, denominada s; con i =
0,....,k — 1. La tasa de supervivencia del grupo ¢ se define como la proporciéon de los
individuos del grupo ¢ que transcurrida una unidad de tiempo han sobrevivido y, por lo
tanto, han pasado al grupo de edad 7 + 1. Obviamente, como el ultimo grupo de edad es
el k—1, tendremos que sp_; = 0. Ademés, se cumplird que 0 < s; < 1 para todo i, puesto
que estas tasas son proporciones de supervivencia.

La tasa de fertilidad, f; coni =1, ..., k—1. La tasa de fertilidad f; representa el nimero de
descendientes que tiene un individuo del grupo i en cada unidad de tiempo?. En este caso,
podemos segurar que dichas tasas cumplen que f; > 0 para todo ¢, puesto que representan
el nimero de individuos que nacen en un determinado grupo de edad por cada individuo
en dicho grupo.

Con estas definiciones, podemos plantear el sistema de ecuaciones que nos permite describir la
poblaciéon en el instante de tiempo ¢ + 1, conocida la poblacién en el instante t:

No(t +1) = foNo(t) + fiN1(t) + - + fr_1Nk-1(2)
Nl(t + 1) = S()No(t)

Nk_l(t + 1) - Sk_QNk_Q(t)

Este sistema de ecuaciones se puede escribir en forma matricial como:

fo fi o femr
N - S0 0 0
N(t+1)=LN(t) con L =

0 oo Skg—2 0

La matriz L recibe el nombre de matriz de Leslie, en honor al fisi6logo Patrick Holt Leslie, que
fue el primero en plantear este tipo de problemas en 1945, y el modelo presentado se conoce
como modelo de Leslie.

2Si solo se estan modelizando las hembras de la poblacion, la tasa f; representara solamente las hembras
nacidas por cada individuo hembra del grupo ¢ por unidad de tiempo.
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De este modo, si queremos conocer la ‘/—r\
situacion en la que se encuentra el sis-

tema transcurridos n periodos de tiempo
desde un instante inicial ¢ tendremos que
N(t+n) LN(t+n 1)=.. —L"N

te tipo de sistemas se resuelven de forma mas

sencilla, al igual que con los modelos de la sec-  Figura 6.2: Esquema que representa la evolu-
cién anterior, si conocemos la matriz diagonal .;5y, de un sistema de Leslie con tres etapas, Ny,

D asociada a la matriz L y su correspondiente N, o N, en el transcurso de un paso de tiempo.
matriz de paso P. Asi tendremos que:

N(t+n) = L"N(t) = PD"P~'N(t)

Se puede demostrar (mediante el teorema de Perron-Frobenious) que una matriz de Leslie
como la que hemos definido tiene un autovalor real positivo simple \; dominante. Ademas, el
autovector u; asociado a dicho autovalor tiene todas sus componentes positivas.

De este modo, si estudiamos el comportamiento a largo plazo de una poblaciéon de Leslie
tendremos que la proporciéon de individuos entre los distintos grupos de edad Ny, Ny, ..., Ni a
largo plazo vendra dada por la proporcion entre las componentes del autovector u; del autovalor
dominante \;. Ademés, puesto que el autovalor A\; es dominante, se cumple que:

= Si \; > 1 la poblacion crece a largo plazo
= Si \; = 1 la poblacion se estabiliza
= Si \; < 1 la poblacién decrece a largo plazo

Sabiendo que la estabilidad de la poblaciéon se obtiene cuando A; = 1, es facil demostrar que
esta condicidon se cumplira cuando fo + sof1 + soS1fo + -+ SpS182 -+ - Sk_ofr_1 = 1. La expre-
sion R = fo+ sofi +sos1fa+ -+ 898182 - - - Sp_o fr._1 se denomina tasa neta de reproduccion y
representa el niimero promedio de crias hembra que tiene una hembra durante su esperanza de
vida.

Ejemplo:

Consideremos una poblacién que se divide en tres grupos de edad iguales, para los cuales

0 13 4
se ha obtenido la siguiente matriz de Leslie L = 116 0 0 |, lo que significa que en el
0 3.

primer grupo de edad las hembras no tienen descendencia, en el segundo grupo de edad cada
hembra tiene de promedio 13 crias hembra y en el tercer grupo de edad cada hembra tiene de
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promedio 4 crias hembra. Ademas, se puede ver que la tasa de supervivencia del primer grupo
de edad es una hembra de cada 16, esto es un 6.25 % y del segundo es de un 75 %. Suponiendo
que en el instante inicial hay 280 hembras en el primer grupo de edad y ninguna en los otros
grupos de edad, vamos a estudiar el comportamiento a la larga de esta poblacion.

Para ello, lo primero que hacemos es calcular los autovalores y autovectores de la matriz de
Leslie:

-\ 13 4 13 3 A =1
IL—-M[|=0=| 11 —XA 0 :—)\3+1—6)\+1—6:0:> Ay = —3/4
0 Ya A \s = /s

Como se puede ver, hay un autovalor dominante \; = 1 por lo que ademés podemos asegurar
que a largo plazo la poblacion se estabilizara. Para poder saber como se estabiliza la poblacion
es necesario que calculemos los autovectores correspondientes a estos autovalores.

-1 13 4|0 1 0 —%/310
Para A\; = 1 tenemos que (L—D)a@; =0= [ Y6 -1 0|0 | = [0 1 —43]0 | =
0 34 —110 00 0 |0
64
=1 4
3
3 3 - 34 13 4]0 1 0 —-121]0
Para Ay = —— tenemos que (L + —H) Ug=0= | Y. 34 0|0 | =01 1 |0 |=
1 4 0 34 340 00 0 |0
12
B — | —1
1
1 1 . 4 13 410 1 0 =430
Para A\3 = —— tenemos que (L + —H) i3=0=| Yie /a2 0|0 | =01 Y3 |0 |=
4 4 0 % a0 00 0 |0
4
us = | —1
3
280
Puesto que inicialmente tenemos N (0) = 0 individuos de cada grupo de edad, se
0
puede comprobar que podemos escribir N (0) en funcion de los autovectores iy, Uy y Us:
280 64 12 4
NO=| 0o |=2 4 |+15| =1 | =7 -1 | =2@ +15@ — 7.
0 3 1 3

Como A\; = 1 es un autovalor dominante, tendremos que:



6.2 Modelos biol6gicos discretos 133

128
lim N(t) = lim L"N(0) = lim \!2@, = lim 1"2d, = | 8
t—o00 n—00 n—00 n—00 6

Asi pues, a largo plazo la poblacion se estabilizara con 128 individuos hembra del primer
grupo de edad, 8 del segundo y 6 del tercero.

6.2.3. Modelizacion discreta de ecosistemas

El ultimo caso de modelizacion discreta que vamos a analizar es la interaccion entre distintas
poblaciones de un ecosistema, cuando conocemos cémo afecta en promedio la presencia de una
poblaciéon en un periodo de tiempo a las otras poblaciones presentes en el ecosistema. En
general, en un modelo recursivo que estudia la interaccion entre poblaciones, tendremos que el
numero de individuos en un instante ¢ + 1 dependera del niimero de individuos que haya de esa
poblacion y de otras en el perfodo anterior ¢, de modo que si tenemos ¥y, ¥, ..., Y poblaciones
el sistema el modelo recursivo general sera:

U1 (t -+ 1) = any (t) + a12y2(t) + - F alkyk(t>
yQ(t -+ 1) = any (t) + a22y2(t) + - F a2kyk(t>

Ut +1) = apyi(t) + aroya(t) + - - - + arpys(t)

Y1 @11 Az ... Qg

o N - Y a a e QA9

Por lo que Y(t+1) = AY(t) con Y = ,2 y A= ,21 » 2
Yk a1 Qg2 ...  Qkk

Si deseamos saber cuél es la distribuciéon de poblacién transcurridos n periodos de tiempo
desde un instante ¢ tendremos que Y (t +n) = AY (t +n — 1) = A"Y (¢), por lo que, de nuevo,
si la matriz A es diagonalizable puede ser mas sencillo obtener este resultado utilizando la
matriz diagonal D asociada a la matriz A junto con la correspondiente matriz de paso P:
Y(t+n)=A"Y(t) = PD"P'Y(t)

Si en la evolucion del sistema, ademas de las interacciones entre poblaciones, existe un factor
que supone un aumento o disminuciéon de los individuos de una poblacién independientemente
del niimero de efectivos que haya en las otras, tendremos que:

yl(t —+ 1) = allyl(t) —+ a12y2(t) + -+ alkyk(t> + fl(t + 1)
yg(t + 1) = aglyl(t) + &szz(t) + -+ a2kyk(t) + f2(t + 1)

y(t+1) = apyi(t) + areya(t) + - - + areye(t) + fr(t + 1)
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0, lo que es lo mismo Y (t 4+ 1) = AY (¢) + F(t +1) con F(t + 1) =

fr(t+1)
Ejemplo:

Consideremos un ecosistema formado por una poblacién de conejos y otra de zorros. Su-
pongamos que, en ausencia de zorros la poblaciéon de conejos se duplica cada ano en promedio.
Ademés se sabe que cada zorro captura al ano 10 conejos. Por otro lado, la poblacion de zorros
se reduciria a la mitad en un ano si no existiesen los conejos, pero, en promedio, cada ano
por cada diez conejos en el ecosistema aumenta en uno el ntimero de zorros. Si inicialmente
hay 50 conejos y 6 zorros en el ecosistema, calculad la poblacion que habré transcurridos 5 anos.

Si denominamos (i) la poblacién de conejos en el ano i e y(i) la de zorros en ese mismo
ano, al cabo de un ano tendremos:

2 =10
0.1 —0.5
:c(O)) (50) _ (x(5)) 5<50)

= , al cabo de 5 anos tendremos = A . Para hacer este
( y(0) 6 y(5) 6

calculo de forma maés sencilla, obtendremos los autovalores y los autovectores de A:

‘2—)\ —10 M= 15

0.1 —05-\ M= 0

. - 0.5 —101|0 1 —-201|0 L

Para \; = 1.5 tenemos (A — 1.50) u; 0= (0.1 9 ‘O) — (0 0 ‘O) = i =
20
1

L = 2 —=1010 1 =5]0 L (5
ParaAg—OtenemosAu2—0:>(0‘1 _0‘5‘0)—)<0 0 ‘0):>u2—<1)

Por lo que la matriz diagonal es D = < 1(')5 8 ) y la de paso P = ( 1 ? ), asi que

P = ( _1{/1155 ;Z?’ )

()= #(2)-rm ()= (2 ) (8 1) (2 2)(2)-

por lo que la matriz del sistema sera A = ( . Como en el instante inicial hay

|A— Al| = =N -15A=0=
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202.5
10.125

ZOITOS.

, lo que significa que al cabo de 5 anos habré aproximadamente 203 conejos y 10

6.3. Modelos biolégicos continuos

El modelo que hemos visto en la seccion anterior (sect. 6.2.3) permite describir de forma
aproximada un ecosistema cuando conocemos el comportamiento promedio de las poblaciones
en periodos finitos de tiempo. Esta modelizacion tiene ciertas limitaciones ya que no permite
saber cudl es el niimero de efectivos en cualquier instante, sino solamente en momentos discretos
de tiempo. Ademés, al no proporcionar una funcién de efectivos, resulta mas dificil analizar el
comportamiento de las poblaciones (por ejemplo, si tienen un méximo, un minimo, un instante
de crecimiento maximo, etc). Por este motivo, resulta mas 1til introducir la formulaciéon continua
en la modelizacion de ecosistemas®. El concepto de interaccion entre especies es el mismo que
hemos visto en la seccién anterior, lo tinico que se modifica en la formulaciéon continua frente
a la discreta es el supuesto de que dada una poblacion y;(t) conocemos como cambia de forma
infinitesimal (o sea, en un instante de tiempo muy pequeno) el niamero de individuos de y;(?)
por la presencia de las otras poblaciones, esto es, conocemos la derivada del niimero de efectivos,
y.(t). Por lo tanto, el sistema de ecuaciones para k poblaciones que obtendriamos seria:

yi(t) = any(t) + anya(t) + - - - + arpye(t)
yo(t) = anya(t) + axnys(t) + - - - + agkyx(t)

a1t () + aray2(t) + - - + aprys(t)

y(t) =
v (t) (1) an Gz .. Qi
Por lo que Y'(t) =AY (t) con Y (t) = yz.(t) Y (1) = yé(t) y A= a,m 22 a_%
yk(t) ?J//f(t) Cl;ﬂ (k2 al;k

Si ademas hay un factor externo, independiente del nimero de efectivos que afecta a dichas
fi(t)

5 o = iR t
variaciones, tendriamos Y'(t) = AY (t) + F(t) con F(t) = f(?)

fi(t)
Los métodos para resolver este tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales se estu-
diaran en los préoximos capitulos. Sin embargo, aqui vamos a ver cémo se planteraria un sistema

3En el capitulo 7 y sucesivos se detallara la modelizacion de sistemas biolégicos continuos.
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de interaccion entre poblaciones considerando modelos continuos.

Ejemplo:

Consideremos un ecosistema formado por una poblacién de conejos y otra de zorros. Su-
pongamos que, en ausencia de zorros la poblacion de conejos sigue un modelo de Malthus
duplicandose cada ano, por lo que la constante del modelo seria 2. Ademas se sabe que la
presencia de los zorros provoca una disminucién del nimero de conejos, siendo la velocidad de
decrecimiento proporcional al nimero de zorros con constante de proporcionalidad 10 (con el
tiempo medido en anos). Por otro lado, la poblacion de zorros seguiria un modelo de Malthus
negativo si no existiesen los conejos, reduciéndose con una tasa instantanea anual de 0.5. La
presencia de conejos favorece el crecimiento de la poblacién de zorros, de modo que la veloci-
dad de crecimiento de la poblacion de zorros debido a la presencia de conejos es proporcional
al nimero de individuos de esta poblacion, con constante de proporcionalidad 0.1. Con estos
datos, vamos a plantear el sistema de ecuaciones.

Si denominamos z(t) la poblacion de conejos e y(t) la de zorros tendremos que:

2t =22(t)  —10y(t)
—_—— ~—
modelo de Malthus velocidad de

en ausencia de zorros decrecimiento
proporcional
al n° de zorros

y'(t) =—05y(t) +0.12(t)

~/

~
——
modelo de Malthus velocidad de
decreciente en crecimiento
ausencia de conejos proporcional
al n° de conejos

o(t) \ x(t) B 2 —-10 ..
Por lo tanto, tenemos ( 0 ) =A ( y(t) con A = 01 —05 |- En los proximos

capitulos aprenderemos a resolver este tipo de problemas.



Capitulo 7

Coexistencia de especies
Evolucién dinAmica e interaccion

7.1. Introducciéon

En los capitulos 4 y 5 hemos visto distintos tipos de modelos de crecimiento de poblaciones
cuya evolucién depende de la propia poblacion y de su interaccion con el medio.

En sistemas maés reales la evolucion de una poblaciéon depende no sélo de su interaccion con
el medio, sino también de la interacciéon con otras especies.

En el caso de interacciones con otras especies podemos establecer ecuaciones de evolucion
de cada una de las especies que dependen de la poblacion de las otras especies. Por ejemplo, si
hay dos especies x e y tendremos un sistema del tipo:

dz
o = F(ta z, y)
jé (7.1)
— =Gt
dt ( Y x7 y)
La resoluciéon del sistema de ecuaciones diferenciales acoplado permitiria obtener la funcion de

x = z(t)

efectivos de las poblaciones involucradas en el ecosistema: { y = y(t)

7.2. Funciones vectoriales

La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales permite definir una funcion vectorial que
da toda la informacion sobre el ntimero de efectivos de las distintas especies en cada instante. Si

{ z i 5((;)) es la solucion del sistema (7.1), podemos escribir dicha solucion en forma vectorial

137
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de modo que P(t) = (z(t), y(t)).

y(t)

P(t)

x(t)

Figura 7.1: Representacion grdfica de la trayec-
toria P (x(t),y(t)), solucion de un sistema de

dos ecuaciones diferenciales.

y(t)

Yo

\s

X x(t)

Figura 7.2: Representacion grdafica de la familia
de trayectorias generales de un sistema de dos
ecuaciones diferenciales, seleccionando aquella

que cumple las condiciones iniciales (o, yo)-

Para el caso de un sistema con dos es-
pecies, como el mencionado anteriormen-
te, tendriamos una funciéon vectorial de
dos componentes que podriamos represen-
tar en un plano en distintos instantes de
tiempo (Fig. 7.1). Si unimos los vértices
de la funcion vectorial para cada instan-
te de tiempo estaremos trazando la trayec-
toria del sistema de ecuaciones diferencia-
les. Dichas trayectorias se denominan tam-
bién curvas de nivel de la funcién vecto-
rial.

De hecho, al solucionar el sistema de
ecuaciones diferenciales obtendremos una fa-
milia de curvas y al fijar las condiciones ini-

y(to) = Yo
entre todas las de la familia (Fig. 7.2).

. .flf(to) = Xy .
ciales se selecciona una curva

Dichas trayectorias o curvas de nivel se
pueden orientar, indicando la direccion en
la que evolucionan z(t) e y(t) con el trans-
curso del tiempo. Si analizamos a donde
tiende la curva cuando el tiempo ¢ cre-
ce (t — o0) podemos saber el compor-
tamiento de las poblaciones a largo pla-
zo. De este modo podemos analizar si
el ntmero de efectivos de las poblacio-
nes xz(t) e y(t) crece indefinidamente, se
extingue o tiende a un punto de equili-
brio.

Por ejemplo, en la figura 7.3 hemos re-
presentado dos situaciones de equilibrio. En
el primero de los casos (Fig. 7.3a) se alcan-
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za un equilibrio inestable, ya partiendo de unas determinadas condiciones iniciales (zg, o) se
puede alcanzar un punto de equilibrio (z.,y.), pero cualquier pequena variacion de las condi-
ciones iniciales hace que no se alcance dicha posicion de equilibrio. En el segundo caso (Fig.
7.3b) se ha representado un equilibrio estable, dado que ahora partiendo de unas condiciones
iniciales (zo, yo) se alcanza un punto de equilibrio (., y.) y cualquier perturbaciéon que suponga
una pequena variacion de las condiciones iniciales conduce al mismo punto de equilibrio (z., ye).

y(t) y(t) (b)

yo\ N

Yo

-
7
/

b
7/

x(t) °

Figura 7.3: Representacion de dos trayectorias que alcanzan un punto de equilibrio (z.,ye.)
para dos poblaciones x(t) e y(t). En el caso (a) el punto de equilibrio es inestable, mientras que
en el caso (b) es un equilibrio estable.

7.3. Planteamiento de un sistema de ecuaciones diferencia-
les

En esta seccion vamos a plantear algunos de los casos mas sencillos de interacciéon entre dos
poblaciones.

7.3.1. Caso 1: Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales

Consideremos dos poblaciones X e Y, con nimero de efectivos z(t) e y(t), respectivamente,
que interaccionan entre si. Partamos del modelo més sencillo, esto es, un modelo de Malthus,
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y anadamos para cada una de las poblaciones una interaccion lineal con la otra poblacion. De
este modo tendriamos un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo:

dz ,
— =12 =ar+by
% (7.2)
Ezy/zc.flf—i—dy

Analicemos una de estas ecuaciones, por ejemplo la primera, para comprender el significado

(a) (0)
de los distintos términos. Dada la primera de las ecuaciones diferenciales, ' = A+ by
el término (a) representaria la evolucion en ausencia de interaccién con la otra poblacion (la
ecuacion quedaria reducida a un modelo de Malthus si no existiese el término (b)), mientras
que el término (b) modeliza el cambio que se produce en la poblacion X por la existencia de la
poblacién Y, representado en este caso como una interaccion lineal. De forma similar se podria
analizar la segunda de las ecuaciones diferenciales del sistema (7.2).

Este modelo sencillo de interaccion entre dos poblaciones se puede complicar estableciendo
relaciones més complejas de interaccion entre las poblaciones, haciendo, por ejemplo, que no
sean lineales.

7.3.2. Caso 2: Sistemas no lineales, sistemas de Volterra-Lotka

Consideremos de nuevo dos poblaciones X e Y con numero de efectivos x(t) e y(t), respec-
tivamente. Podemos, en este caso, partir de un modelo logistico en el que introduciremos la
interacciéon con otra especie. El sistema de ecuaciones diferenciales que obtendriamos seria:

~

x

— =7 +av+by

L (7.3)

y _

= =ry+cxr+dy

Y

, (a) (b)

Analizando estas ecuaciones tendremos que, por ejemplo, en la ecuacion — =71 +ax + by ,

los términos agrupados en (a) describirian un modelo logistico, siendo 7 lazqcasa de crecimiento
intrinseca de la poblacion y ax el término que representaria la influencia de la poblacién sobre
si misma; por otro lado, el término (b) modelizaria el cambio en la poblacion X debido a su
interaccion con la poblacion Y. De igual modo se podria analizar la segunda de las ecuaciones
diferenciales.

Las interacciones descritas por el sistema de ecuaciones (7.3) son de especial interés, como
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veremos en proximos capitulos, ya que, en determinados casos, describen sistemas de inter-
accion depredador-presa, también conocidos como sistemas de Volterra-Lotka en honor a los
dos investigadores que inicialmente describieron estas ecuaciones y modelizaron este tipo de
interacciones entres diferentes especies.

Tanto en el caso 1 (descrito en 7.3.1) como en el caso 2 (descrito en 7.3.2), los sistemas se
pueden complicar anadiendo méas especies interactuando o relaciones mas complejas entre las
especies.

En un caso general como el descrito en el sistema de ecuaciones (7.1) siempre podemos, de
forma local, aproximar las funciones F'(t,x,y) y G(t,x,y) por sus correspondientes polinomios
de Taylor y reducir el sistema a uno més sencillo, llegando incluso a obtener sistemas como los
descritos con las ecuaciones (7.2) o las ecuaciones (7.3). Por lo tanto, los sistemas descritos en
7.3.1 y 7.3.2 son de especial interés porque cualquier sistema se podra aproximar localmente a
una de estas situaciones.

7.4. Analisis de los distintos tipos basicos de comporta-
miento

Vamos a pronfundizar ahora un poco més en el estudio de las relaciones de interaccién entre
las especies analizando los sistemas de ecuaciones diferenciales (7.2) y (7.3).

Resumamos a continuacion los dos casos descritos en la seccion anterior y analizaremos
las interacciones entre la poblacion X y la poblacién Y en funcion de los pardmetros de las
ecuaciones que aparecen en los términos de interaccion, esto es, el pardmetro b que describe el
efecto de la poblacién Y sobre la poblacion X y el parametro ¢ que modeliza el efecto de la
poblaciéon X sobre la Y.

Caso 1: Caso 2:
' = azx + by ¥ =(r+ax+by)x
y = cx +dy Y =(ro+cx+dy)y

Depredador-presa: Una especie se alimenta de la otra, si es la poblacion X la que se alimenta
de la Y se cumplird que b > 0 y ¢ < 0, y viceversa.

Competicion: Las dos especies compiten cuando ambas utilizan el mismo recurso natural
(alimento, espacio fisico, etc). En este caso tendremos que b, ¢ < 0.
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Signo de b
Positivo 0 Negativo
; Positivo Simbiosis Comensalismo | Depredador-presa
éﬁ 0 Comensalismo Neutralismo Amensalismo
7 Negativo || Depredador-presa | Amensalismo Competicion

Cuadro 7.1: Resumen de las principales interacciones entre dos poblaciones

Simbiosis: Una especie depende de la otra y a la vez estimula su crecimiento, lo que se traduce
en que en las ecuaciones tenemos b, ¢ > 0.

Comensalismo: En este caso, una especie se ve favorecida por la presencia de la otra y, sin
embargo, la otra no se ve alterada por la presencia de la primera. En el caso de que sea
la poblacion X la que se vea favorecida por la presencia de la poblacion Y tendremos que
b > 0y c =0, mientras que si es la poblacién Y la favorecida tendremos ¢ > 0y b = 0.

Amensalismo: En este tipo de interacciéon una poblacion se ve perjudicada por la presencia
de la otra, mientras que esta ultima no se ve ni perjudicada ni beneficiada por la presencia
de la primera. Si es la poblacién X la perjudicada tendremos que b < 0 y ¢ = 0, mientras
que ¢ < 0y b= 0 cuando es la poblaciéon Y la perjudicada por la presencia de la especie
X.

Neutralismo: Ambas poblaciones interaccionan, pero ninguna se ve perjudicada ni beneficiada
por la presencia de la otra. En este caso b = ¢ = 0.

7.5. Existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales

Teorema de existencia y unicidad de la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales
con condiciones iniciales: Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales de primer
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orden:
/
Ty = Fl(t,ﬂfl,ﬂfg,... 7xn)
/
Ty = F2(t733173327"' 7xn)
(7.4)
/
k xn:Fn(t,ﬂ:l,ﬂfQ, 7‘7:n)
con condiciones iniciales
.
z1(to) = 71,0
x2(ty) = 2
(7.5)
xn(tO) = Tn,0
Si se cumple que las funciones F; y e para todo 7,5 = 1,...,n son continuas en una regiéon que
J
contiene al punto (tg,%1,0,220,...,Zn0) entonces hay un intervalo en torno a ty en el que hay una

solucion tnica del sistema (7.4) que satisface las condiciones iniciales (7.5).

De este modo, si para un sistema de ecuaciones dado por (7.4) encontramos una solucién que
satisface las condiciones iniciales (7.5), podemos asegurar que dicha solucion sera tnica.

/
. . . . ) x =ax+b
El teorema anterior nos garantiza que un sistema de ecuaciones del tipo , J con
Yy =cx+dy
. o z(to) =x0 | . . : . L.
condiciones iniciales (to) siempre tiene solucion y dicha soluciéon es tinica ya que en este caso
Y(to) = Yo
. F1($7y):ax+by . L. oFy o
las funciones son funciones polinémicas en x e y, por lo tanto — = a,—— = b,
Fy(z,y) = cx + dy Ox dy
oF: OF:
3—2 = 0,8—2 = d son funciones continuas en un entorno de (¢, xo, yo)-
z Y

¥ =(r+ax+by)z

Y = (ro+cx+dy)y
z(tg) = x = F(z,

iniciales { (to)  5a cualquier otro sistema de ecuaciones diferenciales 1(z,9)

y(to) = yo y = Fy(z,y)
admita un desarrollo de Taylor en torno al punto (to,xo,¥o)-

Este argumento se puede extender a sistemas de tipo { con condiciones

que

2 =azr+by

Igualmente, si tuvieramos con a = a(t), b=">0(t), c=c(t) y d = d(t), bastaria con

y = cx +dy
que dichas funciones a(t), b(t), ¢(t) y d(t) fuesen continuas en un entorno del punto ty para asegurar
la existencia y unicidad de la solucién.
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Capitulo 8

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales
Homogéneos
Método de resolucion

8.1. Introduccion

En este capitulo vamos explicar como obtener la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden con coeficientes constantes que describen un ecosistema, como el planteado en
el capitulo 7. Nos centraremos en los sistemas homgéneos, que son en los que no hay efectos del entorno
que afecte a la evolucion de la poblacion, y en el tema proximo trataremos los sistemas completos, que
son aquellos en los que ademas de las interacciones entre las especies se tienen en cuenta los efectos
del entorno en cada una de las poblaciones.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

( d—ytl = a11(t) y1(t) + a12(t) y2(t) + ... + a1, (t) yn(t) + f1(t)
% = a9 (t) y1(t) + aga(t) y2(t) + ... + agn(t) yn(t) + f2(t) o)
{ da% = an1(t) y1(t) + ana(t) y2(t) + ... + ann(t) yn(t) + fu(t)

Dicho sistema podemos representarlo matricialmente como

Y'(t)= At Y (1) + (1) (8.2)

145
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1 (t) — fi(t) ann(t) aa(t) ... an(?)

dys a a . @
donde 7(t) _ y2.(t) 7 7’(15) _ ? 7?(0 _ fz.(t) v A() = 21.(t) 22‘(15) | 27(75)
Yn(t) dn Fu(t) a1 (1) ana(t) . apn(t)

Podemos considerar el caso particular en el que todos los a;;(t) son constantes. En este caso, en el

sistema (8.2) tenemos que A(t) = A es una matriz de coeficientes constantes y 7’(15),7@) y ?(t) son
funciones vectoriales reales de variable real ¢.

Al sistema

Yi(t) =AY () (8.3)

asociado al sistema (8.2) se le denomina sistema homogéneo asociado o sistema incompleto asociado.
En este capitulo vamos a buscar soluciones para el sistema homogéneo (8.3) y en el proximo capitulo
veremos como obtener la solucion de un sistema completo (8.2).

Dado el sistema homogéneo (8.3), resolverlo significa encontrar todas las funciones vectoriales ?(t)
que verifican dicho sistema.

8.2. Espacio vectorial de soluciones

yi(t)
: 7 Ya(t) y . o
Teniendo en cuenta que Y (t) = . es una funcion vectorial de dimensién n, se puede
Yn(t)
demostrar que existen n funciones vectoriales Y; (1), Ya (t), ..., ?n(t) linealmente independientes que son

soluciones particulares de (8.3) y que, por lo tanto, permiten generar una solucion general del sistema
de ecuaciones mediante una combinacién lineal de dichas soluciones particulares. De este modo, si
tenemos n funciones vectoriales Y;(t) con i = 1,...,n que satisfacen que Y/(t) = A(t) Y;(t), entonces
Y (t) = c1Yi(t) + oY (t) + ... + ¢, Y, (t) también es una solucion de (8.3).

— n
Las n soluciones particulares {Y;(t)} forman una base del espacio vectorial de soluciones del

1=
sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales y las denominaremos soluciones particulares o parciales
del sistema.
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8.3. Matriz fundamental del sistema

Nuestro objetivo para resolver el sistema de ecuaciones (8.3) serd buscar n soluciones particu-

y1i(t)
. yai(t) | . . . . .
lares, Y;(t) = . , 1 = 1,...n, linecalmente independientes. Con dichas soluciones podemos
ym(t)
construir una matriz funcional n X n poniendo las soluciones como columnas. La matriz G(t) =
y11(t)  yia(t) - yinl(t)
S S S y21(t)  y22(t) -+ Yanll
( Yi(t)  Ya(t) ... Yu(t) > = ( ) ( ) n( ) asi construida se denomina ma-
Ynl (t) Yn2 (t) o ynn(t)

triz fundamental del sistema.

8.4. Resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden homogéneo

8.4.1. Sistemas diagonalizables

Vamos a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneo tra-
tando de reproducir el procedimiento utilizado para resolver una ecuacion diferencial de primer orden
con coeficientes constantes y homogénea de la forma y'(t) = ay(t). En este caso, las soluciones son
de la forma y(t) e, asi que por similitud, en un primer intento, vamos a buscar soluciones para
el sistema (8.3) con coeficientes constantes de la forma Y (t) « eM = Y () = @eM. De este mo-
do, \ (t) = \ieM = )\}7(15), por lo tanto, si sustituimos esta expresion en el sistema de ecuaciones
diferenciales (8.3) tendremos que

—

Vi) =AY (1) =AY (1) = (A= A)Y (1) =0= (A— M) deM =0= (A— M) a=0

Asi pues, nuestro problema se reduce buscar los autovalores A de la matriz A y sus correspondientes
autovectores . Si somos capaces de encontrar n soluciones parciales linealmente independientes utili-
zando los autovalores y los autovectores de la matriz A habremos resuelto el problema de la busqueda
de la solucion general del sistema homogéneo (8.3).
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Si nuestro sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneo (8.3) tiene una
matriz de coeficientes A que es diagonalizable, podremos encontrar u; autovectores linealmente inde-
pendientes con i = 1,...,n, asociados a los A;, con i = 1,...,n, autovalores (iguales o distintos) que
nos permitirdn obtener n soluciones parciales linealmente independientes }_}Z(t) = i; eMt y con estas

soluciones parciales construiremos la solucién general del sistema

n

Y(t)= > oYi(t) =) ¢ et =Gt)C
=1

i=sol

C1

donde G(t) es una matriz fundamental del sistema y C= : es un vector de constantes.

8.4.2. Sistemas no diagonalizables

En determinados casos, el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneo
(8.3) presenta una matriz de coeficientes A que no es diagonalizable. Asi pues no podremos obtener n
autovectores linealmente independientes que permitan construir una base del espacio vectorial de solu-
ciones utilizando tnicamente los autovectores, por lo que tendremos que buscar soluciones adicionales
que no seran de la forma e, siendo @ un autovector de A.

Podemos buscar, en el caso de que la matriz A no sea diagonalizable, soluciones méas generales.
De nuevo nos basaremos en la forma de la solucién de una ecuacion diferencial homogénea de primer
orden /(t) = ay(t) = y(t) = ae®. En nuestro caso tendremos que 7’(15) =AY (t) y buscaremos so-
luciones de la forma ?(t) = A%, donde 7 es un vector constante y e es la exponencial de la matriz At.

Basandonos en la expresion del polinomio de Taylor de la funcion exponencial ¥ desarrollado en
torno a zg = 0, que es de la forma e* =1+ x + %ZE2 + %3:2 + ..., podremos escribir, si el exponente es
una matriz, la siguiente expresion

1 1
e =T+ At + 3 (At)* + S (At)® + ...

d
y se puede demostrar, utilizando dicha expresion, que siendo A una matriz constante 7 (eAt) = At

Utilizando lo anteriormente expuesto, podemos ver que nuestras soluciones son de la forma Y =

et = eAte MMty — Me(A=ADtg v haciendo el desarrollo de Taylor de e(4=AD? obtenemos:

Y = <]1 + (A=At + % (A— D)2 % + é (A= D)3 t3 + > eMil (8.4)
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De este modo, si @ es un autovector de autovalor \;, la expresion anterior se reduce a Y = et
ya que (A — N\I) @ = 0, por lo que recuperamos la expresion de una solucion parcial del sistema (8.3)
que hemos visto en la seccién anterior para el caso de un sistema diagonalizable. Asi pues, la solucion

obtenida ahora es una generalizacién de la anterior para casos no diagonalizables.

En el caso que estamos estudiando ahora, la matriz A, de dimensién n x n, no es diagonalizable.

Si tenemos A; autovalores de A con i = 1, ..., p, cada uno de ellos con multiplicidad n;, se cumplira que
P

E n; = n. Para cada uno de los autovalores \; deberiamos poder encontrar n; soluciones linealmente
i=1
independientes del sistema de ecuaciones diferenciales. Al no ser una matriz diagonalizable, si g ;(x,)

con j = 1,...,mp; son los autovectores asociados al autovalor \; tendremos que mg; < n; y por lo
p

tanto E mo,; = m < n y no podremos construir una base de soluciones de nuestro sistema a partir
=1
de los autovectores, sino que sélo podremos construir m soluciones de la forma Y ;( A.)(t) = eMitig, i)
’ I (Ai I (Ai
linealmente independientes. Las n —m soluciones adicionales que necesitamos para completar una base
(necesitamos n; — mg; soluciones adicionales para cada autovalor \;) las obtendremos buscando vec-
tores de soluciones de la forma definida en la expresion (8.4).

El procedimiento que seguiremos sera el siguiente:

1. Consideremos el autovalor A\; con multiplicidad n;, asociado al cual podemos encontrar mg; < n;

autovectores linealmente independientes {u071()\i),u072(>\i), "'vuO,mo,i(Ai)} a partir de los cuales
construimos my ; soluciones linealmente independientes del sistema de ecuaciones diferenciales de
la forma Yo,j()\i)(t) = e’\itﬁ()’j( A Buscamos ahora n; —mg; vectores asociados a este autovalor \;

que, sin ser autovectores, nos permitan encontrar todas las soluciones linealmente independientes
asociadas al autovalor, siguiendo el procedimiento descrito a continuacion.

2. Elegimos vectores linealmente independientes u ;(»,), con j = 1,...,m1 4, que tienen que cumplir
que (A — )\i]I)2 U1 j(n) = 0 pero (A — \I) U1 o) 7F 0. Al construir la solucién particular asociada
a este vector utilizando el desarrollo de Taylor visto anteriormente tendremos que:
— = 1 2 1 3 -
Yl,j(&)(t) = eAtul,j()\i) = <]I + (A - )\Z]I) t+ b) (A - )\Z]I) t2 + 6 (A - )\ZH) t3 + ) e)‘ltul,j()\i)

Por lo que, con la eleccion de @; que hemos hecho, }717]-()\2.)(15) = (I+(A-XN\ID)1) eAitﬁLj(,\i),
anulandose todos los términos del polinomio de Taylor de orden superior a 1. Con esto ya
tendremos mg; + my; soluciones linealmente independientes asociadas a A;. Si se cumple que
mo,; +m1; = n; habremos encontrado todas las soluciones asociadas a \;, pero si mg; +m1; < n;
tendremos que buscar vectores asociados a \; que anulen los términos del polinomio de Taylor

de orden superior a 2.

3. Buscamos ahora vectores linealmente independientes 1y j(y,), con j = 1,...,ma;, que cumplan
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que (A — /\Z-}I)3 o j(n) = 0 pero (A — /\Z-}I)2 o\ 7 0. Asi, al calcular la solucion asociada a es-

7

tos vectores, de nuevo utilizando el desarrollo de Taylor, tendremos que 3727 i /\i)(t) = eAtﬂ’g,j( A) =

(]I +(A-ANDt+3(A- M) t2> e’\itﬁlj()\i) ya que se anulan todos los términos de orden su-
perior a 2 en el desarrollo de Taylor. Comprobamos ahora si el nimero de soluciones que hemos
obtenido cumple que mg ;+m1 ;+ma; = n; o, por el contrario, mg ;+m1 ;+ma; < n; en cuyo caso
seguiremos el procedimiento descrito buscando vectores que cumplan que (A — )\,-]I)A‘ U350\ = 0

pero (A — )\iﬂ)g 11’37]-( A =+ 6, etc., hasta completar las n; soluciones asociadas al autovalor \;.

Repitiendo el procedimiento descrito anteriormente para todos los autovalores \; completaremos la
base de soluciones linealmente independientes del sistema de ecuaciones diferenciales y construiremos
la soluciéon general como combinacién lineal de las soluciones parciales

—

T() = aTit) = G0
=1

8.4.3. Forma de la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden homogéneo

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo Y (t)=A ?(t), buscamos los auto-
valores \; de la matriz A y construimos las soluciones particulares linealmente independientes asociadas,
ﬁ(t), siguiendo los procedimientos descritos en las secciones anteriores. A partir de ahi, construimos
la solucion general del sistema como combinacion lineal de dichas soluciones, asi pues, tanto si A es
diagonalizable como si no, tendremos que:

—

) =Y afi(t) = G0 (85)
=1

Si nuestro sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales tiene que cumplir unas condiciones ini-
ciales 17(0) = Yb, una vez obtenida la solucién general, impondremos dichas condiciones iniciales
obteniendo que Yy = G(0)C, por lo tanto C' = (G(0)) ™' Yy seré el vector de constantes que hace que
se cumplan las condiciones inciales. Asi pues, el problema Y’ (t) = A?(t) con condiciones iniciales
Y (0) = Yj tiene como solucion Y (£) = G(t) (G(0)) ! Yy, siendo G(#) una matriz fundamental del sis-
tema de ecuaciones diferenciales.

Puesto que la matriz G(t) ha sido definida a partir de soluciones del sistema homogéneo, de modo
que Y = G(t)C es solucion de Y'(t) = AY(t), y sabemos que Y'(t) = G'(¢)C, tendremos que la matriz
fundamental G(t) cumple que G'(t)C = AG(t)C = G'(t) = AG(t)



8.5 Ejemplos 151

8.5. Ejemplos

8.5.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneos diagonaliza-
bles

» Autoualores reales y distintos:
A _
* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineal de primer orden dado por S
Ya = 2y1 — 2y
Encontrar la solucion general de dicho sistema y la solucion particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 10, y2(0) = 15

Escribimos el sistema en forma matricial:

Yi =Y — Y2 Yi I Y1
= =

Ys = 2y1 — 2y2 Y 2 -2 Yo

: . = Y1 o . . . .
Si definimos Y = , podemos escribir nuestro sistema de ecuaciones diferenciales como

Y2

iy iy . _1 . .

Y’ = AY, siendo A = la matriz del sistema.
2 =2

Calculamos los autovalores de A:
1—-A -1

|A—Ml| =0= =4 A=A +DA=0= X\ = -1, =0
2 —2—-A

Y ahora, para cada autovalor, calculamos los autovectores.

Para Ay = —1 el autovector @; cumplird que (A + 1) ud; = 0=

2 -1 x 0 2 -110 2 -110 T = _ «@

= = — = =q =

2 -1 Y 0 2 -110 0 010 Yy =2« 2a
Podemos tomar como representante de los autovectores del autovalor Ay = —1 al autovector
Uy = , obtenido al tomar o = 1. Por lo tanto, la solucion parcial asociada a este autovalor

2
- Loy 1

A1 = —1 serd Yi(t) = @Mt = et
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Para Ay = 0 el autovector @y cumplird que Ay =0 =

1 -1 T 0 1 —-11]0 1 -1 10 rT=a «
= = — = =1y =
2 =2 Y 0 2 =210 0 010 Y=« @
Igual que anteriormente, podemos tomar como representante de los autovectores del autovalor
1
Ao = 0 al autovector iy = , obtenido al tomar v = 1. Por lo tanto, la solucién parcial
1
1

Aot _

asociada a este autovalor Ay = 0 seré Y (t) = ze
1

La solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es:

. Y1 . - 1 . 1 et 1 cl
Y = =c1Y1(t) + Ya(t) = et 4y =
Y2 2 1 2et 1 &)
et 1
siendo una matriz fundamental del sistema G(t) =
2et 1

Si ahora imponemos las condiciones inciales, y1(0) = 10 e y2(0) = 15, tendremos que:

10 1 1 10 1 1 cl
= “+ o = =
15 2 1 15 2 1 co

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, donde las incoégnitas son c¢; y ca, por el método de
Gauss o mediante la matriz inversa (que es el método que vamos a usar en este caso) obtenemos
que:
-1
c1 11 10 -1 1 10 5 c1 =95
= = = =
c2 2 1 15 2 -1 15 5 c2=5

Sustituyendo ¢; y co en la soluciéon general obtenemos la solucién particular con condiciones
iniciales:

1 1 t)=5et+5
S 5 et +5 = ()
Yo 2 1 yo(t) = 10e ' +5
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* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden dado por

Y = 9y1 + 16y2 — bys
yh = —2y1 — 3y2 + Y3
yh = 6y; + 12y2 — 4ys

Encontrar la solucion general de dicho sistema y la solucion particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 1,y2(0) = 2,y3(0) =0

Escribimos el sistema en forma matricial:
Yy = 9y1 + 16y2 — Sys i
Yy = —2y1 — 3y2 + U3 =1 vy | =
yh = 6y1 + 12y — dy3 Ys

9 16 -5 i
-2 -3 1 Yo
6 12 —4 Y3

El sistema de ecuaciones es de la forma Y’/ = AY donde A es la matriz del sistema, que es de la

9 16 -5
forma A= -2 -3 1
6 12 —4
Calculamos los autovalores de A:
9—-\ 16 -5
|[A— M| =0= -2 =3-A 1
6 12 —4 -\

O=XM =1, =2 2A3=-1

=M A -2=-O0-1)A-2)(\+1) =

Y ahora calculamos, para cada autovalor, la forma de los autovectores.

Para A\; = 1 los autovectores @; cumplen que (A — 1)@, = 0

8 16 —5 x 0
—2 -4 1 y =0 ]|=
6 12 —5 2 0
8 16 —5 |0 8 16 0
2 —4 1|0 |—=]| -2 -4 0
0 0 110 0 0 1

=
8§ 16 -5 |0 8§ 16 -5 |0

-2 -4 1|0 )|~ -2 -4 1|0 |—
6 12 -5 |0 8 16 -6 |0
0 1 2010 T =2«
O]l —~1 0010 |=§yy=—a=
0 00 01O z2=0



154

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales Homogéneos

2a
U = | —a
0
2
Podemos tomar como representante de los autovectores a w; = —1 |, asi que la solucién
0
2
parcial asociada a este autovalor es Vi=| -1 | ¢
0
Para Ay = 2 los autovectores iy cumplen que (A — 2I) @y = 0 =
7 16 =5 x 0 7 16 =5 |0 1 2 -1 10
-2 -5 1 y =10 -2 -5 1|0}~ -2 -5 1/0]|~—
6 12 —6 z 0 6 12 —6 |0 7 16 -5 |0
1 2 -1 10 10 =3 |0 T = 3a 3o
0O -1 -1 {0 | —| 01 110 | =8 y=—a = U= -
0 2 270 00 0160 Z=« Q@
3
Tomando como representante de los autovector s = —1 |, una solucién parcial asociada a
1
3
este autovector es 372 = -1 et
1
Para A3 = —1 los autovectores i3 cumplen que (A + 1) i3 = 0=
10 16 -5 x 0 10 16 - 4 -1 |0
-2 -2 1 y |=0]|=] -2 — -2 1 ]0 |—
6 12 -3 z 0 6 10 16 =5 |0
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2 4 -1 |0 2 0 -1 1|0 =« o
0 2 010 |— 01
0 —4 0|0 0 0 z =2« 20

010
010
1
Tomando como representante @3 = | (0 |, una solucién parcial asociada al autovalor A3 = —1
2

1
sera ?3 = 0 |e?
2

La solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es:

n 2 3 1
Y(t) = ya | = Vi teYoteVs=cal| -1 [d+e]| -1 [X4+ea| o |et =
Y3 0 1 2
2¢t 32t et c1
—et —e?t 0 Co
0 e?t 2et c3
2¢t 32t et
siendo una matriz fundamental del sistema G(t) = | —et —e2t 0
0 e? 2e7t
y1(0) =1
Si ahora imponemos unas condiciones inciales ¢ y5(0) =2 tendremos que
y3(0) =0
1 2 3 1 1 2 31 c1
2 |=a| -1 | +c| =1 | +c3| 0 | =| 2 = -1 -1 0 Co
0 0 1 2 0 0 1 2 3

Resolviendo el sistema anterior, donde c;, o y ¢3 son las incognitas, tenemos:
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-1

c1 2 31 1 -2 -5 1 1 —12
o | =1 -1 -1 0 2 | = 2 4 -1 2 | = 10
c3 0 1 2 0 -1 -2 1 0 -5
Por lo tanto, sustituyendo en la soluciéon general ¢; = —12, co = 10 y ¢35 = —5 obtenemos la

solucién particular con condiciones iniciales:

71 2 3 1 y1(t) = —24e’ + 30e?" — 5e ™!
yo | =12 —1 [e+10| —1 [eX=5] 0 | et ={ yyt) = 12¢" — 10e*
s 0 1 2 y3(t) = 10e?" — 10e~!

v Hutovalores complejos:

. . . . . . ) Y1 = 5y1 — 292
Sea el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas
/
Yo = Y1 — Y2

Encontrar la solucion general de dicho sistema de ecuaciones diferenciales y la solucion particular

si y1(0) = 10,92(0) = 15

Escribimos el sistema en forma matricial:

y1 = 5y1 — 2y» Y1 5 =2 Y1
— =
Yy = dy1 — Y2 Y5 5 —1 Y2
5 —2
De este modo, la matriz del sistema es: A =
5 —1
Calculamos los autovalores de A:
5—A -2 . . A =2+1
A= M| =0= =X 4N+ 5=A-2—-9)(A—2+i)=0=
5 —1—2AX A=2—1

Ahora tendriamos que calcular para cada autovalor sus correspondientes autovectores. Sin embar-
go, como los dos autovalores son complejos conjugados uno de otro (A1 y Ay = A1), sus autovecto-
res también lo seran ya que si tomamos complejos conjugados en la expresion (A— A\ I)ud; = 0, te-

niendo en cuenta que I y A son matrices reales, tendremos que (A — M) =0 = (A—X\ )i =
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0= (A—XoI)@; = 0= 1y = ;. De este modo, solo sera necesario que calculemos el autovector
asociado a uno de los autovalores.

Para A\; = 2+ i tendremos que (A — (2 +i)) @, =0 =

3—1 —2 T 0 3—1 -2 10 5 —=3—1 |0
= = — =

5 —3—1 Y 0 5 —3—14 |0 0 010

r=(3+1i)a (3 +1)
= Uy =
Y = o 5%e
. 3+1
Podemos tomar como autovector representante del autovalor A\; al vector u, =
5

Por lo tanto, segin hemos visto anteriormente para Ay podemos tomar como autovector el vector
3—1i
5

—

Uz

El
I

Al cumplirse que los autovalores que son complejos conjugados tienen autovectores complejos
conjugados, podemos ver que si Ay = «a + i3 es autovalor de autovector u; = ¥ + @, con Uy W
vectores reales, tendremos que Ao = A\; = a—if3 es el autovalor del autovector iy = U = U—ib.
Sabiendo que la solucion general del sistema es una combinacion lineal de @eM? y @ae*?t y que
elotiB)t — patefit — ot (cos (ft) + isin (Bt)), podemos escribir dicha solucion general como:

Y(t) = byitgeMl + byiip e = by ity eM? + byt Mt = by(T 4 i)e® (cos (Bt) + isin (Bt)) +

bo (U — i)e™ (cos (Bt) —isin (Bt)) = e (by¥ cos(Bt)+ibv'sin(Bt) + ibyd cos(Bt) — by sin(Bt)+

o cos(Bt) —iba ¥ sin(St) —iboti cos(Bt) —boti sin(Bt)) = e (by +b2) T cos (Bt) — (by +bo)w sin (Bt) +
i ((b1 — bo) Wceos (Bt) + (b1 — by) Usin (Bt))) =

Y (t) = et (by + by) (Tcos(Bt) + wsin(Bt)) + e*ti(by — by) (w0 cos(Bt) + Tsin(Bt))
Definiendo ¢; = by + ba y ¢o = i(by — b2) tenemos que:
Y (t) = c1e® (T cos (Bt) — wsin (Bt)) + coe™ (@ cos (Bt) + Tsin (Bt))

Se puede ver que ! (7 cos (8t) — wsin (8t)) =Re (e (T+itd) (cos (Bt)+isin (Bt))) = Re (de*?)
y e (Tsin (Bt) + @ cos (Bt)) =Tmg (e**(T+iw) (cos (Bt)+isin (8t))) = Img (dreM?)

Asi pues, la solucién general del sistema de ecuaciones se puede escribir como una combinacion
lineal de la parte real y la parte imaginaria de e**#;, por lo que s6lo es necesario conocer uno de

los dos autovalores reales y su correspondiente autovector para construir dicha soluciéon general:

Y(t) = ¢ Re <e)‘1t11’1> + caImyg (e)‘lt@]) (8.6)
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. 3+1 3 1
En este caso calculamos et} = e(2+7) =e?!(cos(t) + isin(t)) +1i =
5 )
3cos(t) — sin(t
Re (eMtiy) = e*
o 3cos(t) — sin(t) [ cos(t) + 3sin(t) 5 cos(t
e + =
Scos(t 5sin(t cos(t) + 3sin(t
® 0 Tmg (M) = g
5sin(¢

Asi pues, la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales es:

- 3cos(t) — sin(t) cos(t) + 3sin(t)

Y (t) = cre® coe?t
5 cos(t) 5sin(t)
N y1(t) = € ((3cy + ¢2) cos(t) + (3ca — ¢1) sin(t))
yo(t) = e (5¢y1 cos(t) + 5eg sin(t))

3cos(t) —sin(t) cos(t) + 3sin(t)
5 cos(t) 5sin(t)

Por lo qur una matriz fundamental del sistema sera: G (t) = e?

Imponiendo las condiciones iniciales y1(0) = 10 e y2(0) = 15 tenemos que:
10 3 1 c1=3

= + 2 =
15 5 0 co=1

Por lo tanto, la solucién particular con condiciones iniciales es:

y1(t) = 10e?! cos(t)
yo(t) = € (15 cos(t) + 5sin(t))

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas
Yy = —2y1 — 3y2 — y3
Y3 = 6y1 + 592

Y5 = y1 + 3y2

Encontrar la solucion general de dicho sistema de ecuaciones diferenciales y la solucion particular

si y1(0) = 4,y2(0) = 2,y3(0) = 2
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En primer lugar escribimos el sistema en forma matricial Y’ = AY:

Yl = —2y1 — 3y2 — U3 v -2 -3 -1 Y1
Yy = 6y1 + By = v | = 6 5 0 Y2
Y5 = y1 + 3y2 s r 3 0 Y3

La matriz del sistema A es:

-2 -3 -1
A= 6 5 0
1 3 0

Calculamos ahora los autovalores de la matriz A:

—2-X -3 -1
A=\l =0 = 6 5—X 0] =-N+322-9\x—-13=A\+1)4dN - -13) =
1 3 -\

A+1)A=2=3)(A—243i) =0=A; =1, g =2+ 3i,A\g = 2 — 3

Podemos ver que en este caso hemos obtenido un autovalor real y dos autovalores complejos, que
son uno el conjugado del otro.

Al igual que en casos anteriores, calcularemos, para cada autovalor, los autovectores. Para el
autovalor real A\ calcularemos la forma del autovector i con el procedimiento habitual, esto es,
sabiendo que (A — M@y = 0. Para los autovalores complejos, como hemos visto en el ejemplo
anterior, al haber dos, uno conjugado del otro (Ay y A3 = \3), sus autovectores, iy y i3, también
lo seran @3 = iy. Por lo tanto, solo sera necesario calcular uno de los dos autovectores, por
ejemplo iy, utilizando que (A — Agl)ily = 0.

Para \; = —1= (A+ )i =0=

-1 -3 -1 T 0 -1 -3 -1 1|0 1 3 110
6 6 0 y |=|0]= 6 6 0|0 |—|0 —-12 -6 |0 |—
1 3 1 2 0 1 3 110 0 0 010
1 31 0 1 3 1 0 1 1 0[O0 =« «
0210 —=]021]0|—]02T1]0|=28y=—0a=>t1=]| —a

00 010 z =2« 20

[an}
[en}
[en}
[an}
[an)
[an}
[en}
[en}
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1
Tomamos como representante de los autovectores de \; = —1 al vector @, = -1
2
1
que la solucién parcial asociada a este autovalor seré 37'1 =deMt=| 1 [et
2
Para Ay = 2+ 3i = (A — (2+ 30)[) @ = 0 =
-4 —3i -3 -1 x 0 —4 —3i -3 -1
6 3—3 0 y | =] 0]|= 6 3—3 0
1 3 —2—-3 z 0 1 3 —2-—-3%
13 -2-3¢ |0 10 110

o
—_
|
—_
|
.
o
4

01 —-1—-% |0 |—

01 —-1-—-4 10 0 0 010
r=—« —«
y=(1+i)a == (1+i)
z=a« Q@
—«
Por lo tanto, para A3 = 2 — 3i tendremos que i3 = Uy = (1—1i)a
@

, por lo

Como vimos en el ejemplo anterior, al cumplirse que los autovalores Ao y A3 son complejos con-
jugados podemos escribir la parte de la soluciéon general asociada a estos autovalores utilizando
la parte real y la parte imaginaria de @,e*?!, segin vimos en la ecuacion (8.6). Asi pues, calcula-
mos en primer lugar @2e*?! y después construimos las dos soluciones parciales que necesitamos

Yy = Re(iipe™??) e Y3 = Tmg(iae!).

—1

Tomamos como representante de los autovectores sy al vector o = | 1+4 |, por lo que:

1
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-1 0 — cos(3t) 0
Uge2t = 1 +4| 1 2t (cos(3t) +isin(3t)) = * cos(3t) | +i| cos(3t)
1 0 cos(3t) 0
— sin(3t7) 0 — cos(3t) — sin(3t)
[ sin(3t) | — | sin(3t) = e* cos(3t) —sin(3t) | +i | sin(3t) + cos(3t)
sin(3t) 0 cos(3t) sin(3t)
Por lo tanto, las soluciones parciales asociadas a los autovalores complejos son: Yy = Re ’LL2€>\2t)

— cos(3t)
e®* | cos(3t) — sin(3t)

cos(3t)

Asi pues, la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es:

—sin(3t)

e Y3 =TImg (@ae*?") = €' | sin(3t) + cos(3t)

sin(3t)

Y1 1 — cos(3t) —sin(3t)
Y(t) = yo | =c1|—1 | e+ ca | cos(3t) —sin(3t) | €* + c3 | sin(3t) + cos(3t) | €*
Y3 2 cos(3t) sin(3t)
En este caso, una matriz fundamental del sistema es:
et —e?tcos (3t) —e?bsin (3t)

G(t) —e7t €% (cos (3t) —sin (3t)) €% (sin (3t) + cos (3t))

2¢~t

)

e? cos (3t) e sin (3t)

Imponiendo las condiciones iniciales y;(0) = 4, y2(0) = 2,y3(0) =

4 1 . 0 4 1 -1 0

2 | =al|l -1 [t+e 1 |+t 1 | =] 2 |= =
2 2 1 0 2

e 10\ (4 1/3 0 1/3

o |l=] -1 11 2 | =1 —2/3 0 1/3 2

e 2 10 2 11 0

+
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Sustituyendo los valores obtenidos, ¢; = 2, co = —2 y ¢3 = 6, en la solucién general obtenemos
la solucién particular con condiciones iniciales:

Y1 1 — cos(3t) —sin(3t)
Yt)=| yo | =2 -1 [e+e® | =2 cos(3t) —sin(3t) | +6| sin(3t) + cos(3t) =
Y3 2 cos(3t) sin(3t)

y1(t) = 27t + 2¢% cos (3t) — 6€! sin (3t)
2 2 cos(3t) — 6sin(3t)

—2 | e "+ | 4dcos(3t) + 8sin(3t) e = yo(t) = —2e 7" + 4e cos (3t) + 8¢ sin (3t)
4 —2cos(3t) + 6sin(3t)

ys3(t) = 4e~t — 2¢* cos (3t) 4 62! sin (3t)

» Autoualones neales e iguales (diagonalizable):

* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden dado por
y1 = 8y1 — 9y2 + 3ys
ys = 6y1 — Ty2 + 3y3
Y3 = 2y3

Encontrar la solucion general de dicho sistema y la solucién particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 10, y2(0) = 10,y3(0) = 20

Escribimos el sistema en forma matricial:

y; = 8y1 — 9y2 + 3ys vl 8 =9 3 Y1
Yo =06y —Ty2+3ys ¢ = | w5 | =] 6 -7 3 Yo
Y3 = 2y3 Y5 0 0 2 Y3

El sistema de ecuaciones es de la forma Y’ = AY donde A es la matriz del sistema, que es de la
8 —9 3
formaA=1] 6 —-7 3

0 0 2
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Calculamos los autovalores de A:

8— A -9 3
A=\ =0= 6 —7—\ 3| ==M4+32—4=—A4+1)A=2?=0=> X =—1
0 02—\

simple y Ay = 2 doble.

En este caso podemos ver que hemos obtenido solo dos autovalores reales, pero uno de ellos es do-
ble. Igual que en casos anteriores calcularemos, para cada autovalor, la forma de los autovectores.

Para el autovalor simple A\; = —1 los autovectores #; cumplen que (A + 1) iy = 0=
9 -9 3 x 0 9 -9 3|0 9 -9 0|0
6 —6 3 y |=]0}|=]6 -6 3 |0 |—]6 -6 0/0]—
0 0 3 z 0 0 03 |0 0 0110
1 -1 010 =0 «

0 010 |= y=a=Uu1=] «
0 0010 z =
1
Podemos tomar como representante de los autovectores a @y = | 1 |, asi que la solucién parcial
0
1
asociada a este autovalor es 37'1 = 1 |et
0

Para el autovalor doble Ay = 2 los autovectores iy cumplen que (A — 2I) iy = 0=

6 -9 3 @ 0 6 -9 3|0 1 -3/2 1/2 |0
6 -9 3 y |=10]=[6 -9 3 [0 |—~>]20 0 010 | =
0 00 z 0 0 0010 0 0 010
3a— f3 3a—f3
€Tr =
2 2
z=0
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En este caso, en que el autovalor es doble, vemos que hemos obtenido un conjunto de autovecto-
res que dependen de dos parametros libres. Esto nos permitiré elegir dos autovectores asociados
a Ao = 2 linealmente independientes y con ellos construiremos dos soluciones parciales asociadas
al autovalor doble. De este modo dispondremos de un ntmero de soluciones parciales linealmente
independientes suficiente para construir la solucién general del sistema. Por ejemplo, podemos

3
elegir como autovectores de Ay = 2 linealmente independientes a los vectores a1 = 2
0
-1 3
y U2 = 0 De este modo, las soluciones parciales asociadas serén 17'271 = 2 |ety
2 0
-1
37'272 = 0 ezt, respectivamente.
2

Con las tres soluciones parciales que hemos encontrado construimos la soluciéon general del sis-

ma.:
U1 1 3 —1
?(t) = Yo = 01?1 + 02?271 + 63}72,2 =C 1 et 4+ Co 2 e2t + c3 0 e2t
Y3 0 0 2

Una matriz fundamental del sistema que se puede obtener de la solucién general anterior es:

et 3e2t _p2t
Gt)=| et 2% 0
0 0 2%

Imponiendo las condiciones iniciales y;(0) = 10, y2(0) = 10, y3(0) = 20 obtendremos la solucion
particular con condiciones iniciales:

-1

10 1 3 -1 1 1 1 3 -1 10
100 1=]112 O co | = | 2 | = 1 2 0 10 | =
20 00 2 c3 c3 00 2 20
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-2 3 -1 10 c1 —10

1 -1 1/2 10 | = | o | = 10

0 0 1/2 20 c3 10
Sustituyendo los valores obtenidos, ¢; = —10, co = 10 y ¢3 = 10, en la solucién general obtene-

mos la solucién particular con condiciones iniciales:

n 1 3 -1 y1(t) = 20e? — 10e~"
Yt)=| 4 | =-10] 1 |et+10| 2 [e*+10 0 | e =< ys(t) =202 — 10e"
Y3 0 0 2 ys3(t) = 20e?

8.5.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneos no diagonali-
zables

» Hutoualores reales e cguales (no diagonalizable):

/
. . . . . . Y1 = 4y2
* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden dado por !
Yo = —y1 +2y2

Encontrar la solucion general de dicho sistema y la soluciéon particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 20, y2(0) = 15

Escribimos el sistema de ecuaciones en forma matricial:
Yy = 4yo Y 0 4 Y1
=
Yo = —y1 + 2y2 Yy -1 4 Y2

El sistema de ecuaciones es de la forma Y’ = AY donde A es la matriz del sistema, que es de la

0 4
forma A =
-1 4
Calculamos los autovalores de A:
- 4 9
|A =Ml =0= =X -4 +4=(A-2)°=0= )\ =2 doble.

-1 4-X
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En este caso podemos ver que hemos obtenido un solo autovalor real, pero es doble. Igual que
en casos anteriores calcularemos el conjunto de los autovectores asociados a este autovalor.

Para este autovalor A = 2 los autovectores ; cumplen que (A — 2I) 4y = 0=
-2 4 x 0 -2 4 10 1
= = —
-1 2 Y 0 -1 2 |0 0
. 2c
uy =
«

Como esta familia de autovectores solo depende de un parametro, solo podremos encontrar
un autovector linealmente independiente y, por lo tanto, solo podremos construir una solucién
parcial a partir de los autovectores de A. De este modo, si tomamos como representante de los

. 2
autovectores a i, = , la solucién parcial asociada es Yy = e

1 1

2t

Para poder construir otra solucién parcial linealmente independiente usaremos el desarrollo de
Taylor de una solucién general de la forma ed'd = eM (I+ (A — )\H)t + (A= AD*2 + )
Para ello buscaremos un vector 4y que cumpla que (A — 2H) Uy = O, pero que (A — 2[) iy # 6,
de este modo, la solucion parcial obtenida sers Yy = €2t (I 4 (A — 21)t) @ ya que los términos
de orden superior del desarrollo de Taylor se anularan.

Por lo tanto resolvemos (A —2I)%d@, = 0, para lo cual tenemos que calcular (A —2I)* =
-2 4 -2 4 0 0
-1 2 -1 2 00

Dado que hemos obtenido que (A — 2]1)2 es la matriz nula, cualquier vector que elijamos cumplira
que (A — 2]1)2 s = 0, asi que basta con que seleccionemos un vector que sea independiente de

2c 1
Uy = , por ejemplo, podemos escoger Uy = y en este caso la solucién parcial
o 0
asociada es:
. o ~ o ([1 O -2 4 1 o [ 1—2¢ 4t 1
Yo(t)=e" (I + (A —20)t) ia=e + t =e =
0 1 -1 2 0 —t 142t 0
- 1—2t
Yg(t) = €2t
—t

Con las dos soluciones parciales que hemos encontrado construimos la solucion general del siste-
ma:
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} . L 2 1— 92t
Y(t) = Y =Y taYe=c et 4 ¢y et
Y2 1 —t
2 1-2t
Una matriz fundamental del sistema sera: G(t) = e
1 —t

Imponiendo las condiciones iniciales y1(0) = 20,y2(0) = 15 obtendremos la soluciéon particular
con condiciones iniciales:

-1

20 2 1 c1 c1 2 1 20 0 1 20
15 10 c2 Ca 10 15 1 -2 15
C1 15
(6] —10
Sustituyendo los valores obtenidos, ¢; = 15 y ¢o = —10, en la solucién general obtenemos la

solucién particular con condiciones iniciales:

. 2 1—2t t) = 20(1 + t)e?
viy=[ " | =15 2 — 10 ot | ) =200+0)
= (15 + 10t)e*

Y2 1 —t ya(t)

* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden dado por

Yy = Ty1 — 8y2 + 3y3
yh = by1 — 6y2 + 3y3
ys = —y1 + Y2 + 2y3

Encontrar la solucion general de dicho sistema y la solucion particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 20,y2(0) = 10,y3(0) = 20

Escribimos el sistema en forma matricial:
v = Ty1 — 8y2 + 3y3 1" 7 -8 3 Y1
Yy = dy1 — 6y2 + 3y3 =y | = 5 —6 3 Y2

/

ys = —1y1 +y2 + 2y3 s -1 1 2 Y3
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El sistema de ecuaciones es de la forma Y’ = AY donde A es la matriz del sistema, que es de la

7 -8 3
forma A = 5 —6 3
-1 1 2
Calculamos los autovalores de A:
7T—A -8 3
A=A =0= 5 —6— A\ 3 l==-N432—d=—A+1)(A=27=0= X\ =—1
1 12—\

simple y A2 = 2 doble.

En este caso podemos ver que hemos obtenido solo dos autovalores reales, pero uno de ellos es do-
ble. Igual que en casos anteriores calcularemos, para cada autovalor, la forma de los autovectores.

Para el autovalor simple A\; = —1 los autovectores @; cumplen que (A + 1) @y = 0=
8§ -8 3 x 0 § =8 3 |0 1 -1 -3 1|0
5 —5 3 y |=10]= 5 53 |0]|—=|5>5 -5 3|0 |—
-1 1 3 z 0 -1 1 3]0 8 -8 3 1|0
1 -1 =310 1 -1 -3 |0 1 =1 0 1]0 =«
0o o 18j0o|—=10 0 1]0]—]10 01]|0]|=yy=a =
0 0 27 |0 0O 0 010 0 0010 z =
o
i = | «
0
1
Podemos tomar como representante de los autovectores a @y = | 1 |, asi que la soluciéon parcial
0
1
asociada a este autovalor es 171 = 1 |et
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Para el autovalor doble Ay = 2 los autovectores iy cumplen que (A — 2I) iy = 0=
5 =8 3 x 0 5 =8 3 10 1 -1 010
5 —8 3 y |=10]= 5 83|10 |—|5>5 -8 3]0 ]|—
-1 1 0 z 0 -1 1 010 0O 0010
1 =1 0 1]0 1 -1 010 10 -1 1|0 =«
0o -33(0]—]10 1 -110]—]101-11]0/|=§yy=a =
0 0010 0O 0 010 00 010 z=«
o
Uy = | «
o

En este caso, aunque el autovalor es doble solo podemos obtener un autovector linealmente inde-
pendiente, ya que los autovectores de Ao = 2 solo dependen de un parametro libre. Por ejemplo,

1
podemos elegir como autovector representante de Ao = 2 al vector @a1 = | 1 | De este modo,
1
1
la solucién parcial asociada sera }72,1 = 1 | €e*.
1

Con todo esto, no dispondremos de un niimero de soluciones parciales linealmente independientes
suficiente para construir la solucion general del sistema. Asi que tendremos que construir otra
soluciéon parcial asociada al autovalor Ao = 2 a partir del desarrollo de Taylor de una soluciéon

general de la forma et = e*2! (]I + (A=) t+2(A- Aol)? 42 4 - .. ) 4. Para ello, buscaremos

un vector U2 que cumpla que (A — 2]1)2 U9 = 6, pero que no sea autovector de Ao = 2, por lo
que (A —2I) dg 2 # 0.

Para obtener el vector @y 2 que cumpla que (A — 2}1)2 U o = 0, calculamos primero (A — 2H)2:

5 -8 3 5 -8 3 ~18 27 -9
(A-2)*=| 5 -8 3 5 -8 3 | =] —18 271 —9
1 10 1 10 0 0 0

Resolvemos ahora (A — 2I)* iy 5 = 0
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—18 27 -9 x 0 —-18 27 =9 |0
(A—20)dp=0= | —18 27 -9 y |l=1ol|=] 18 27 =90 |~
0 O 0 z 0 0 O 0|0
3o — 3o —
1 -3/2 1/2 |0 gz 25 a—p
2 2
0 0 0 0 = Y=« 172,2 = o
0 0 010 =8 3

Como el vector 2 no debe ser un autovector de Ay = 2 tenemos elegir o # (3, por ejemplo,

3
podemos elegir « =2y =0, por lo que tia2 = | 2 | y la solucion parcial asociada a dicho
0
vector sera:
1 00 5 —8 3 3 3—t

Yoo =X (I+(A-2D)t)ioo=¢* || 0 1 0 [+] 5 =8 3 |t|| 2 |=€¢*| 2—¢
00 1 1 10 0 —t

Con las tres soluciones parciales que hemos encontrado construimos la solucién general del sis-
ma:

Y1 1 1 3—t
?(t) =1 vy | = 01571 + 02572,1 + 63172,2 =c | 1 |etde| 1 [ +es| 2-t [
Y3 0 1 —t

e—t o2t (3 _ t)eZt
Una matriz fundamental del sistema serd: G(t) = | e e* (2 —t)e*
0 62t —t€2t

Imponiendo las condiciones iniciales y;(0) = 20, y2(0) = 10, y3(0) = 20 obtendremos la solucion
particular con condiciones iniciales:

—1

20 1 1 3 c1 c1 1 1 3 20
10 1=]1 11 2 co | = | 2 | = 1 1 2 10 | =
20 010 c3 c3 010 20
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-2 3 -1 20 c1 -30

0 0 1 10 [ = | 2o | = 20

1 -1 0 20 c3 10
Sustituyendo los valores obtenidos, ¢; = —30, co = 20 y ¢35 = 10, en la solucién general obtene-

mos la solucién particular con condiciones iniciales:

n 1 1 3—t
Yt = 4 | =-30] 1 |et+20] 1 |eX+10]| 2—¢t | ¥ =
Y3 0 1 —t

Y1 = —Y3

~ =~

* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden dado por ¢y} = y; + o + 3
Y5 =y1+ 2y3

Encontrar la solucién general de dicho sistema y la solucién particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 10, y2(0) = 20,y3(0) = 10

Escribimos el sistema en forma matricial:

Y1 =3 " 00 -1 Y1
yo=y1i+ty2tys (= vy | =] 1 1 1 Y2
Y3 =y1+2ys Ys 1o 2 Ys
0 0 —1
El sistema de ecuaciones diferenciales es de la forma Y’ = AY con A = 1 1 1 |. Calcu-
10 2

lamos en primer lugar los autovalores de la matriz A:
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- 0o -1
[A=X|=0=| 1 1-2\ 1]=0=-M4+32-3\+1=-(A—-1)*=0= A =1, triple
1 0 2—-2X

Hemos obtenido un tnico autovalor A = 1 que tiene multiplicidad 3. Si calculamos ahora los
autovectores « asociados a dicho autovalor obtenemos que:

10 -1\ (= 0 —1 0 -1 10 1010
A-Da=0=| 10 1||y|=]o]=] 10 1]o|=|000]0]|=
10 1) \z 0 10 10 0000
v=—B
y =
-

Como podemos ver, con esta soluciéon podemos construir dos autovectores linealmente indepen-

0 1
dientes asociados al autovalor A = 1, por ejemplo, podemos tomar @1 =| 1 | y ds= 0
0 -1
Estos dos vectores nos permiten construir dos soluciones parciales linealmente independientes:
0 1
Vi =tiel = | 1 |eyYa=1ipe = 0 |¢
0 -1

Sin embargo, con estas dos soluciones no podemos obtener la soluciéon general del sistema de
ecuaciones diferenciales, para ello nos falta encontrar otra solucién parcial independiente de
las anteriores. Para conseguirla utilizaremos el desarrollo de Taylor de una solucién general de
la forma edtiq = eM <]I +(A-AD)t+1(A- A2 2+ - > @ y buscaremos un vector @z que

satisfagan que (A — M) @3 = (A — )% @3 = 0, pero (A —1I) a3 # 0.

2
10 -1 10 -1 -1 0 -1 00 0
Como (A—1)* = 1o 1| =110 1 1 01 |=]00o0
10 1 1 0 1 1 0 1 00 0

podemos elegir como vector @3 cualquier vector, pero como queremos que (A —1I)d3 # 0 no
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1
tiene que ser autovector de A = 1, asi que podemos elegir, por ejemplo, i3 = | 0
0
La solucion parcial asociada al vector ug seréa:
1 00 -1 0 —1 1 1—t
Va=e (I+(A-T)t)d3 = o1 o0f|+| 1 0o 1 [t]]o]= t e
0 01 1 0 1 0 t
Por lo tanto, construyendo la soluciéon general a partir de las tres soluciones parciales tenemos
que:
0 1 1—t
Y(t)=ctVi+eYo+esYs= e | 1 | +e 0 | +c3 t el =
0 -1 t

yi(t) = (2 + ez (1 —t)) e
= ¢ y2(t) = (c1 +cgt) e
y3(t) = (—ca + cat) el

La solucion general del sistema serd Y (£) = G(£)@ con la matriz fundamental

0 1 1-—¢
Gt)=¢€e"|l 1 0 ¢
0 -1 t

Imponiendo las condiciones iniciales y1(0) = 10, y2(0) = 20,y3(0) = 10 tenemos
-1

0 11 c1 10 c1 0 11 10

1 00 c2 | =1 20 | =] 2 |=]1 00 20 | =
0 -1 0 c3 10 c3 0 -1 0 10

01 0 10 20 c1 =20

0 0 -1 20 | = =10 | = § c2=-10

10 1 10 20 c3 = 20
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Por lo tanto

y1(t) = (=10 420 (1 —t)) e’ y1(t) =10 (1 —2t) €
yo(t) = (20 + 20t) € = ¢ y2(t) =20(1 +t) e
ys(t) = (10 + 20t) €' y3(t) = 10 (1 + 2t) e

* Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden dado por

i =1+
Yy = —y1 + 2y2 + y3
yé—yl

Encontrar la solucién general de dicho sistema y la solucién particular suponiendo las siguientes
condiciones iniciales: y1(0) = 10, y2(0) = 20,y3(0) = 10

Escribimos el sistema de ecuaciones diferenciales en forma matricial:

Y1 =y1+ Y v 110 Y1
Yp=-yi+2p+tys (= | vp | = -1 21 Yo
Y3 =1 Ys 100 Y3
110
El sistema de ecuaciones diferenciales es de la forma Y’ = AY con A = -1 2 1 |. Calcu-
1 00
lamos, en primer lugar, los autovalores de la matriz A:
1—A 1 0
JA=M[=0=| —1 2-X 1|=0=>-X432-3\+1=—-(\—-1>=0= \=1, triple
1 0 —X

Hemos obtenido un tnico autovalor, para el cual calculamos ahora los autovectores:
01 0 x 0 01 010
A=1=>A-Dia;=0=] -1 1 1 y [=lof|=]|-11 1]0]|=
1 0 -1 z 0 1 0 -1 10
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10 -1 10 T=«
01 0|0 ]|=94y=0
00 010 =
Solo tenemos un autovector linealmente independiente asociado al autovalor A = 1, por ejemplo,
1
tomando o = 1 obtenemos %7 = | ()
1
1
Para este autovector podemos obtener una solucién parcial de la forma Vi =eMta = | o e,
1

sin embargo, como necesitamos otras dos soluciones linealmente indepedendientes para poder
construir la soluciéon general del sistema, tendremos que buscarlas a partir del desarrollo de Tay-

—

lor de una soluciéon general de la forma et = e (H + (A= AD)t+ 3 (A- )22 + - ) u

En primer lugar, buscaremos vectores i@ que satisfagan que (A — A)? @y = (A —1)% @y = 0,
pero (A —1T)iy # 0, de este modo, la solucion parcial asociada a este vector iy serd: Yo =

et (I+ (A —1I)t) s. 2

01 O -1 1 1
Como(A-1’=] 11 1| =] 0 00 |=
1 0 -1 -1 1 1
-1 11 x 0 1 -1 -1 |0 1 -1 =1 |0
0 0 0 y |=10]|= o o o0J0]|=]0 0 01}]0]=
-1 1 1 z 0 -1 1 110 0O 0 010
r=a+
=1 y=
z=«
a+p
Los vectores 1y cumplirdn que s = B , pero aunque s cumple que (A — H)2 Uy = 0 te-

(07
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nemos que elegir un iy que también cumpla que (A —I) @y # 0, esto lo conseguiremos tomando,

1
por ejemplo, « =0y 8 = 1, por lo que tendremos iy = 1 |, y la solucién parcial asociada
0
es:
100 0 ¢t 0 1 1+t
YVo=et I+ A-Dt)yiz=e || 0 1 0 |+]| =t t ¢ 1 [=Y=] 1 |
0 01 t 0 —t 0 t

Por ultimo, para obtener la tercera solucidén parcial linealmente independiente de las ante-
riores necesitaremos un vector iz que cumpla que (A — M)* @3 = (A—1)*@3 = 0 pero con
(A— )2 i3 #0y (A—1)us # 0, por lo que la solucion parcial asociada a i3 obtenida a partir
del desarrollo de Taylor de etiiy serd: Ys = e (JI +(A-D)t+ % (A—T)° t2) Us.

3
01 0 000
Empezamos el célculo de @3 comprobando que (A — H)3 =] -1 1 1 =100 0|,
1 0 -1 000
por lo tanto podemos elegir como 3 cualquier vector linealmente independiente de 4y y s, por
0
ejemplo U3 = | 0
1

Con este vector tendremos que la solucion parcial es Y3 = e (JI +(A-I)t+ % (A—T)? t2) Uz =

100 0t 0 2 2 2 0 2
= e 01 0|+ =t ¢t ¢t |+3] 0o 0 o0 0|=¢ t
00 1 t 0 —t 2 2 42 1 1-t+ %

Por lo tanto, combinando las tres soluciones parciales obtenemos la solucién general del sistema:
t2
1 1+t e
Yt)=e || 0 | +e 1 +c3 " =
1 t -1+ 5
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yi(t) = (cl +ep(1+18) + c3§> et
= yg(t) = (62 + Cgt) et
y3(t) = <cl + cot + c3 (1 —t+ %)) el

La solucion general del sistema serd Y (£) = G(£)@ con la matriz fundamental

t2
1t 1-t+%

Imponiendo las condiciones iniciales y1(0) = 10, y2(0) = 20, y3(0) = 10 tenemos
-1

110 i 10 1 110 10
010 e |=12 |=]c =010 20 | =
101 cs 10 cs 101 10
1 -1 0 10 -10 e =—10
0 10 20 |=] 20 |=9 =20
-1 11 10 30 e = 20
Por lo tanto
yi(t) = (=10 420 (£ + 1) + 10t%) yi(t) =10 (1 + 2t + %) €'
yo(t) = (20 + 20t) €' =9 y2(t) =20(1+1t)€
y3(t) = (—10 4 20t + (20 — 20t + 10¢*)) €’ ya(t) = 10 (1 +12) €

8.6. Ejemplos de aplicaciones en sistemas biol6gicos

A continuacién vamos a plantear varios problemas biologicos en los cuales es necesario resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneos.

1. Estudio de un ecosistema: Con los procedimientos desarrollados en este capitulo ya tenemos
conocimientos para poder resolver el tltimo ejemplo planteado en el capitulo 6, en el cual se
considera un ecosistema formado por una poblacion de conejos y otra de zorros. En dicho eco-
sistema, en ausencia de zorros la poblaciéon de conejos sigue un modelo de Malthus duplicAndose
cada ano, por lo que la constante del modelo seria 2. Ademés se sabe que la presencia de los
zorros provoca una disminuciéon del nimero de conejos, siendo la velocidad de decrecimiento
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proporcional al ntimero de zorros con constante de proporcionalidad 10 (con el tiempo medido
en anos). Por otro lado, la poblacién de zorros seguiria un modelo de Malthus negativo si no
existiesen los conejos, reduciéndose con una tasa instantdnea anual de 0.5. La presencia de cone-
jos favorece el crecimiento de la poblacion de zorros, de modo que la velocidad de crecimiento de
la poblacién de zorros debido a la presencia de conejos es proporcional al nimero de individuos
de esta poblacion, con constante de proporcionalidad 0.1

Este modelo sigue un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma Y’ = AY con A =
2 =10
0.1 —-0.5

donde la primera poblacién es la de conejos y la segunda la de los zorros.

Para encontrar la solucion general del sistema calculamos los autovalores y los autovectores de
la matriz A:

2—A —10

|A—A|=0= =X —15A=0=XA =0y =15
0.1 —-05-2AX
. R 2 =10 |0 1 =510 . Sa
Para A1 = 0= Ati; =0 = — = U =
0.1 —-05 |0 0 0 0 «

5

Tomando a = 1 seleccionamos el autovector w; = y construimos una solucién parcial
1

- 5

Yl = ﬁle)‘lt =

1
~ o 0.5 =10 | O 1 =20 |0 ~ 20
Para \y=1.5 = (A — 1.51)uy = 0= — = Uy =
0.1 -2 0 0 O 0 «a

20

Tomando « = 1 seleccionamos el autovector iy = y construimos la segunda solucién
1

- 20
parcial Yy = UgeM2t = el5t.
1

Con estas soluciones parciales podemos construir la solucién general del ecosistema es:

. 5 20 t) = 5cp + 20cel5

Y(t)=¢ + ¢o eldt = n(®) ! 2 , donde y; es la poblacién de

20 1 Ya(t) = c1 + coel™

conejos e yo la de zorros.
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2. Interaccion entre especies: Considerar dos especies de hongos que conviven en un mismo entorno.
En ausencia de hongos de tipo B, los hongos de tipo A presentan un decrecimiento con una tasa
instantanea igual a -4. Sin embargo, la presencia de hongos de tipo B provoca un aumento del
ntmero de individuos de la poblacion A proporcional al namero de individuos de la poblaciéon B,
con constante de proporcionalidad 1. La poblacion B en ausencia de la poblacién A permaneceria
constante, sin embargo, la presencia de A provoca un crecimiento de B proporcional al ntimero
de individuos existentes de la poblacion A, con constante de proporcionalidad 4.

a)

b)

Construir el sistema de ecuaciones diferenciales lineales que describen esta situacion y
calcular la solucién general de dicho sistema de ecuaciones.

Si inicialmente hay yg individuos de la poblaciéon A y los mismos de la poblacion B, obtener
la solucion particular del sistema en funcion de . Analizar la evolucion de las poblaciones
del sistema, indicando si se extingue alguna de las poblaciones y, en caso afirmativo, el
momento en que esto sucede.

Segiin las indicaciones del enunciado, el sistema de ecuaciones diferenciales que define la
interaccién entre estas poblaciones es:

= 4 R . -4 1
y;4 yA+yB:>Y':AYconA:
yp = —4ya —4 0
Calculamos los autovalores y autovectores de la matriz A:
—4-Xx 1 )
|A— M| = =(A+2)"=0= A= —2doble
—4 -

~ o -2 110 ~ «

ParaA=-2= (A+2l)u; =0 = = U =
-4 2 |0 2«
. . . > 1 — 9t
Con esto construimos la otra solucién parcial Y7 = e
2

Para completar la soluciéon general, elegimos otro vector s linealmente independiente de

1
U1, por ejemplo, Uy = , con el que construimos una soluciéon parcial de la forma

0
- 1—2t t 1 1—2t
Ya=e 2 (T4 (A+20)t) iy =e > = e

-4t 1+ 2t 0 —4t

La solucién general del sistema es:

- 1 1—2t o

Yo=|C + Oy e " =
2 —4t

ya(t) = (C1+Cy(1—2t))e 2
yp(t) = (2C) —4Cot) e ™
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1

Con las condiciones iniciales }7(0) = Yo tenemos que:
1
1 Ci+C ) =(1—t -2t
Yo = ! ? = (1 = Cy = 0.5y, por lo que ya(t) ( Jvoe o
1 204 ys(t) = (1—2t)yoe

La primera poblacién se extinguiria para ¢ = 1 y la segunda para ¢t = 0.5, por lo cual se
extingue primero la poblacion B.

3. Infecciones causadas por patdgenos: Considerad una infeccién por un agente patégeno. La po-
blacién de dicho agente patdégeno crece a una tasa instantédnea de 1 por unidad de tiempo, pero
el sistema inmune del paciente reacciona y cada glébulo blanco es capaz de eliminar 2 individuos
patogenos por unidad de tiempo. A su vez, los globulos blancos mueren con una tasa instan-
tanea de 2 en ausencia de agentes patogenos, pero crecen en numero de forma proporcional al
nimero de agentes patogenos presentes en el organismo (con constante de proporcionalidad 1).
Obtened el sistema de ecuaciones que describe la interacciéon agente patogeno-globulos blancos
y la solucion general que rige las poblaciones de dichos organismo.

Siguiendo las indicaciones del enunciado, el sistema de ecuaciones diferenciales que define la
interaccién entre estas poblaciones es:
F = -2 . . 1 -2

y} yLe e =Y =AY con A=

Yo= Y1 —2y2 1 -2
Calculamos los autovalores y autovectores de la matriz A:

1—A -2
|A—)\H|: :()\—1—1))\:0:>)\1:—1y)\2:0
1 —2—-A

Para \j = -1= (A+Du; =0=

li

Con esto construimos una soluciéon parcial Y, =

. 1 -2
Para Ao =0 = Atipy =0 = = 1y =
1 -2 10

Con esto construiimos la otra solucién parcial Yy =

La solucion general del sistema es:
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yl(t) = Cle_t + 205

o 1 2
Yo=0C; et + Cy =
1 {yz(t) =Cre " 4 Cy

1

4. Ecosistemas depredador-presa lineales: Considerar un ecosistema depredador-presa que, en pri-
mera aproximacion, se puede describir con un sistema lineal. Si los depredadores decrecen a
una tasa de 1 (en ausencia de presas), con el tiempo medido en anos, y crecen a un ritmo de 5
individuos al afio por cada presa existente en el ecosistema, y las presas crecen a una tasa 1 (en
ausencia de depredadores y con el tiempo medido en anos) y decrecen a ritmo de 1 al afno por
cada depredador existente.

a) Escribir las ecuaciones que describen el ecosistema y obtener una solucién general del
mismo.

b) Suponiendo que inicialmente hay 25 presas y 5 depredadores, obtener la solucion particular
condiciones iniciales.

¢) Considerando las condiciones iniciales descritas, analizar si se extingue alguna de las dos
poblaciones y, en caso afirmativo, indicar cual lo hace en primer lugar y cuantos individuos
quedan, en ese instante, de la otra poblacion.

Segiin el enunciado del problema, las ecuaciones del ecosistema seran:

= — 5 R R -1 5

y/l vt y2:>Y':AYconA:

Yo = —Y1ty2 -1 1
Calculamos los autovalores y autovectores de la matriz A:

—1-A 5 9
|A—)\H|: =\ +4:0:>)\1,2::|:2Z'
-1 1—A
) . —1—2 5 0 (1 -2
Para \y =2i = (A—2i)ud; =0 = = U =
-1 1—2¢ |0 «

Con esto construimos la solucion general de la forma:
Yo = Re(ieM?) + Img(iret)

Calculamos:
R 1 -2\ o cos(2t) 2sin(2t)
ue™tt = + i| (cos(2t) + isin(2t)) = + +
1 0 cos(2t) 0
sin(2t) —2cos(2t) . cos(2t) + 2sin(2t) [ sin(2t) — 2 cos(2t)
+ = +Z
sin(2t) 0 cos(2t) sin(2t)

La solucién general del sistema es:
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7. - cos(2t) + 2sin(2t) LG sin(2t) — 2 cos(2t)
cos(2t) sin(2t)
y1(t) = (C1 —2C%)cos(2t) + (2Cy + Cy) sin(2t)
y2(t) = Cqcos(2t) + Co sin(2t)

Con las condiciones iniciales tenemos:

5 Cy — 20, 1 -2 Cy 5) 1 0 25
= = = = —
25 Ch 1 0 Co 25 1 -2 5
1 0 5 1 0|5 Ci= 5 y1(t) = bcos(2t) + 60sin(2t)
— = = .
0 —2 | —920 0 1 |10 Cy= 10 y2(t) = 25cos(2t) + 10sin(2t)

La poblacién de depredadores se extinguira cuando:

y1(t) =0 = 5cos(2t) 4+ 60sin(2t) = 0 = tan(2t) = —12 = 2t = 1.654 = t = 0.827
La poblacién de presas se extinguira cuando:

y2(t) = 0 = 25cos(2t) + 10sin(2t) = 0 = tan(2t) = —2.5 = 2t = 1.951 = t = 0.976
Se extinguird antes la poblacion de depredadores y, en ese instante, habra:

y1(0.827) = 25 cos(1.654) + 10sin(1.654) = 8 presas.

5. Desarrollo de epidemias: Consideremos un brote de una epidemia que afecta a una poblacion
de 19500 personas que en la primera semana afecta a 975 personas y que posteriormente man-
tiene la tasa de infeccion. En el transcurso de cada semana un 50 % de los enfermos dejan de
estarlo, debido a que o bien se recuperan (un 90 % de estos) o bien fallecen. Considerando que
la epidemia no genera inmunidad en quien la padece ni existe vacuna para su prevencion, res-
ponded a las siguientes cuestiones, teniendo en cuenta que en la poblacién no hay nacimientos
ni incorporaciones de individuos y que todos los fallecidos son debidos a la epidemia:

a) ;Cuél es el modelo de ecuaciones diferenciales que describe la evolucion de la epidemia?

b) Resolved dicho modelo y escribid el comportamiento del nimero de susceptibles (.S), infec-
tados (I) y fallecidos (R) en funcion del tiempo.

¢) Analizad si se produce un méaximo en el namero de infectados y, en caso afirmativo, en qué
momento se producird y cudl sera el niimero de infectados y de muertos en dicho instante.

975

19500
constante a lo largo del tiempo. La tasa de supervivencia, p, de la enfermedad es del 90 %,

por lo que p = 0.9, y la de mortalidad, m, es del 10 %, asi que m = 0.1. Ademas la tasa de

Segin los datos del enunciado, la tasa de contagio es a = = 0.05, y se mantiene
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recuperacion semanal, 3, (que seria el porcentaje de infectados que deja de estarlo sema-
nalmente) es del 50 %, por lo que 5 =0.5

Con estos datos podemos construir un modelo con tres poblaciones: susceptibles (.5), in-
fectados (I) y fallecidos (R) que sigue el siguiente esquema:

/[3p|\
asS Bmi

Por lo que el sistema de ecuaciones que rige la evolucion del niimero de susceptibles, infec-
tados y fallecidos es:

( dS
E——a5+ﬁpl
dI
B _ 8]
i aS —pf
dR
an I
a ~om

Este sistema se puede reducir a un sistema con dos ecuaciones puesto que la variable del
numero de fallecidos se puede obtener a partir de la poblacion total N = 19500, que se
considera constante, y el nimero de susceptibles y fallecidos: R(t) = N —S(t) — I(t). Por lo
que el sistema queda reducido a un sistema de ecuaciones diferenciales con dos incognitas:

dS
> 7
g aS + fp
dl
— =a8 -1
a0 h
. . . S —a fBp
Escrito de forma matricial Y/ = AY tendremos que Y = yA= =
1 a —f
—-0.05 0.45
0.06 —0.5

Calculamos los autovalores y los autovectores de la matriz A para obtener la solucion
general del sistema:
—0.05 — A 0.45 A = =H43VIS
|A — M| = = A2+ 0.55)\ + 0.0025 = 0 =
0.05 —0.5— A P MIE
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/I3 2 —1143V13 18 0
P _ —11+43V13 A— D =0 40 40 0
ara \; o = ( M) =0= N ey —
10 0 40
9 — 313 18 0 1 =238 [ =,
— = Uy =
2 -9-3v13 | 0 0 0 0 !
~ 9+3v13 19.82 . ) )
Tomado o = 2 tenemos ] = ~ y la solucién parcial asociada
2 2
os }71 (t) _ 9 + 3\/ 13 eillzg\/ﬁt ~ 1982 6_0-0046t
2 2
/3 2 —11-3V13 18 0
P _ —11-3V13 Aol iy =0 40 10 0
ara Ao o = ( Aol) iy =0 = N w0 sy | —
10 0 40
94313 18 0 1 =23V g [ =3
— = Uy =
2 -9+3v13 | 0 0 0 0 o
. 9—-3v13 —1.82 . . )
Tomado o = 2 tenemos iy = ~ v la solucién parcial asociada
2 2
- 9—-3v13 C11-3yT —1.82
os Ya(t) = B N o—0.5454
2 2

Las soluciéon general del sistema sera:

— 9 + 3\/ 13 711+3\/T3t 9 - 3\/ 13 71173\/ﬁt
Y(t)=c e~ 40 + c2 e 10 =
2 2
S(t) = (9+3V 13)cleillzg\/ﬁt +(9 -3V 13)02671123mt

—11+3v13 —11-3V13
= I(t) =2cie” © "4 2ce @ !

R(t) = N — S(t) — I(t)

Como inicialmente hay una poblaciéon de N = 19500 habitantes, todos ellos sanos, tenemos
que S(0) = 19500, I(0) = 0 y R(0) = 0, asi que resolviendo con las condiciones iniciales
tendremos que:

(9 +3v13)c1 + (9 — 3v/13)ce = 19500 9+ 3v13 9-3v13 | 19500
=
2c1 +2c0 =0 2 2 0
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6v/13 0 | 19500 1 0 | 250V13 ¢ = 250¢/13
— =
1 1 0 0 1 | —250V/13 ¢y = —2500/13
Por lo tanto:
S(t) = (9750 + 2250v/13)e 502t 4 (9750 — 2250¢/13)e 0"t
I(t) = 500v/13 (e~ 00 — =1 N
R(t) = 19500 — (9759 + 2750y/13)e — -0t — (9750 — 2750/13)e 10!

Las funciones que describen la evolucion del ntmero de susceptibles, infectados y fallecidos
seran:

S(t) ~ 17862.5¢~-0046f 4 1637 5¢70-5454
I(t) ~ 1802.8(e~0:00460 _ o—0.5454t)
R(t) ~ 19500 — 19674.3¢~0-0046t 4 165 3¢0-5454¢

Para averiguar si hay un maximo en el numero de infectados calculamos cuando la derivada
de I(t) se anula:

I
% =0= (—11+3V13)e

711+3\/13t 71173\/1315
40 40

+(1143v/13)e =0= 0508 =119 = ¢+ ~ 8.83
Por lo tanto, se producird un maximo en el numero de infectados a lo largo de la novena
semana. En ese instante habra (8.83) ~ 1717 infectados, S(8.83) ~ 17167 susceptibles y
R(8.83) = 616 fallecidos.
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Capitulo 9

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales
Completos

Método de resolucion

9.1. Introducciéon

En el tema anterior introdujimos los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes constantes

( d—ytl — an 91 () + ars a(t) + o+ @ yalt) + f1(8)
% = ay y1(1) + am Ya(t) + .. + Gop ya (1) + fo(t) o)
e
| g = Y1(t) + ana Y2(t) + o + Qn Yn(t) + fo(t)
que representamos de forma matricial como
Y/(t) =AY (t) + F(t) (9.2)
y1(t) o fi(t) a1 Qiz ... Qin
donde Y (1) = yz_(t) V() = ddit R = f?(t) S
Yn(t) b falt) Ul Ana o Qnm

En el tema anterior aprendimos a resolver el sistema homogéneo Y7, (t) = AYy(t) asociado

187
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a (9.2) y en este tema vamos a ver como resolver los sistemas completos de la forma (9.2) en
los que aparecen términos F(t) que representan el efecto del entorno sobre la evolucion de las
poblaciones.

El procedimiento de resoluciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes constantes, como el descrito en (9.1), con condiciones iniciales Y (0) = Yy,
consta de tres pasos:

1. En primer lugar veremos que tenemos que resolver el sistema homogéneo asociado, Y};(t) =
A Y;{(t), siguiendo el procedimiento descrito en el tema anterior. La soluciéon general aso-
ciada al sistema homogéneo descrita en (8.5) se puede escribir como Yy (t) = G(¢)C siendo
G(t) una matriz fundamental del sistema (esto es, sus columnas son soluciones linealmente
independientes del sistema homogéneo) y C un vector de constantes.

2. Una vez calculada la solucién del sistema homogéneo procederemos a calcular la solucion
general, Y, (¢), del sistema completo (9.1), o bien utilizando el método de variacién de
parametros, o bien el método del tanteo, que describiremos a continuacion.

3. Finalmente, impondremos las condiciones iniciales, 37(0) = }7{), sobre la solucion general
Y,(t) del sistema completo para obtener la solucién particular Y (¢) del sistema completo
que satisface las condiciones iniciales dadas.

9.2. (Calculo de soluciones: método de variaciéon de para-
metros

El método de variacion de parametros se basa en el procedimiento que se sigue para resol-
ver una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma 3" + p(t) y = ¢(t), ya que esta
ecuacion se puede reescribir como y’ = —py + ¢ y podemos ver que tiene la misma estructura
que la expresion matricial Y/ = AY + F' del sistema de ecuaciones diferenciales (9.1).

En el caso de una ecuacion diferencial lineal de primer orden, como ya se ha descrito en la
seccion 4.2.5, primero se resuelve la ecuacion homogénea asociada, yy + p(t) yg = 0, obtenién-
dose que yy = Ce™ /Pt — ¢ g(t). A partir de ahi, se propone como solucion de la ecuacion
completa la expresion y(t) = C(t) g(t), o sea, se propone que la constante multiplicativa C' de
la solucion homogénea sea una funcion de la variable independiente, C(t), en la solucion del
sistema completo.

En el caso de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, como el
descrito en la expresion (9.2), primero calculamos la solucion del sistema homogéneo asociado,
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obteniéndose Yy = G(t) C.

En segundo lugar, para buscar la solucion del sistema completo suponemos C = é(t) y
proponemos como solucion Y (t) = G(t) C(t), por lo que Y'(t) = G'(t) C(t) + G(t) C'(¢).
Como Yy = G(t) C es solucion del sistema homogéneo, ya vimos en la seccion 8.4.3 que se
cumplird que Y}, (1) = G'(t) C = AYy = AG(t)C = G'(t) = AG(t). Asf pues, tendremos que
Y'(t) = AG(t) C(t) + G(t) C'(¢).

Finalmente, si sustituimos en la expresion (9.2) tenemos:
YV =AY + F = AGH)C)+G#)C'(t) = AGH) C(t) + F = C'(t) = (G(t)) " F(t) =
aw:/@@Wﬁ@ﬁ+ﬁ

siendo K un vector de constantes que se obtiene al integrar.

Por lo tanto, la solucion general del sistema completo (9.2) sera

nsz@(K+/@@rW%w) (9.3)

Se puede ver en la expresion (9.3) que la solucion general consta de dos sumandos, ya que
podemos escribir }i(t) = GK + G(t) / (G()) ™ F(t)dt.
El primero de los sumandos, G(t)K, es la solucion del sistema homogéneo (8.5) y el segundo
de ellos, G(t) / (G(t)) " F(t)dt, es el que incorpora el término F(t) del sistema de ecuaciones

diferenciales que describe el efecto del entorno sobre las poblamones

Por lo tanto, podemos escribir Y,(t) = Yy (t) + Y,(t), siendo Y, (t) = G(t) / t)dt un
E(

término particular de la solucion general que incorpora el efecto de F(t) en las poblaciones.
Ademas es solucion del sistema completo de ecuaciones difereneciales (9.2), ya que al derivar
Y,(t) como un producto de funciones obtenemos que:

'ﬁﬁ):GWﬂ/YG@ﬂJFQMﬁ+G@HG@D*FW)IGWﬂ/YG@ﬂJF@M#+f@

Segun vimos en la seccion 8.4.3 la matriz G(t) cumple que G'(t) = AG(t), por lo que:

ﬁ@:Amq/@@rﬁ%m+ﬁ@:Ag@+ﬁ@
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Asi pues, }_/;)(t) satisface la expresion (9.2), por lo que es una solucion particular del sistema
de ecuaciones diferenciales (9.1)

Podemos comprobar que la solucion general del sistema completo que hemos obtenido, que
es de la forma Y,(t) = Yy(t) + Y,(t), también es una solucion de (9.2), ya que se cumple que
?ﬁ(t) = AYy(t) e }_/;f(t) = A}_/;)(t) + F(t) y, por lo tanto:

Vy(t) = V(O +7(0) = AVu@)+ATy(6)+ F () = A (Yu(t) + V() )+ F () = ATy(t)+F (1)

Asi queda comprobado que 1_/;7(15) = Yu(t) + 1_/;,(15) es una solucion del sistema completo.

9.3. CaAlculo de soluciones: Método del tanteo

El método de variacion de pardmetros descrito en la seccién anterior puede suponer en al-
gunos casos la necesidad de realizar calculos complicados (integrales, inversas de matrices,...).
Vamos a ver que dependiendo de la forma de F (t) podemos tantear una solucion particular }_/;)
del sistema completo.

Como vimos en la seccion anterior, la solucién particular Y,(t) = G(t) / (G(t) " F(t)dt

incorpora el efecto del término F (). Esto hace que la forma de dicha solucién particular Y, (t)

se parezca a la forma que presenta la funciéon F (t). Esto nos permitira proponer la forma f;,(t)
y, sabiendo que es solucion del sistema completo, como hemos demostrado en la seccién 9.2,
obtener dicha )_/;,(t).

Vamos a ver varios ejemplos sobre como encontrar mediante el método del tanteo una
solucion particular:

1. Si F (t) = feﬂt, siendo f un vector de constantes, y ademas se cumple que €2 no coincide
con ningun autovalor de la matriz A del sistema (9.2), propondremos una solucién parti-
cular Y,(t) de la forma Y,(t) = @ con @ un vector de constantes, ya que reproduce la
forma del término F(t).

Si F (t) = f (t)eS¥ donde ahora f (t) es un polinomio de grado m, pero sigue cumpliéndose
que €2 no es un autovalor de la matriz A, la solucién particular 372,,(15) sera de la forma
Y,(t) = @(t)e™ con @(t) un polinomio de grado m, al igual que f(t)

2. Si F (t) tiene la misma forma que una solucién parcial del sistema homogéneo, esto es,
si F(t) = fe? con Q = \; siendo A; un autovalor de la matriz A del sistema (9.2) y
f un vector de constantes, hay que aumentar en un grado el polinomio de la solucion
particular que multiplica al factor e* para poder anadir un grado de libertad que nos
permita obtener una solucién particular diferente de las soluciones del sistema homogéneo.
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Eso quiere decir que propondremos una solucién particular de la forma 1_/;,(15) = (gt+c_i)em,
siendo @ y b vectores de constantes.

—

3. Si F(t) es un polinomio de grado m, es equivalente a decir que F(t) = f(£)e® siendo f(t)
un polinomio y 2 = 0, por lo que podemos buscar soluciones Y,(t) que sean polinomios
de grado m.

4. Si F(t) es una funcion trigonométrica, o sea, F/(t) oc cos (Qt) o F(t) o sin (Qt), probare-

mos soluciones particulares de la forma Y, = @e™¥, ya que podemos considerar que F' oc
e®¥ porque e = cos () +i sin (), y tomaremos posteriormente e (}7;,) oZmg (}7;,)
dependiendo de si F(t) o cos () o F(t)  sin (Qt), respectivamente . Otra forma equi-
valente de tantear la solucién en este caso es tomar como Y),(¢) una combinacién lineal de

las funciones trigonométricas cos(Qt) y sin(Q) de la forma Y, () = @ cos(Qt) + bsin(Q1).

En todos estos casos, una vez hayamos hecho la propuesta de }7;,(15), sustituiremos en el
sistema completo (9.2) y obtendremos la forma concreta la solucion particular Y, (¢).

9.4. Ejemplos

y1(t) = 3y1 + y2 + €

/
1. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales !
yh(t) = —y1 + By — €'

con condiciones iniciales y;(0) = 10, y2(0) = 12.

- S -, 3 1 ~ e
Tenemos un sistema de Y'(t) = AY (t) + F(t) con A= y F(t) =
-1 5 —e!
Resolvemos primero el sistema homogéneo asociado Y7 (t) = AYy(t), y para ello busca-
mos autovalores y autovectores de A.

3—A 1 )
|A—=Xl| =0 = =X —-8\+16=(A—4)" =0 = \ = 4 es autovalor
-1 5—-2A
doble.
. R -1 110 . «
Para\=4= (A—4l)u; =0 = = i =

-1 110 e}
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1
Solo tenemos un autovalor linealmente independiente, tomaremos u; =
1
Para construir el conjunto de soluciones linealmente independientes, buscaremos dos vec-

tores iy, iy que cumplan que e, son linealmente independientes.

1
Como e = M [T+ (A — )t + 3 (A= A% + ) , tendremos que el autovalor u; cum-

A A

ple que et = ey
Ahora buscaremos un vector i, que cumpla que

1
eMigy = eM (H + (A=)t + 5 (A—\D)* % + ) iy = = eMily + M (A — M) tiy,

para ello debe cumplirse que (A — \)* @, = 0 pero (A — M) i@y # 0
2

-1 1 00
Como A\ = 4 = (A—\)* = = . Por lo tanto cualquier vector
-1 1 00
il cumplira que (A — )\I[)2 iiy = 0, como ademas tiene que cumplirse que (A — AI) ity # 0
1
podemos tomar, por ejemplo, iy =
0
Con estos dos vectores construimos la solucién general del sistema homogéneo ?H(t) =
1
0164t171 +Cg€4t (H -+ (A - 41[) t) ﬁg = 0164t171 +Cg€4tﬁ2—|—02€4tt (A - 4H) ﬁg :Cle‘“ +
1
1 -1 1 1 1 11—t
Coet + Chellt = Chett + Coe™ =
0 -1 1 0 1 —t
. et (1 —t)ett Cy - et (1 —t)ett _
Yu(t) = = G(t)C con G(t) = matriz
e4t _t64t 02 e4t _t64t

fundamental del sistema.

Resolvemos el sistema completo utilizando, en primer lugar, el método de variacion de
los parametros y, en segundo lugar, el método del tanteo.

a) Método de variacion de parametros:
Buscamos soluciones del sistema completo de la forma 1_/;7(15) = G(t)C(t), como
G'(t) = AG(t), cuando sustituyamos en el sistema de ecuaciones diferenciales ten-
dremos que G(t)C'(t) = F(t) = C'(t) = GL(t)F(t)
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—1 -1

et (1 —t)et 11—t t 1—t
Calculamos G™1(t) = ( ) =e 1 =e~ M

et —tett 1 —t 1 =1
Por lo tanto
. t 1—t et 2t — 1
C'(t) =e M =3 =

1 —1 —e! 2

1 [ e3t(1—6t) RS
—66_3t K2

La solucién del sistema completo seréa:

o 5 1 1—-t¢ 1 =3t (1 — 6t K
Y,(t) = G)O(t) = et A Y

1 =t ) \? —6e™ K,
Como imponemos las condiciones iniciales:
. 10 11 1 1 Ky
Y (0) = = — +
12 10 9\ —6 K,
-1
K 11 10 1 1 1
K, 10 12 9\ -6 9
Por lo tanto
. 1—t 1 [ e (1—6t
Y(t) — €4t ( ( ) 4= )
9 _66—3t
1
y1(t) = = (12t 4+ 95) e — 5et
1 [ (12t +95)e 9
- =
I\ (12t +107) e + ¢! 1
yo(t) = 9 (12t 4+ 107) e + €t)
M¢étodo del tanteo:
. S 1
Como F(t) es de la forma fe' con ( vamos a buscar una solucion
—1

t

particular del sistema de la forma Y ae’, entonces la solucion general del
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sistema sera:
Yy(t) = Yu(t) + Y,(1)

Sustituimos Y, (t) en el sistema de ecuaciones:

V! =AY, + F=adel = Ade' + fe'! =@ =Ad+f= (A-Da=—f =
2 1) . —1 2 1 |-1 1 -4 -1 1 -4 | -1
a= = — — —
-1 4 1 -1 4 1 2 1|1 0 9 1
10[-5/9\ _ [ -5/9
=>a =
01| 1/9 1/9
: : - —5/9 :
La solucién particular serd Y, (t) = e’ , por lo que la solucién general es
1/9
. 1 1—-¢ C —5/9
Y,(t) = e Pl et /
1t Cy 1/9
: . L 10 L1 Ch =5/9
Imponiendo las condiciones iniciales = + =
12 10 Cy 1/9
-1
4 11 10 —5/9 1 ( 107
s 10 12 1/9 9\ —12
R 1 1 1—-¢ 107 -5
Por lo tanto Y (t) = - | e* + € =
9 1 —t ~12 1
1
yi(t) = 9 ((12¢ + 95) e* — bet)
1 at |t
ya(t) = §((12t+107)e +ée')
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2. Resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden
Y1 =3y1 —y2— 2t
yh = 2yo — 6t% + 2t + 12
con condiciones iniciales y;(0) = 6,y2(0) = 1

—

Este sistema lo podemos escribir en forma matricial como Y'(t) = AY(t) + F(t) con
3 -1 _, —2t
A= y F(t) =
0 2 —6t* + 2t + 12
Para resolver este sistema, debemos resolver primero el sistema homogéneo asociado
Y} (t) = AYy(t), para ello buscamos, en primer lugar, los autovalores y los autovecto-
res asociados de la matriz A.

3—A -1
A= M| =0= =X -5A+6=A=-2)(A=3)=0=N\ =2, =3
02—\
1 -1 10 « 1
Para A\ =2 = (A -2I)u; = 0= =1 = . Tomaremos w; =
0 010 « 1
0 —110 « 1
Para A = 3= (A - 30) iy = 0= = Uy = . Tomaremos iy =
0 —110 0 0
3 0
Por lo tanto, la matriz diagonal asociada a A es D = con matriz de paso
0 2
1
1 1 1 1 0 1
10 10 1 —1

La solucion general del sistema homogéneo asociado sera de la forma

2
- 1 1 -
YH(t) = E C’ie’\"tﬁi = Cl 62t ) + CQ e3t = G(t)C’
=1

621& 63t . Cl
con G(t) = yC =
62t 0 Cg

Para obtener ahora la solucion del sistema completo podemos aplicar el método de va-
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riacién de pardametros o el método de tanteo. Vamos a resolver el problema de las dos
formas.

a) Método de variacion de parametros

Seguin el método de variacion de parametros, vamos a buscar una soluciéon para
el sistema completo que se parezca a la solucion del sistema homogéneo, asi que
vamos a proponer como solucion del sistema completo una expresion de la forma
Y,(t) = G(t)C(t) y, por lo tanto, Y/(t) = G'(t)C(t) + G(t)C'(¢t).

Teniendo en cuenta que Yy = G(t)é es solucion del sistema homogéneo y entonces
G (t)C(t) = AG(t)C(t), tendremos que, al sustituir en el sistema completo, obtene-
mos:

Gt + G)C'(t) = A(G(t)é(t)) + Rt = au)d'(t) = Ft) = C'(t) =
G L(t)F(t)

Asi que, en nuestro caso
-1

C'(t) =
e’ 0 —6t* + 2t + 12
Q2 o3t - 0 2
Como G71(t) = = tendremos que
2t o3t -8t
. 0 e —2t 12 + 2t — 6t*) e™*
C'(t) = = ( )
e 3t —e3 —6t* + 2t + 12 (—12 — 4t + 6t%) 3
Para calcular C (t) tendremos que integrar las expresiones anteriores
- e (12 + 2t — 6t%) dt

[ e (=12 — 4t + 6t2) dt
Sabiendo que /e“tt2 dt = X5 (2 — 2ate™ + a*t?e™)+ K, /e“tt dt = & (ate™ — e™)+

Ky [e"dt =%e™ + K tendremos que

- e (2t +3t> =5 K
I N[
6_3t (4 - 2t2) K2
. - e et e 2 (2t + 3t — 5) K
Por lo tanto Y (t) = G(t)C(t) = +

e 0 e 3t (4 — 2t?) K,
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Imponiendo las condiciones iniciales:

. _ 6 11 -5 K K
Y (0) = G(0)C(0) = = + = =
1 1 0 4 Ky Ky
-1
1 1 6 -5 0 1 6 -5 K 6
— — — = —
1 0 1 4 1 -1 1 4 Ky 1

Asi que la solucion del problema con condiciones iniciales sera
. e et e (2t + 3t —5)+ 6 y1(t) =6e? + &3t + 12 + 2t — 1
Y(t) = =

e 0 e 34 —2t%) +1 yo(t) =6e* + 3t + 2t — 5

Método de tanteo

En el método del tanteo, buscamos soluciones particulares }7;)(15) del sistema comple-
toy de este modg podemos construir la solucién general del sistema completo como
Y,(t) = Va(t) + Vi0).

Para encontrar una soluciéon particular del sistema completo, lo que hacemos es tan-
tear soluciones que tengan una forma similar al vector F(t).

En este caso, como en F(t) = fot> + fit + fo, con fy = , f1 = y
—6 -2
ﬁ; = , consideraremos como solucién particular una expresion de la forma

12

Y, (t) = at2 + bt + ¢ = }7;(15) — 2t + b. Sustituyendo en el sistema de ecuaciones
tendremos que:

Y! = AY, + F(t) = 2at +b = A(G> + bt + &) + fot® + fit + fo = Aat? + Abt + A¢ =
—fot? + (28— f)t+b— fo

Obtenemos varios sistemas de ecuaciones (uno para cada grado del polinomio en t):

Para grado 2 en ¢ tenemos Ad = —f; = 5o a = — . = a =
0 2 —6
-1
3 —1 0 1( 21 0 . 1
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- . 3 -1\ - 1 —2
Para grado 1 en t tenemos Ab = 2a — f; = b=2 — =
0 2 3 2
4 - 1( 21 4 o 2
=b=— = b=
4 6\o 3 4 2
S 3 —1 2 0
Para grado 0 en ¢ tenemos que A¢=b— fy = c= — =
0 2 2 12
2 1 ( 21 2 . -1
= C= = = Cc=
~10 6\o 3 ~10 -5
- - 1 1 1
Ast que, Y, (t) = at? + bt + = 2 +2 t—
3 1 5
Por lo tanto:
. . . e?t 3t Cy ) 1 1
Yo(t) = Yu(t) + Y,(t) = + t* 42 t—
et 0 Cy 3 1 5
Imponiendo las condiciones iniciales
—1
. 6 11 Ch 1 6 Ch 1 1 6 1
1 10 Cs 5 1 Cy 10 1 5
0 1 7 4 6
= —
1 -1 6 Cs 1

La solucién del sistema de ecuaciones con condiciones iniciales es:
. 1 1
Y(t) = + 2 +2 t— =

y(t) = 6e* + e + 2 + 2t — 1
Ya(t) = 6e* + 32 + 2t — 5
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3. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales que define el comportamiento de dos poblacio-
nes de individuos

Y1 (t) = 2y + 4y, — 1

Yo(t) = —y1 + 2y2
con las condiciones iniciales y;(0) = 25, y5(0) = 30. Calcular la evolucion de las poblacio-
nes con el tiempo.

Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma Y'(t) = AY (t) + F(t) con

2 4 ﬁ 1
A= y F(t) =
-1 2 0
Resolvemos primero el sistema homogéneo f}’,(t) = A?H(t) y para ello diagonalizamos.
2.\ 4 , ,
A -\ =0= SN AN+ 8=(A—2-2)(A—2+2)=0=
-1 2—=X

A=2+2iyA=2—-2;
Hemos obtenido dos autovalores complejos (uno conjugado del otro).

Para A = 2 + 27 calculamos el autovector:
—21 4\ . o —21 4 10 1 210 . —2i
u=0= — = U=
-1 -2 -1 -2 |0 0 010 1
21

1

Para el otro autovalor A = 2 — 2i el autovector es 4 =

La solucién general del sistema homogéneo la podemos calcular como ?H(t) = C1Re (e’\tﬂ’) +
C5Zmg (€M), por lo que calculamos, en primer lugar, ea

, —2 0 —2
eMil = e2+20)1 = e*" (cos(2t) + isin(2t)) +1 =
1 1 0
0 ' 9 | 2 _
e | [ cos(2t) — sin(2t) +1 | cos(2t) + sin(2t)

1 0 0 1
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Por lo tanto:

0 —2 2sin(2t
Re (M) = e* | cos(2t) — sin(2t) = e (21)
1 0 cos(2t)
-2 0 —2cos(2t
Img (M) = e* | cos(2t) + sin(2t) = e (21)
0 1 sin(2¢)

Asi que la solucion general del sistema homogéneo es:

- i -2 2t 2sin(2t) —2 2t C -
Vo (t)=Cye? cpert [ TROOSE | (2500 —2eos@) ) [C) s
cos(2t) sin(2t) cos(2t) sin(2t) Cy

Ahora resolvemos el sistema completo. Vamos a resolverlo con los dos métodos explicados.

a) Método de variacion de parametros:

Buscamos una solucion de la ecuacion completa de la forma Y, (t) = G(t)C(t), sus-
tituimos en el sistema de ecuaciones sabiendo que G'(t) = AG(t), por lo tanto
Gt)C'(t) = F(t) = C'(t) = G () F(t) )
2sin(2t) —2cos(2t —2t sin(2t) 2cos(2t
Como G-1(f) — o-2 (2¢) (21) e (2¢) (20
cos(2t) sin(2t) 2 —cos(2t) 2sin(2t)
sin(2t) 2 cos(2t) -1 e~2t [ —sin(2t)
—cos(2t) 2sin(2t) 0 2 cos(2t)
cos(2t) 4 sin 2t) K
_'_

sin(2t) — cos(2t) K,

Por lo tanto,

—

V() =G F(t) = e 2sin(2t) —2cos(2t) \ [e~2 [ cos(2t) + sin(2t) . K,

cos(2t) sin(2t) 8 sin(2t) — cos(2t) K,

Imponiendo las condiciones iniciales:

o 25 0 —2 1 1 Ky
Y(0) = = = + =
30 1 0 8\ —1 K,
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-1

K 0 —2 25 1 1 1 239
Ky 10 30 8\ -1 8\ —99
Asi que la solucion sera:

- 2t [ 2sin(2t) —2cos(2t cos(2t) + sin(2t 239
py < [ 2om@n —2eos(n) ) ([ eos(on +sinean) | N
8 cos(2t) sin(2t) sin(2t) — cos(2t) -99

2

e

y(t) = - (99 cos(2t) + 239 sin(2t)) +

RS-

2t
1
ya(t) = % (239 cos(2t) — 99 sin(21)) + ¢
b) Método de tanteo:

Como F (t) esta formado por constantes, vamos a buscar una solucién particular del
sistema completo de la forma

Y,t)=d=Y0=>Y =AY, + F = AY, = —F =
-1
2 4\ | -1 ~ 2 4 1 1/4
a = — = a = =
-1 2 0 -1 2 0 1/8
La solucion general del sistema completo seré:
- 2sin(2¢ —2cos(2t 1/4
Y,(t) = Cre* (2) + Cye? (21) + /
cos(2t) sin(2t) 1/8
Imponiendo las condiciones iniciales tendremos que:
25 0 -2 1/4 0 -2 Ch 25
= Cl —|—CQ + = = —
30 1 0 1/8 10 Cy 30
1/4 99/4 Ch 0 —2 99/4 1 239
= = = = —
1/8 239/8 Cy 1 0 239/8 8\ —99

Asi que la solucion del sistema seré:
2

1
i (t) = % (99 cos(21) + 230sin(21) + 7

62t
ya(t) = <

1
(239 cos(2t) — 99sin(2t)) + 3
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4.

Resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden
I 2t
Y1 =3y — Y2 — 2e

Yo = 2s
con condiciones iniciales y;(0) = 6, y2(0) =1

Este sistema lo podemos escribir en forma matricial como:
— = 5 3 —1 . _262t B . 9
V(1) = AV(1) + F(1) con A= y i) = _ e =

0 2 0 0

Para resolver este sistema, debemos resolver primero el sistema homogéneo asociado
Y} (t) = AYy(t), para ello buscamos, en primer lugar, los autovalores y los autovecto-
res asociados de la matriz A.

3—A -1
|A =Xl =0= =X -5A+6=A-2)(A=3)=0=\ =21 =3
02—\
1 =110 « 1
Para A\ =2= (A —2I) 4, =0= =1 = . Tomamos i, =
0 010 « 1
0 —1 10 Q@ 1
Para \y=3= (A - 3[) 4y, =0= = ly= . Tomamos iy =
0 —1 10 0
0
Por lo tanto, la matriz diagonal asociada a A es D = con matriz de paso
0 2
-1
11 11 0 1
P = y P_l = =
10 10 1 -1

La solucion general del sistema homogéneo asociado sera de la forma:

. 2 1 1 .
Yiu(t) =Y CieMtily = Cre” 1 + Cy e = Gt)C
=1
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621‘, 63t . Cl
con G(t) = yC =
62t 0 Cg

Para obtener ahora la soluciéon del sistema completo podemos aplicar el método de va-
riacion de pardmetros o el método de tanteo. Vamos a resolver el problema de las dos
formas.

a) Método de variacion de parametros

Segiin el método de variacion de parametros, vamos a buscar una soluciéon para
el sistema completo que se parezca a la solucion del sistema homogéneo, asi que
vamos a proponer como solucion del sistema completo una expresion de la forma
Y,(t) = G(t)C(t) v, por lo tanto, Y/(t) = G'(t)C(t) + G(t)C'(¢).

Teniendo en cuenta que Yy = G(t)C_” es solucion del sistema homogéneo y entonces
G'(t)C(t) = AG(t)C(t), tendremos que, al sustituir en el sistema completo, obtene-
mos:

') + GO () = A(G(t)é(t)) +E(t) = GF'(t) = Ft) = C'(t) =
GL(t)F(t)

Asi que, en nuestro caso:
-1

. o2 o3t _9p2
C'(t) =
et 0 0
—1
o2 Bt 0 2
Como G™1(t) = = tendremos que:
20 p—3t 3t
- 0 e —2¢e?t 0
C'(t) = =
€—3t _e—3t 0 _2€—t
Para calcular _’(t) tendremos que integrar las expresiones anteriores
- 0 0 K
C(t) = = +
—Qfe_tdt 2e~t Ky
e2t €3t 0 Kl

Por lo tanto Y;(t) = G(t)é(t) =
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Imponiendo las condiciones iniciales:

- - 6 11 0 K,
Y (0) =G(0)C(0) = = + =
1 10 2 K,
-1
K, 11 6 0 0 1 6 0
e — e f— :>

K, 10 1 2 1 -1 1 2

K, 1

Ky 3

Asi que la solucion del problema con condiciones iniciales sera:
2 3t 2 3t

- e e 1 t) = 3e”* + 3e

V(t) = N yi(t)

et 0 27t +3 ya(t) = e*

b) Método de tanteo:
En el método del tanteo, buscamos soluciones particulares Y, () del sistema comple-
to y de este modo podemos construir la solucion general del sistema completo como

Yy(t) = Yu(t) + Y, (t).

Para encontrar una soluciéon particular del sistema completo, lo que hacemos es tan-
tear soluciones que tengan una forma similar al vector F(t).

En este caso, como en F'(t) aparece e** consideraremos como solucion particular algo

de la forma Y, (t) = (d’t + 5) e = Y/(t) = <2d’t + (d’+ 25)) e?. Sustituyendo en el
sistema de ecuaciones tendremos que:

- —

Vi = AV, + F(t) = 2at+ (a+ 20) = A (@t +b) + () =2at-+a+25 = A (at +5)+]

Obtenemos varios sistemas de ecuaciones:
Para grado 1 en ¢ tenemos:

Ad=2d = (A—2I)a=0= a= =d=

Para grado 0 en ¢:
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S - - . 1 -1\ o+ 2

Ab+fd‘+2b:>(A2H)bc?f:>( )b( )
1 -1 ). 2 B 243

Para que tenga solucion v = 0 = b= = b= =

0 0
L (2
b=

- . 2
Asi que, Y,(t) = <Eit + b) e = ( ) e
0

. . . e2t 63t Cl 2
Por lo tanto Y, (t) = Yy (t) + Y,(t) = - e?t
62t 0 Cg 0

Imponiendo las condiciones iniciales:

o (1) (o) () ()-(0)-
()0 ()00 ) 0)-()-
Y
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5. Considérese el sistema diferencial siguiente que sera en lo sucesivo el modelo que describe
la convivencia de tres especies animales y;(t), y2(t), ys(t) :

Y5

a)
b)

= —yy + 10 , con las condiciones iniciales Y (0) = [ 110 | (¢ en afios)
= —y1 — 2y3 + 83 102

Calcular la solucion general y la particular para los valores iniciales dados.

alcular la funcion de efectivos de cada una de las tres especies y comprobar que al
cabo de aproximadamente 1.027 anos se extingue la tercera. Calcular los efectivos
de que disponen las otras dos en ese mismo instante.

Extinguida la tercera especie analizar el comportamiento de las otras dos.

Calcular e?* siendo A la matriz del sistema del enunciado. ;Es una matriz funda-

mental para el sistema homogéneo asociado a ese sistema?, justificar con detalle la
respuesta.

La matriz de interacciéon entre poblaciones y el término de efecto del entorno son,

0 0 1 t
respectivamente: A = 0 -1 0 |yF®) =] 10
-1 0 -2 83
Resolvemos el sistema homogéneo, para ello diagonalizamos A
—-A 0 1
A=X|=0=| 0 —1-)\ 0]=-M-32-3A-1=-N+1°=0=
-1 0 —2—-2AX
A = —1 triple
10 1 1 0 1 0 -«
Para A\ = —1 = 00 o0f|a=0=] 0 0 0 |0 |=a=]| 3
-1 0 -1 -1 0 -1 10 @
-1 0
Seleccionamos dos autovectores linealmente independientes i, = 0|.,u=11
0
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Las soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo asociado a estos

—1 0

4 At> . —t—7 _ —t At . —t—7 . _—t
vectores seran e**u; = e ‘up = e 0 y ey = e "ug = e 1
1 0

Buscamos otro vector que nos permita construir una base de soluciones del siste-
, N 2, —
ma homogéneo, de modo que tengamos un vector u3 tal que (A + I)“ud3 = 0 pero

(A+T)ids #0
2

10 1 0 00
Como (A +1)? = 00 O =10 0 0 |, cualquier vector cumplira la
-1 0 -1 000
condicion (A + I)2i5 = 0, pero seleccionamos uno que cumpla que (A +1) a5 # 0,
1
por ejemplo, i3 = | 0 |. En este caso la solucion del sistema homogéneo asociada
0
1+t 0 t 1
a este vector es ettily = et (I+ (A+1)t) i3 = et 0 1 0 0| =
-t 0 1—-1¢ 0
t+1
el 0
—t

La solucion del sistema homogéneo seré:

-1 0 t+1 Cy
Vat)=c*| 01 o] e |=6c0)C
1o —t)\

La solucién general del sistema completo sera de la forma Y,(t) = GH)C(t) =
}_}g'(t) = G'(t)C(t) + G(t)C'(t). Sustituyendo en el sistema de ecuaciones y sabiendo
que G'(t) = AG(t), tendremos que G(t)C'(t) = F(t) = C'(t) = G (t)F(t)
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-1

-1 0 t+1 t 0 t+1 t

Q-1 — o 0 1 0 =l 01 0 como F(t)=| 10 | =
10—t 10 1 83
t 0 t+1 t (83t +83 +t%) €l

Cty=e| o1 o 10 | = 10¢! =
10 1 83 (83 +1t)e

et (t* + 81t +2) + K,
C(t) = 10e" + K
€t (t + 82) + Kg

-1 0 t+1 e (t* + 81t +2) + K,
Por lo tanto Y, (t) = e~ 01 0 10e’ + Ko
10 —t et (t +82) + K3
Como y1(0) = 80, 2(0) = 110, y3(0) = 102
80 -1 0 1 2 K,
1o (=1 o 10 10 |+ | Ky =
102 1 00 82 Ky
K 101\ [ s0 2 00 1 80 2
K, |=| 0o 10 110 [=| 10 |=] 0 1 0 110 |—| 10
K 1 00 102 82 101 102 82
K, 100
K, | =1 100
K 100
—1 0 t+1) (e (t?+81t+2)+ 100 2t + 100te™" + 80
Y(t)=e'| 0 1 0 10e! + 100 = 100e~! + 10

10 —t et (t + 82) + 100 100e~" — t — 100te™" + 2
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y1 = 100te™" + 2t + 80
Yo = 100e~" + 10
ys =100 (1 —t)e ™t —t +2

—

Podiamos haber tanteado una soluciéon particular de la forma 1_/;, —at+b= )_/;: =a,

1 0
ya que sabemos que F= ﬁt + fB, con fl =10 1]y ﬂ; =1 10
0 83
5:A(5t+5) +hit+fo= Acz:_ "
Ab=a— fy
Resolvemos la primera ecuacion:
o 0o 1) (1 2 0 -1\(1 2
i=-A"fi=—| 0 -1 0 0 |=-] 0 -1 0 0 |=1] o
-1 0 -2 0 1 0 0 0 -1

Sustituimos en la segunda ecuacion y resolvemos:

-2 0 -1 2 80
b=AYa-fo)=| o -1 0 —10 | =1 10
1 0 0 —84 2
2 80
Por lo tantof;,:c?t—i-gz 0 |[t+] 10
—1 2

Y la solucién general del sistema completo:

-1 0 t+1 C, 2 80
Y=t 01 0 Cy |+ o Jt+] 10
10—t Cs —1 2

Imponiendo las condiciones iniciales:
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-1

80 -1 0 1 4 80 4 -1 01 0
110 | = 010 Co |+l 10 | =] Cy | = 010 100 | =
102 100 Cs 2 Cs 100 100
001 0 100
=1 010 100 | = | 100
1 01 100 100
Por lo tanto la soluciéon con condiciones iniciales es:
-1 0 t+1 100 2 80 100te™" + 2t + 80
Y=e'| 01 o0o]|100[+] o |t+] 10 |= 100e~ + 10
10 —t 100 -1 2 1001 —t)e " —t+2

Vamos a comprobar que la poblacion 3 se extinguira cuando ¢ = 1.027 = y3(1.027) =
100 (1 — 1.027) e 2927 — 1.027 +2=6.1851 x 1073 ~ 0

En ese instante el nimero de efectivos de las otras poblaciones es:
y1(1.027) = 100 - 1.027e~ 1027 4 2. 1.027 + 80 = 118.83 ~ 119 individuos
Y2(1.027) = 1001927 + 10 = 45. 808 ~ 46 individuos

En ¢t = 1.027 se extingue la poblaciéon 3 y por lo tanto, las ecuaciones quedan redu-
cidas a:

Las ecuaciones estan desacopladas y podemos resolverlas por separado.

El comportamiento de ¢, no cambiara porque no depende de y3 por lo tanto la solu-
cion sigue siendo y = 100e™* + 10 y la poblacion 2 no se extinguira ( lim yo = 10).
T—00

2
El comportamiendo de la poblacion 1 sera y; = 3 + C, como y;(1.027) = 119 =

1.027? t2

C =119 — = 11847 = y; = B + 118.47, esta poblacion no se extinguira (es

una funcion creciente).
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Para calcular e utilizaremos la matriz fundamental calculada anteriormente, sa-

biendo que:
-1 0 1 -1 0 t+1

el o 1 0|l=GlH)=e?| 0 1 0=
1 00 10 —t

-1

1 0 t+1 10 1
eft=et|l 01 0 0 10 =
10 —t 1 00

~1 0 t+1 00 1 t+1 0 ¢
ef=e'l 01 0 010 [=zef=e"f 0 1 0
10—t 101 ~t 0 1-—t

6. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales que representa la evolucion
de tres poblaciones.

Y1 (t) = —y1 — y3 + 2cost

/

Ya(t) = —y2 — ys
ys(t) = —ys + 2 cost

101
Obtener el nimero de efectivos de cada poblaciéon sabiendo que 17(0) = 50
51

Si el tiempo esta medido en anos, comprobar que en ¢ = 0.96 anos se ha extinguido ya la
segunda especie y calcular el nimero de efectivos de las otras dos especies en ese instante
de tiempo.
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Tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma Y’ = AY + Fcon A =
-1 0 -1 2 2
0 —-1 -1 yﬁ:fcost: 0 | cost, por lo que f: 0
0 0 -1 2 2

Resolvemos primero el sistema homogéneo Y/ = AY, ara ello buscamos los autovectores
H H,
de la matriz A

—1-X 0 —1
|A = \I| = 0 —1-X -1 |==A+1°=0=X=—1 triple.
0 0 —1-2

Buscamos los autovectores de dicho autovalor:

00 -1 10 «
(A+D)v = 0 = 00 =110 = U = B = encuentro dos autovectores
0

00 O 0
1 0
linealmente independientes, por ejemplo: ; = | 0 | v Uh = 1
0 0

Para estos dos autovalores, las soluciones parciales del sistema homogéneo asociadas son:

1 0
Vi=| o |etyYa=] 1 |e
0 0

Para obtener una base de soluciones tenemos que buscar un vector v3 que cumpla que
(A+1)*0 = 0 pero (A+1) 75 # 0
2

00 —1 0 0 O «
Por lo tanto, como (A+1)* = [ 0 0 —1 =000 |=v=| 48|, paa
00 0 000 "

tomar una solucién linealmente independiente de las anteriores podemos seleccionar v3 =
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0

0 | por lo que la solucién asociada a este vector sera:

1
100 00 —1 0 —t
Va=eMy=e I+ (A+D )= || 0 1 0 |+| 00 =1 |t||o]|=]—t]c
001 00 0 1 1

Con las tres soluciones linealmente independientes podemos construir una matriz funda-
mental del sistema

1 0 —t
Gt)=| 01 —t et
0 0 1

y una solucién general del sistema homogéneo
10 —t 4

Vi=GtH)C=e¢t]| 0 1 —t Oy
00 1 Cs

Buscamos ahora una solucion particular del sistema completo )_/;,(t), ya que sabemos que
la solucion general del sistema completo serd Y (t) = Yy (t) + Y, (¢)

2
Para tantear una solucion particular del sistema completo vemos que F=1| 0 [cost=
2
2
Re 0 |e" |, por lo tanto, buscaremos una soluciéon particular que sea de la forma
2

Y, = Re(de"). Para ello, sustituiremos de” en el sistema completo suponiendo que el
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2

término no homogéneo es fe* = | (0 | e y posteriormente calcularemos la parte real.

2
Por lo tanto,

Y = AY + feit = ide’ = Ade + fet = (A—il)i=—f =

—1—1 0 —1 —2 —1—3 0 —1 -2
0 —1—-7 -1 0 — 0 —1—-7 -1 0 —
0 0 —1—-3 | =2 0 0 1 1—1
—1—1 0 0| —-1—z1 100 1 1
0 —1—-4 0 1—1 — 1010 i = a= i
0 0 1 11— 001 ]|1—1 1—1
Por lo tanto
1 1 cost +usint
ae = i el = i (cost+isint) = icost —sint
1—i 1—i (1 —i)cost+ (1+1)sint
cost +usint cost
Tomando la parte real tenemos que: 372,,:726 1cost —sint = —sint
(1 —i)cost+ (1+1)sint cost+sint

Otra forma de buscar una soluciéon particular del sistema completo es tanteando una
solucion que sea una combinacion lineal de cost y sint, de modo que Y, = dcost + bsint.
Sustituyendo esta expresion en el sistema de ecuaciones diferenciales tenemos que:

—G@sint +beost = A (6cost + gsint) + fcost
Agrupando los términos en cost y en sint tendremos:

_gsint = Absint Ab=—ad

beost = Adcost + f cost b=Ad+ f
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Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda tendremos que:

—A%+ f=b= (A2+D)b=f
2

10 -1 10 2
ComoA*=| 0 -1 -1 | =012 |=+D)b=Ff=
0 0 -1 00 1
20 2 |2 100/ 0 0
022/0]l=1l010]-1]|=b=| -1
00 2|2 00111 1
1 0 -1 0 1
Por lo tanto, @ = —Ab= — 0 —-1 -1 -1 |=a=10
0 0 -1 1 1

La soluciéon particular del sistema completo sera:
cost
Y, (t) = dcost + bsint = —sint
cost +sint

Por lo tanto, la soluciéon general del sistema completo sera:

1 0 —t (& cost
Y)=Yut)+Y,()=et| 0 1 —t Gy | + —sint
00 1 Cs cost +sint
101
Imponiendo las condiciones iniciales 17'(0) = 50 tendremos que
51
1 00 (@ 1 101 1 00 4 100
010 Cy +1 0 = 50 = 010 Cy = 50 =

0 01 Cs 1 o1 0 01 Cs 20



216 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales Completos
Ch 100
C2 - 50
Cs 50
Asi pues, la solucion particular del sistema completo con condiciones iniciales es:
1 0 —t 100 cost (100 — 50t)e™" + cost
Yty=et| 0 1 —t 50 |+ —sint = | 5001 -t)et —sint
00 1 50 cost + sint 50e~" + cost + sint
Calculamos ahora el nimero de efectivos de la poblacién 2 en ¢ = 0.96 anos
92(0.96) = 50(1 — 0.96)e™%9% — sin 0.96 = —0.0534 =~ 0 efectivos.
Para las otras poblaciones tenemos:
y1(0.96) = (100 — 50 - 0.96)e %% + cos 0.96 = 20.484 ~ 20 individuos
y3(0.96) = 50e7%% + cos 0.96 + sin 0.96 = 20.537 ~ 21 individuos
(, 3 1 1
y1:§y1—§y2—§y3—1
7. Sea el sistema ¢ ¢ = —§y1 + lyz + §y3 +1,
2 2 2
| 45 =41 +y> =60

con las condiciones iniciales y1(0) = 10, y2(0) = 20, y3(0) = 10

Calcular la soluciéon del sistema y analizar si se extingue alguna de las poblaciones a
tiempo finito. Si se extingue alguna poblacién a tiempo finito, reescribir el sistema de
ecuaciones diferenciales a partir de ese instante, suponiendo que las interacciones entre
las especies que no se extinguen no se modifican y que tampoco se modifican los factores
externos, y resolverlo nuevamente. Analizar el comportamiento de las poblaciones que no
se han extinguido comparandolo con el caso en que no se hubiera reconsiderado la nueva
situaciéon con una poblacién extinguida.
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La matriz asociada al sistema de ecuaciones diferenciales Y'(t) = AY (t) + F(t) es

3/2 —1/2 —1/2 —1
A= —3/2 172 3/2 | con Ft)= 1
1 1 0 —60
Resolvemos el sistema homogéneo Y}, () = AYy(t), para ello diagonalizamos A
=) -4 -
A= M| =0= Sl =N A2 (A1) (A=-2)(A+1) =0
1 1 -\
1/2 —1/2 —1/2 1/2 —1/2 —1/2 |0
Para Ay =1= | —3/2 —1/2 3/2 |d1=0=| —3/2 -1/2 3/2 |0 | —
1 1 -1 1 1 -1 10
1 1 -1 10 10 —110 1
=11 -1 -1 (0 ]—=>]01 01]0]|=u=]|0
0 0 010 00 010 1
—-1/2 —1/2 —1/2 —-1/2 —1/2 —=1/2 |0
Para Ay =2= | —3/2 —3/2 3/2 |i2=0=| —3/2 -3/2 3/2 |0 | —
1 1 -2 1 1 210
11 -2 /0 11010 1
11 1(0]|—=]l001]0|=>w=]-1
00 010 0000 0
5/2 —1/2 —1/2 5/2 —1/2 —1/2 |0
Para \y=—-1= | —3/2 3/2 3/2 |us=0=| —3/2 3/2 3/2 [0 |—
1 1 1 1 1 110
1 1 110 10010 0
1 -1 -1 (0 |—=]1011]0]|=u= 1
0 0 010 0000 ~1
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La solucion del sistema homogéneo es:

et €2t 0 Cl
Ya)=| 0 —ex c, | =G@)C
et 0 —et Cs

La solucion general del sistema completo es de la forma Y, (t) = G(t)C(t) = Y;(t) =
G'(t)C(t) + G(t)C'(t). Sustituyendo en el sistema de ecuaciones y sabiendo que G/(t) =
AG(t), tendremos que G(t)C'(t) = F(t) = C'(t) = G (t)F(t)

—1

et e 0 et et et
Gl=| 0 —e2 et = % e oM e
el 0 —et el et —e
-1 et et et —1 —30e~!
Como F(t) = 1| =700 = % e _em2 2 1| = 29¢7% | =
—60 el et —é —60 30¢!
30e~! + K,
Clty=| —Ze 24K,
30e’ + K3
el e 0 30e~! + K
Por lo tanto }7;](15) = 0 —e2t et _%6—% + Ky
el 0 —et 30e’ + K3

K, 1 1 0 10 30 1 1 1 10

1
Ky | =10 -1 1 20 | — | —=29/2 | = B 1 -1 -1 20 | —
K 1 0 -1 10 30 1 1 -1 10



9.4 Ejemplos 219

30 K —10
292 | = | K | =] 92
30 K3 —20
et e 0 30e~" — 10 e' (60e™" — 20) + e* (—29¢~2 + 9)
~ 1
Y(#)=] 0 —e* et || (-29%+9)/2|= 5 | €% (=29e7* +9) + €7 (60e’ — 40) | =
el 0 —e! 30¢e’ — 20 e (60e™t — 20) — e (60" — 40)
( (1) D2 _ 10¢t + ’
Y1 5 5
yo(t) = —=e* —20e! + &

y3(t) = 20e™" — 10¢€’

\
La poblacién 3 se extinguira cuando e* = 2 = t = 0.34657.

En ese instante, el nimero de individuos de las otras especies sera:

1
1(0.34657) = 262'034657 — 10034657 1 % = 10.3578 ~ 10

9 89
12(0.34657) = —562'0-34657 — 2034657 1 5 = 21.3579 = 21

y3(0.34657) = 20031657 _ 1034657 — ()

En t = 0.34657 se extingue la poblacion 3 y por lo tanto, las ecuaciones quedan reducidas

Y=y — s 1
PG
= Dt
Y2 = 2y1 2y2
3/2 —1/2 . -1 L
Ahora A = con F(t) = , con condiciones iniciales y;(0.34657) =
~3/2  1/2 1

10, y2(0.34657) = 21
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Resolvemos el sistema homogéneo diagonalizando

3 _ _1
A= M| =0=| 2 2= —20=2(A—-2)=0
—3 L1L_ 3
2 2
“1/2 —1/2 | 0 1
Para A =2 = =i =
~3/2 —3/2 |0 .
3/2 ~1/2 |0 ) 1
Para A =0 = = Uy =
~3/2 1/2 |0 3
- 62t 1 Cl -
La solucion del sistema homogéneo sera Yy (t) = =G(t)C
—62t 3 Cg
La solucion del sistema completo sera de la forma Y, (t) = G(t)C(t) con C'(t) = G~ (t)F(t)
—1
e2t 1 1 36—2t —6_2t . 1 36_2t _6—2t -1
G - ! SCRE
—e* 3 1\ 1 AU 1 1
—e 2 . le=2t L K
= Ct)y=| 2 '
0 K,
Como se cumple que: y;(0.34657) = 10, y2(0.34657) = 21 =
3 21\ [ 1+K
G(0.34657)C/(0.34657) = N
-2 3 Ko
-1
K 21 10 1 (1 1( 3 -1 10 1 (1
K -2 3 21 ) 4\ o0 2 2 21 ) 4\o0

|~

A partir de t = 0.34657, las poblaciones 1 y 2 tendréan el siguiente comportamiento
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33 7
yi(t) = — + ze*
B 1 et ] de~2 47 48
Y(t)=< =
8 —e? 3 62 91 7
plt) == — e
2 4 8

18
La poblacién 2 se extinguira cuando e* = — =t =1.6290

7 33
L 216200 4 99

En ese instante la poblacion 1 tendré y;(1.6290) = g 1= 31 individuos.

Si no hubieramos considerado el nuevo sistema, después de la extinciéon de la poblacion 3,
habriamos deducido que la poblacién 2 se habria extinguido antes de ¢ = 1.6290, ya que:

262'1&90 — 20e%2% 82—9 = —76.411 < 0

A partir del instante t = 1.6290 la poblaciéon 1 se comportara como:

3
Yy = S~ 1 con condicién inicial y;(1.6290) = 31
3 2
= SV~ 1=y = Ce2' + 3 imponiendo las condiciones iniciales 31 = Ce

. 2
C = ¢~ 216200 (31 — g) = 2.562

3
516200 4 %

Wl o

5, 9
Por lo tanto, y,(t) = 2.562¢2" + = a partir de ¢ = 1.629. El crecimiento sera mas lento

que si no hubiesemos considerado la extincion de la poblacion 2.
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80 \

=0.34657 |
1.629

t
t

Figura 9.1: Fvolucion de las poblaciones del ejemplo 7. La linea gruesa indica la evolucion real
y las lineas finas la que se obtendria si se cometiese el error de no considerar las extinciones
que se producen a t = 0.34657 y a t = 1.6290



Capitulo 10

Modelos no lineales de primer orden
El modelo de Volterra-Lotka

10.1. Introduccion

En este capitulo vamos a analizar un modelo de interacciéon entre poblaciones que describe
la coexistencia de dos especies, una de las cuales es el nutriente de la otra. Por este motivo se
denomina modelo depredador-presa o modelo de Volterra-Lotka, en honor a los dos investiga-
dores, Vito Volterra y Alfred J. Lotka, que de forma independiente lo analizaron por primera vez.

Los sistemas depredador-presa describen la interaccion entre dos poblaciones. Por un lado
estan los depredadores cuya existencia depende de las presas disponibles, ya que sin ellas se
extinguirian al no disponer de alimento; y, por otro lado, estan las presas cuya poblacion creceria
indefinidamente (suponiendo que los recursos naturales fuesen inagotables) si no existiesen los
depredadores. En la siguiente secciéon vamos a describir de forma matematica esta interaccion.

10.2. Sistema de ecuaciones de Volterra-Lotka

Supongamos que Y] es la especie depredadora (por ejemplo, zorros), cuya poblacién viene
dada por la funcion y; (t), e Y, es la especie presa (por ejemplo, conejos) con niimero de efectivos
y2(t). Si no hubiese presas y;(t) decreceria de forma exponencial, al no disponer los depredado-
res de alimento con el que subsistir. Por el contrario, si no hubiese depredadores, y suponiendo
que los recursos naturales son ilimitados, la funciéon de efectivos de las presas creceria de for-
ma exponencial (siguiendo un modelo de Malthus) al no tener enemigos naturales que limiten
su crecimiento. Ademaés, se supone que para intervalos de tiempo suficientemente pequenos el
numero de encuentros entre especies es proporcional al nimero de efectivos de ambas poblacio-
nes, esto es, el nimero de encuentros es proporcional a y;y,, vy, por tanto, el nimero de presas

223



224 Modelos no lineales de primer orden

depredadas serd proporcional a y,ys, al igual que el crecimiento de los depredadores. Estos su-
mandos proporcionales a y; (t)y2(t) representan los factores conocidos como lucha interespecifica.

Teniendo en cuenta las interacciones que hemos comentado, el sistema de ecuaciones di-
ferenciales que describe el comportamiento de estas dos poblaciones que interactiian entre si
sera:

Y1 = —kiy1 + oqthye (10.1)

yé = koys — Y12

siendo k; > 0 la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de presas, ks > 0 la tasa
de crecimiento de las presas en ausencia de depredadores, a; > 0 el aumento en la tasa de
crecimiento de los depredadores por cada presa y as > 0 la tasa de decrecimiento de las presas
por cada depredador.

El sistema de ecuaciones diferenciales (10.1) no se puede resolver de forma explicita para
obtener las expresiones analiticas de y;(t) e y2(t). Sin embargo si es posible encontrar una re-
lacion implicita entre el nimero de efectivos de y; y de y» en cada instante de tiempo. Dicha
relacion implitica entre el nimero de efectivos de las dos poblaciones en cada instante de tiempo
se denomina ciclo solucion y lo calcularemos en la proxima secciéon de este capitulo.

Para obtener una solucion del sistema (10.1) que informe del nimero de efectivos de cada
poblacion en cada instante de tiempo, esto es, y1(t) e y2(t), es necesario integrar numéricamente
dicho sistema de ecuaciones diferenciales. A pesar de esta dificultad, veremos en las proximas
secciones que, a partir del ciclo solucién, es posible obtener una solucién aproximada del nimero
de efectivos de las dos poblaciones en cada instante de tiempo que permita analizar la evolucion
de las dos poblaciones con el tiempo.

10.3. Ciclo solucion de un sistema de Volterra-Lotka

En esta seccién vamos a obtener la relaciéon entre las poblaciones de las dos especies, y; e
12, para cada instante de tiempo, que denominaremos ciclo solucion.

Para simplificar los calculos vamos a realizar un cambio de variable, definiendo como nuevas
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variables x1(t) y x2(t), tal y como se describe a continuacion:

]{32 k2
y1(t) = —x1(t) yp = —1)
(05 = (0]
pt) = o) [y = 2
2 o 2 2 o 2

Sustituyendo en el sistema de ecuaciones diferenciales (10.1) obtendremos:

ka ko kay ks dr, dxy )
—x, = —ki—r1t+a1—xr1—=x === _ dt = —F——
oyl 1a2 1 1a2 1a1 2 x o kiz1 4+ k1xixs ket (22 — 1)

=
ki, kq ky Ky dx dzs
Mol = hyty — a2y e R PR dt = — 2
a1932 2a1932 Qo a2$1a1932 Lo i 222 2122 Tots (1 — 1) )

d d 1m0 1 fe=® 1
A P R Y (B P
kixy ($2 - 1) koo (1 - $1) 3} z1(0) \ L1 ) x2(0) )

)= o () (6) )

ki (ma(t) — 2200)) + ke (m(t) — 21(0)) = (21(8)" (22(t)" e7hrm2 g7hem) =

(21(0))" (22(0))" eF1720) k22100 (1 (1) e=10) Sy (1) €72 0) "oy (0)e#10) o (0)e72(0) ™

Por lo tanto, el ciclo solucién se puede escribir como:

(21(£) e Y2 (2y(t) ) = 4 (10.2)

donde A es una constante determinada por las condiciones iniciales ya que, tal y como se puede
k k
ver, A = (21(0) e D)™ (25(0) e~ ™)™,

Deshaciendo el cambio de variables obtendremos el ciclo soluciéon que relaciona el ntimero
de efectivos de la poblacion y; con el niimero de efectivos de la poblacion y, para cada instante

de tiempo:
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Qs 0)"” (o SOAN
(—yl(t)e Fau ) (—yg(t)ff Ehe ) =A (10.3)

10.4. Representacion del ciclo solucion

Para poder hacernos una idea del comportamiento de las poblaciones con el tiempo y las
relaciones de interacciéon entre ambas especies es necesario que hagamos una representacion
grafica de la ecuacion del ciclo solucion. Para simplificar los célculos analizaremos la ecuacion
(10.2) del ciclo solucion en funcion de las variables xq y 5.

En primer lugar, separamos las variables, obteniendo (z1(t) e_“":l(w)lC2 = A (z5(t) e_“(t))_kl
y a partir de ahi definimos dos nuevas funciones:

fi(zy) = (wre7)"
o) = A (zpe722) ™™

lo que nos permite expresar el ciclo solucion como fi(x1) = fo(xs).

(10.4)

Analizando como se comportan estas funciones fi(x1) y fa(z2) podremos estudiar qué su-
cede cuando fi(z1) = fa(x2) y comprender la relacion entre el namero de efectivos de las dos
poblaciones.

En primer lugar analizaremos la funcion fi(z;) = (z;e7")*?, estudiando los puntos criticos
y sus regiones de crecimiento y decrecimiento. Para ello derivamos e igualamos a cero para
encontrar los puntos criticos de dicha funcion:
N df _ _ _
fi(zy) = (x1e7™) = an = kpahemlemike _ poghepmaoike — o ghelomake () 0y = 0= gy =
dl‘l
Asi pues, fi(x1) tiene un punto critico, Cy, para x; = 1, por lo cual, las coordenadas de
dicho punto critico seran C (1, e‘kz). Como ademas, para x; < 1 se cumple que fi(z1) > 0,
mientras que si a x; > 1 tenemos que fi(z1) < 0, dicho punto critico en x; = 1 serd un maximo
local de la funcion fi(z).

[gualmente podemos ver que f1(0) =0y que lim fi(x1) = 0.
Tr1—00

Con estos datos hemos representado en la figura 10.1, en el segundo cuadrante, la funcion
fi(x1) en funcion de x; (hemos representado z; en el eje positivo de ordenadas y fi(x1) en el
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Figura 10.1: Representacion de la ecuacion del ciclo solucion para un sistema de Volterra-
Lotka
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eje negativo de abcisas).

En segundo lugar, repetiremos el proceso para la funcion fo(x9), derivando con respecto a
xo para encontrar sus puntos criticos. Por lo tanto:

- d
fo(xe) =A (woe™"2) kléd—i: Akyzy*r ek Ay ar etk = AR B e M (g, — 1) =0= 25 =1
En este caso también encontramos un punto critico, Cy, correspondiente a x5 = 1, por lo
que Cs (1, Aekl). Ademaés podemos ver que para xs < 1 se cumple que fy(z2) < 0, mientras que
si a 9 > 1 tenemos que fo(x9) > 0, por lo que dicho punto critico en x5 = 1 serd un minimo
local de la funcion fo(zs).

Calculando los limites de fy cuando x5 tiende a 0 obtenemos h’m0 fa(x3) = 0o y cuando tiende
Tro—r

a infinito lim fo(zq) = o0.
T2 —00

Hemos representado la funcion fo(z3) en funcion de x5 en el cuarto cuadrante de la figura
10.1 (en el eje de abcisas se ha representado x5 y en el eje negativo de ordenadas se ha repre-
sentado fs).

Analizamos ahora los valores de xo posibles para el ciclo solucion, esto es, cuando fi(x1) =
fa(xs), en el punto critico C;. Como fi(x1) = fo(xe) vy 1 = 1 en C}, tendremos que:

—ko
ek = A (@6‘“)4Cl = In (@6_”) = 1 In <6 ) = 29 — Inxy + 1 (ko +InA)=0
K A kq
Por lo tanto tenemos que resolver una ecuaciéon del tipo x — Inz — C' = 0, donde C' es
una constante. Es facil demostrar que una ecuacion de este tipo tiene dos soluciones siempre y
cuando C' > 1. Una de las soluciones, ,;,, se encontraré en el intervalo (0,1) y la otra de las
soluciones, .., estara en el intervalo (1, c0).

. 1
Asi pues, en nuestro caso, cuando resolvamos la ecuacion z3 —Inxe + — (kg +In A) =0

ki
obtendremos dos soluciones, 2 min ¥ Z2,maez, que corresponderan al minimo y al maximo res-
. . k1 k1 .
pectivamente del niimero de presas, dadas por ¥2 min = —T2.min € Y2,maz = —L2,maz- Lsto sig-
Q

1 1
nifica que, dadas las condiciones iniciales impuestas, a lo largo del tiempo observaremos que el
nimero de presas oscila entre los valores ya min € Y2,mar- EN concreto, veremos ¥s min 0 Y2.max

. 2 .
presas cuando el numero de depredadores sea y; = — (correspondiente a z; = 1).
Q2
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Con respecto al punto critico Cs, si analizamos los posibles valores de 1, con la condicién
de que se satisfaga el ciclo solucién, tendremos que, como x5 =1 en Cs:

1 1
AeMr = (xle_”“)lC2 = In (xle_:“) = In (Aekl) =z, —Ilnxz + = (k1 +InA)=0
2 2
Por lo que la ecuacién a resolver es similar a la resuelta para el punto critico C7, lo que
significa que habra dos soluciones, =1 min ¥ T1,maz, que corresponderan al minimo y al méaximo

k

. . 2 2
respectivamente del nimero de depredadores, dados por Y1 min = a_xlvmin € Yl,maz = a_xl’max'

2
De nuevo esto significa que, cuando observemos la evolucién de las poblaciones de presas y
depredadores con el tiempo, para las condiciones iniciales dadas, el nimero de depredadores
oscilara entre yi min € Y1,maz. Dichos valores del nimero minimo y maximo de depredadores se

. . 1 .
alcanzaran cuando el ntimero de presas sea, en ambos casos, y; = — (correspondiente a x5 = 1).
Qi

De forma general, para un nimero de depredadores y; comprendido entre y1 ,min € Y1 maz
Qo
ka
de x5 comprendido en el intervalo (z2mn,1) ¥ otra con el mismo valor de z; y un valor de
xg en el intervalo (1,224, ). Esto significa que cuando observemos la evolucion del nimero de
efectivos de nuestras poblaciones, un nimero de depredadores determinado lo veremos convivir
con dos posibles valores en el numero de presas. De igual manera se puede razonar para un
valor determinado del nimero de presas y» que esté comprendido entre Y min € Y2,maz, 10 que
significara que y, presas pueden convivir con dos posibles valores en el nimero de depredadores.

tendremos dos soluciones de la ecuacion (10.2), una correspondiente a x; = —y; y un valor

Para analizar mejor como es la evolucién con el tiempo del nimero de efectivos tanto de
depredadores como de presas, conviene recordar que:

(10.5)

por lo que, cuando z3 < 1 tendremos que z; < 0, lo cual quiere decir que x; decrece con el
tiempo. Asi pues, la evoluciéon con el tiempo del nimero de efectivos de depredadores y presas
esté representada por el ciclo solucion de la figura 10.1 siguiendo un movimiento opuesto a las
agujas del reloj en funcion del tiempo (sefialado en la grafica por las flechas que indican el
sentido de la evolucion con el tiempo).
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10.5. Evolucién temporal del niimero de efectivos de presas
y depredadores

Al observar la evolucion del namero de efectivos de depredadores y de presas en la repre-
sentacion del ciclo solucion (Fig. 10.1), vemos que ambos oscilan entre unos valores maximos
y minimos. Vamos a analizar ahora en mas detalle como son esas oscilaciones en funciéon del
tiempo, para ello es necesario que obtengamos las funciones 1 (t) y xo(t) mediante integracion
numérica de las ecuaciones (10.5).

Si una vez obtenidas x1(t) y xo(t) las re-
presentamos en funcién del tiempo podemos
ver (Fig. 10.2) que tanto la funcién de efec-
tivos de los depredadores como la de las pre-
* t,min sas presentan oscilaciones periddicas entre sus
correspondientes valores maximos y minimos,
x.(t) siendo el periodo de oscilaciéon el mismo para
Xamox ambas funciones. Sin embargo, las oscilacio-
nes del namero de depredadores y de presas
son tales que los maximos (y los minimos) no
estén sincronizados, sino que se alcanza el ma-
ximo en el nimero de presas cuando el nimero
de depredadores esté creciendo desde su valor
minimo y el nimero minimo de presas se ob-
tiene cuando el namero de depredadores esta
decreciendo. El motivo de este comportamien-
to es que si el niimero de presas crece, eso su-
pone més alimento para los depredadores, lo
que hace que su niamero también crezca. Sin
embargo, llegarda un momento en el que el ni-
mero de depredadores, que todavia no habra alcanzado su maximo posible, serd tan elevado
que hara decrecer el nimero de presas, lo que a la larga provocaré que no haya alimento para
todos los depredadores por lo que su niimero de estos tltimos comenzara a decrecer también.
De nuevo ese decrecimiento en el nimero de depredadores permitird que, antes de que se al-
cance el minimo del nimero de depredadores, las presas se recuperen y su numero de efectivos
comience a crecer, inicidndose de nuevo un ciclo en la evolucion del nimero de efectivos de
ambas especies.

x,(t)

1,max

X 2,min

t,+T t

Figura 10.2: Evolucion de las funciones xi(t)
y z2(t), relacionadas con el nimero de efectivos
de depredadores y de presas respectivamente, en
funcion del tiempo, para un modelo de Volterra-
Lotka.
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10.6. Efecto de las condiciones iniciales en el ciclo solucion.
Solucion de equilibrio.

Es interesante remarcar que un cambio en las condiciones iniciales supone un cambio en la
solucion. Segun se puede ver en la ecuacion (10.2), un cambio de y;(0) e y2(0) supone modificar
la constante A del ciclo solucién, lo que da lugar a que la soluciéon obtenida sea diferente, tal
y como se ilustra en la figura 10.3. En dicha grafica se puede ver cémo se modifica la funcion
fa(z2) al cambiar las condiciones iniciales (o sea, al cambiar A) y la consecuente variacion en

el ciclo solucidn.

I=f, f,e<X,2>

Figura 10.3: Representacion de varias soluciones de un sistema de Volterra-Lotka para dife-
rentes condiciones iniciales. En azul oscuro estd representada la solucion de equilibrio, corres-

pondiente a x1(0) = x5(0) =1
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f(x1.%0)

C.
S v, (t)
Cs
Ca ky/a, N d X
0
t
.Y.g(t)
1 Xp k‘/a‘ \ a ! N
X1
0
t
Figura 10.4: Funcion del ciclo solucion Figura 10.5: FEwvolucion en funcion del
f(x1,22). Diferentes condiciones iniciales tiempo del nimero de efectivos de depreda-
correspondientes a f(x1,x9) = C; con i = dores y presas en un modelo de Volterra-
1,...,4, estdn representadas por las dife- Lotka para distintos valores de las condi-
rentes curvas de nivel. crones iniciales.

Un caso que resulta de especial interés corresponde al que se obtiene al considerar las

k k
condiciones iniciales z1(0) = 25(0) = 1, 0 sea, 11(0) = — ¢ 12(0) = =, ya que en este caso,
a a

s6lo esos valores dados por estas condiciones iniciales particulares satisfacen la ecuacion del
ciclo solucion.

Asi pues, las poblaciones de depredadores y de presas para estas condiciones particulares no
ks

(%)

oscilan, sino que se mantienen en equilibrio, siendo constantes en el tiempo e iguales a y; =

ka1 : . L
para los depredadores e yo, = — para las presas. Dichas condiciones iniciales se conocen como
Q@

1
condiciones de equilibrio y la solucion de equilibrio que se obtiene esté representada en la figura
10.1 por el punto E(1,1) y en la figura 10.3 con color azul oscuro.

Si definimos la funcién del ciclo solucion

f($1,$2) _ (Il(t) 6—x1(t))k2 ($2(t) e—sz(t))kl

que es una funciéon de dos variables, y la representamos en un sistema de tres ejes coordenados
(Fig. 10.4) es facil ver que dicha superficie representa la solucion general del sistema de ecua-
ciones diferenciales (10.5). Si imponemos unas condiciones iniciales, estaremos fijando como
solucion aquellos puntos que estén en la correspondiente curva de nivel f (z1(0), 22(0)).

Para estudiar en més detalle la evoluciéon con el tiempo del ntimero de efectivos, hemos
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representado en la figura 10.5 dicha evolucion para diferentes valores de las condiciones iniciales.
Segtin se puede ver, cuando mas cercanas son las condiciones iniciales a las condiciones de
equilibrio (dadas por (yi,y2) = (*¥2/as,*1/a1)), menor es la amplitud de las oscilaciones del
numero de efectivos tanto de depredadores como de presas, y cuando imponemos como condicion
inicial la de equilibrio dichas oscilaciones desaparecen. Sin embargo, es interesante notar, que,
independientemente de cuales sean las condiciones iniciales, el periodo de oscilacién no varia
de forma significativa, ya que la contribucién principal al periodo del ciclo son las constantes
k1 v ko del sistema y no las condiciones iniciales.

10.7. Analisis del ciclo solucién cerca del equilibrio. Perio-
do de oscilacion.

Vamos a analizar ahora, en méas detalle, la forma del ciclo solucién y su periodicidad para
ciclos cercanos al punto de equilibrio, o sea, para condiciones iniciales cercanas al equilibrio.

Como sabemos que el punto de equilibrio se obtiene cuando las condiciones inciales son tales
que r1 = 1y x5 = 1, en puntos cercanos al equilibrio tendremos que |1 — xs| y |1 — x1| seran
pequenos, asi que sustituyendo en las ecuaciones (10.5) tendremos

i =kxy(xe—1) =k (14 (x; — 1)) (z2 — 1) ~ ky (22 — 1) oy =k (z2— 1)
.CL’/2 = ]{721’2 (1 —l’1> = ]{72 (1"—(1’2 - 1)) (1 —.C(}l) ~ ]{72 (1 —Il) .CL’/2 = ]{72 (1 —1’1)

d.ﬁ(]l dl’g

= =y (1 — 1) doi=ky (22 — 1) dra= —ky (1 — 21)°+C=k (v — 1)°=
ki(zg—1) ko (1—1) 2 v doy =k (x2 = 1) du, 2 ( 1) 1 (22— 1)

2 2
(r1 —1)*  (2y—1)° N (k—jyl—l) . (k—in—l) L
C/ks /i ks e
k 2 k 2
(-2) , (-2)
et e =1 (10.6)

Segun se puede ver en la ecuacion (10.6), cerca del equilibrio el ciclo solucion en funcion del

, . . . 2 ki
namero de efectivos de presas y depredadores se aproxima a una elipse centrada en | —, — |,
Ay (1
. 2 . . 2 . kl
de modo que y;(t) oscila en torno a — con semiamplitud e yo(t) oscila en torno a —
a2 a2 aq
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, siendo C' una constante determinada por las condiciones iniciales,

con semiamplitud
€3]

O — (a21(0) — k2)2 (a1y2(0) — k1)2
— + )
ko ky
Vamos a comprobar que cerca del punto de equilibrio el nimero de efectivos de los depre-
dadores y de las presas sigue un comportamiento oscilatorio sinusoidal. En primer lugar, en
la ecuacion (10.6) podemos sustituir el primer sumando por cos?(wt), definiendo cos(wt) =
aoyr —hy w1 —1

Vo

niendo que sin(wt) =

tendremos que x; = \/C/k, cos(wt) + 1, y el segundo por sin?(wt), supo-

iy — k1 wy—1

vV C k’l \/ C/ k1
tienen sentido ya que con ello se satisface el sistema de ecuaciones diferenciales aproximado
para puntos cercanos al equilibrio que hemos obtenido anteriormente y a partir del cual he-
mos obtenido la solucion aproximada (10.6). Si sustituimos estas definiciones en el sistema de
ecuaciones diferenciales aproximado tendremos:

a) =k (vg — 1) —w\/gsin(wt) = kl\/kjclsin(wt)

por lo que g = \/C/k; sin(wt) + 1. Estas definiciones

xh = ko (1 —m) w\/gcos(wt) = —ko\ /% cos(wt)

por lo tanto la frecuencia w del ciclo cumplird que w = —+/k1ko. Con esta definicion de la fre-
cuencia de oscilacion tenemos que tanto y;(t) como y(t) siguen un comportamiento oscilatorio

sinusoidal:
( k VvCk
n(t) = —= + 2 cos(wt)
9 (6D)
k VCk
yo(t) = —- + L sin(wt)
\ g aq

2 2
de periodo T = LB

|w\ B VEkiks

10.8. Ejemplos

1. Consideremos un modelo de Volterra-Lotka, donde y; es la especie depredadora e s
representa a las presas, y cuyos parametros son k; = 0.1, ko = 0.15, a3 = 0.0001, ap =
0.002. Si en el instante inicial hay 80 depredadores y 900 presas, calcular:
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a) El sistema de ecuaciones diferenciales.

b) La ecuacion del ciclo solucion.

¢) ;Cuéantos depredadores pueden convivir con 950 presas?

d) ;Cudl es el nimero maximo y minimo de depredadores para las condiciones iniciales

expuestas? ;Y el nimero maximo y minimo de presas?
e) Una estimacion del periodo de las oscilaciones del ciclo solucion.

f) ¢Cuales son las condiciones de equilibrio del sistema descrito?

Dado que los depredadores estan representados por la funciéon y; y las presas por ys,
el sistema de ecuaciones diferenciales seréa:

yi e _klyl —|— Oélyly2 yi = —01 yl + 00001 ylyQ
/

Yo = kalo — 2192 ys = 0.15y2 — 0.002 y1 92
0.002 1 0.0001 1
Definiendo las variables x; = %jyl = m?ﬁ = 7—5y1 Y Ty = Z—lly2 = 01 Yo = 1000y2,

la ecuacion del ciclo solucién sera:

(:)31(15) e—wl(t))k2 (xz(t) e—zz(t))kl — A= (xl(t) 6—m1(t)) 0.1

0.15 ([L’g(t) e—m(t)) R— A

Para calcular la constante A tenemos que sustituir los valores de x; y x5 en el tiempo
inicial en la ecuacion del ciclo.

y(0) 80 16
Como z1(0) = 17(5)2%21—5)/

1 0.15 0.1
A <_66—%) <1%e—%) — 0.778135

0 900 9
x2(0) = ?ﬁ)(()g = 1000 — 10 obtenemos que

Asi pues, la ecuacion del ciclo solucion es:

—x 0.15 —x0 0.1 _ 1 <2 —y1/75>0'15< y2 _y2/1000)0.1 _ 1
(ore7)™ ()™ = 0778135 = (L e oo 0.778135

95
Para convivir con ys = 950 presas, esto es, ro = 1000 0.95 tendremos que:
(217" (0.95 7 09) 1= 0.778135 = (1 ¢7™1)"""= 0.859934 = 2, — In 2y =1.005996
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Buscamos soluciones por tanteo, una en el intervalo (1,00) y otra en el intervalo
(0,1). Para ello definimos f(z1) = x1 —Inz; — 1.005996 y tendremos que, tanteando:
f(1.1) = —1.306 x 1073

f(1.2) =0.0117

f(1.113) = =552 x 107° ~ 0 = x; = 1.113 es una solucién aproximada, que co-
1.113-0.15

0.002 ~ 83 depredadores, que podran convivir con 950 presas.

rresponde a y; =

Ademas de esta solucion habra otra solucion en el intervalo (0, 1):
£(0.9) = —6.356 x 10~
£(0.88) = 1.837 x 1073

£(0.895) = —6.46 x 1075 ~ 0 = x; = 0.895 es la otra solucién, correspondiente a
0.895-0.15

0.002 ~ 67 depredadores.

Y1 =

El nimero maximo y minimo de depredadores que observaremos en nuestro ciclo,
teniendo en cuenta las condiciones iniciales dadas, se producira cuando zo = 1, asi
pues tendremos que

1
(xle‘a”l)l€2 eM=A=2 —Ilnx + = (k14+InA)=0= 2, —Inz; — 1.006858 =0
2

Definiendo f(z1) = x; — Inz; — 1.006858 y tanteando para buscar las soluciones
tendremos que:

= El maximo de depredadores se obtiene de forma aproximada sabiendo que:
f(1.122) =2.88 X 107° ~ 0 = 21 oz = 1.122 = Yy ae =~ 84 depredadores
= Y el minimo de depredadores lo obtenemos sabiendo que f(0.888) = —7.48 x
107° ~ 0 = @1 min = 0.888 = Y1 min =~ 67 depredadores
Con respecto a las presas, el maximo y el minimo lo obtendremos de forma similar,
tomando ahora z; = 1, por lo tanto:
1
e~k (9326‘3”2)%1 =A=a2y—Inzy + = (ks +InA)=0= 2y — Inzs — 1.008552 = 0
1
Definiendo f(x3) = 29 — Inxs — 1.008552 y tanteando para buscar las soluciones
tendremos que:
= El maximo de presas se obtiene de forma aproximada sabiendo que f(1.137) =
543 X 107° ~ 0 = T nar = 1.137 = Yo max =~ 1137 presas.

= Y el minimo de presas a partir de f(0.875) = —2.11 x 107° ~ 0 = T2 min =
0.875 = ya min =~ 875 presas.
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El periodo de las oscilaciones de forma aproximada lo podemos calcular sabiendo
2m

k1 ko

que ' = ~ 51.3 unidades de tiempo.

Las condiciones que tienen que cumplirse para que el sistema esté en equilibrio se

obtienen cuando z; = x5 = 1, lo cual corresponde a un ntmero de depredadores

0.15 0.1
Yequil = 57502 75 y a un namero de presas ya equii = 00001 = 100

2. Dos especies y; = y1(t) (depredadora) e yo = ya(t) (presa), conviven en el mismo héabitat
y evolucionan segiin un modelo de Volterra-Lotka de parametros ky = 0.2, ks = 0.8, a7 =
0.002, ap = 0.04. En el instante inicial hay 13 depredadores y 145 presas.

a)

Escribir el sistema de ecuaciones diferenciales que describe la evolucion conjunta, y
la ecuacion del ciclo solucion para las condiciones iniciales dadas.

Dibuje con detalle la gréfica del ciclo solucion y dé las coordenadas del punto de
equilibrio en términos de las variables con que se plantea el modelo.

Calcular el maximo y el minimo de depredadores y de presas.

Si el minimo y el maximo de depredadores son, respectivamente, 12 y 30, hallar las
coordenadas, en términos de las variables con que se plantea el modelo, de al menos
tres puntos del ciclo solucion.

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

y1(t) = —kiys + a1y199
Ys(t) = kays — coy1ye

definiendo x; = %yl, Ty = %yg la solucion del ciclo es (:1716_”“)k2 (xge_m)kl =A
2 1
Dadas las condiciones iniciales y;(0) = 13, y2(0) = 145 tendremos que:
0.04 0.002
0) = —=13=10.65 0) =——145=1.45
n(0) =73 -0 =73

por lo tanto:
A= (21(0)e ™ ®)"™ (2,(0)e==) " = (0.65¢06%)"% (1.45¢-145)"% = A = 0.33949
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La ecuacion del ciclo es: (z1e7%1)"® (z0e7%2)"% = 0.33949

Las coordenadas del punto de equilibrio corresponden a x; = 1,29 = 1 =

ks 0.8
Y = a—z = 507 = 20 individuos
=
k 0.2
Y = a—i = 500 = 100 individuos

Si buscamos el maximo y el minimo nimero de depredadores, lo obtendremos con
25 = 1, por lo que = (z17)*% 702 = 0.33949 = 2, — Inz; = 1.1004 = f(z;) =
xr — hl.ﬁlfl —1.1004 =0

Asi que tanteando las soluciones tendremos que

f(1.5) =1.5—1In1.5 —1.1004 = —5.8651 x 1073

f(1.6) =1.6 —In1.6 — 1.1004 = 2.9596 x 102

f(1.5174) = 1.5174 —In1.5174 — 1.1004 = 1.6561 x 107 ~ 0 = 2, = 1.5174d = y; =

0.8 Co
m1.5174 = 30.348 ~ 30 individuos

Para obtener el minimo, tanteamos una soluciéon entre 0 y 1 f(0.7) = 0.7 — In0.7 —
1.1004 = —4.3725 x 1072 £(0.6) = 0.6 —In 0.6 — 1.1004 = 1.0426 x 1072 £(0.6162) =

0.6162 — In0.6162 — 1.1004 = —1.6307 x 107° ~ 0 = z; = 0.6162 = y; =
0.8
m0.6162 = 12.324 ~ 12 individuos

Si buscamos el maximo y el minimo niimero de presas, lo obtendremos con z; = 1
por lo que

= (z0e7*2)"? 08 = 0.33949 = 25— Inzy = 1.4016 = f(x3) = 22— Inzy —1.4016 =
0

Tanteando una solucién entre 1 e oo obtendremos el maximo:
f(2.1)=2.1—1n2.1—1.4016 = —4.3537 x 1072

f(2.2) =22 —1n2.2 — 1.4016 = 9.9426 x 1073

f(2.1817) = 2.1817 — In 2.1817 — 1.4016 = —4.3894 X 10760~ 0= 2, = 21817 =

2
Yo = O.OOWQ'B” = 218.17 ~ 218 individuos

El minimo se obtiene al tantear la solucion del intervalo (0, 1)
£(0.4) = 0.4 —1n0.4 — 1.4016 = —8.5309 x 102
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£(0.32) = 0.32 — In0.32 — 1.4016 = 5.7834 x 102
£(0.349) = 0.349 — In0.349 — 1.4016 = 2.6993 x 107* ~ 0 = 25 = 0.3490 = y, =

0.2 Lo
m0.349 = 34.9 ~ 35 individuos

Por dltimo, si consideramos un ntimero de depredadores minimo y maximo de 12
y 30 respectivamente, y buscamos cuantas presas pueden convivir con 12 depreda-
dores y cuantas presas pueden convivir con 30 depredadores tendremos que, como
estos valores corresponden al minimo y al maximo posible de depredadores, estos
solo pueden convivir con un nimero de presas que corresponda a xo = 1 = yo = 100
individuos

Dos puntos del ciclo son (y1,y2) = (12,100) v (y1,y2) = (30, 100)
Otros dos puntos del ciclo son, por ejemplo, (y1,y2) = (20,218) vy (y1,y2) = (20, 35),
correspondientes a los puntos en los que se alcanzan el maximo y el minimo de presas.

En la figura 10.6 se ha representado en detalle el ciclo solucién de este ejemplo en
funcién del nimero de depredadores y de presas.

Depredadores

30 [

e e .

1R [ s e

35 100 219 resas

Figura 10.6: Solucion del ejemplo 2









