Determina a, b y ¢ para que la curva y = sea la siguiente:

x+bx+c

De la figura se observa que f'(-2) =—1, y que las rectas x =3 y x = 1 son asintotas verticales.
De f(-2) =—1, obtenemos:

a

= = a=—-4+2b-c
4-2b+c

’ . . a a
Como x = 1 es asintota vertical tenemos Lim

ol x? 4bhx+c l+b+e
l+b+c=0

=+o0, de donde:

. . . . a
Anélogamente como x = -3 es asintota vertical tenemos Lim

>3 x> +bx+c 9-3b+c

=+o0, de

donde:
9-3b+c=0
a=—-4+2b+c
Resolviendo el sistema <1+ b+c¢=0
9-3b+c=0
3

se obtiene a =3, b =2y ¢=-3, con la cual la funcion pedidaes y=————.
X" +2x-3

2
Considera la funcion f definida por f(x) = x2xl+2 parax # 1.

a) Calcula las asintotas de la grafica de f.

b) Estudia la posicion de la grafica de f respecto de sus asintotas.
En primer lugar, tengamos en cuenta que Dom f(x) = R — {1}, pues para x = 1 no esté definida.
a) Como:

X =2x+2 1 X =2x+2 1
Lim———= . = +o0 y Lim———=
ol x—1 0 x> x—1 0
entonces x = 1 es una asintota vertical de f.
Por otra parte, tenemos que:

=00

_xT-2x+2
Lim———=w
X—>00 x [— 1
y por tanto, no existen asintotas horizontales.
Veamos si tiene asintotas oblicuas. Para la funcidn racional dada, existe una asintota oblicua porque
el grado del numerador es una unidad mas que el grado del denominador. Dicha asintota es de la

forma y = mx + n. Calculemos m y n:

2
f(x):Limx 2x+2 _

m = Lim 5 1
X—>0 X X—>00 X —-X
2 2 2
-2x+2 —-2x+2-x"+ —x+2
n=Lfm<f<x>—mx):Lim(%_x}umx AR e
X—>00 X—>00 x —_ X—>00 x —_ X—>00 x pa—

Luego la asintota oblicua es y =x — 1.

Veamos la posicion relativa. Con respecto a la asintota vertical x = 1, tenemos que:
Limx2—2x+2_ 1 o Limx2—2x+2_ 1 o
x—>1" x—1 0" y x—>1" x—1 0



Con respecto a la asintota oblicua, tenemos que:

2 ) ,
Lim[f(x)_(x—l)]= Lim(#_(x_l)j:ljmix 2x+2—x"+2x lj _
¥>+o X—>+00 X —

2 2
:Lim(x 2x+2-x" +2x 1]2Lim( 1 j:(f

X—>+0 x—1 xo+o\ x —1

X—>+00

x—1

Luego f'(x) esta por encima de la asintota oblicua cuando x — +co.

2 ) ,
Lim[f(x) - (x-1)]= Lim[#_(x_l)j:umix 2x+2-x"+2x 1)
X——o o Y

2 2
:Lim(x 2x+2-x"+2x 1J:Lim( 1 jzo

X—>—00

x—1

X——o x—1 x—>—ol x—1

Luego f'(x) esta por debajo de la asintota oblicua cuando x — —o.

Aunque no la piden, la grafica es:
oy

1+ x?

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion definida para x > 0 por f(x) =

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus maximos y minimos

relativos y absolutos, si los hay.

¢) Esboza la grafica de f.

a) En primer lugar tengamos en cuenta que al esta la funcion definida para x > 0, su dominio es:
Dom f(x) = (0, +o0)

Como el punto x = 0 es un punto frontera del dominio de la funcion, veamos si en ¢l se presenta una

asintota vertical:

1+ x? 1 , )
Lim =—=+400 = x =0 esuna asintota vertical.
x—0" X 0+
., 1+ x? . ) . ,
Como la funciéon f(x) = es un cociente de polinomios con el numerador de un grado més que

el denominador tiene una asintota oblicua y = mx + n:

2
m= Lim 9 i 1EX

X—>+ 0 x X—>+ 0 x

X—>+0 X X—>+0 X

1+x° 1+x° —x° 1 1
n= Lim[f(x)—mx]:Lim[ X —x}:Lim{u}:Lim—:_:

La asintota oblicua es y = x (es la bisectriz del primer).
b) Para ver su monotonia estudiamos su derivada primera:

1+ x? . 2x-x—(1+x°)1 x*-1
Jo)=— = [= = ="
2_
frw=0 = “Tloo 5 2i1-0 = x4l

X



El Unico punto que estudiaremos serd x = 1, pues la funcidon unicamente estd definida para x > 0.
Estudiemos el signo de la derivada primera en los distintos intervalos en que queda dividida la recta
real:

S ) <0 | £ @>0
0 1

>

De lo anterior se deduce que f decrece en (0, 1) y crece en (1, +o0). Por tanto, en x = 1 hay un
minimo relativo. Minimo = (1, 2). Dicho minimo relativo es también un minimo absoluto, pues

como vimos anteriormente:
1+ x? 1
Lim = =400
x—0" X O+

y ademas:

2
Lim f(x)= Lim Itx = +00

X—>+o0 x>+ X

La funcion no presenta maximos ni relativos ni absolutos.
b) Con los datos anteriores, la grafica de la funcion es:
+r

Sea f'la funcion f (x) = 92)6_23 parax #0yx #2.
X X

a) Calcula las asintotas de la grafica de f.

b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

¢) Con los datos obtenidos esboza la grafica de f.
a) Asintotas verticales. Las rectas x = 0 y x = 2 son asuntotas verticales pues en dicho puntos f (x)
no esta definida.

. 9x-3 3 . 9x-3 -3 , )
Lim—; =—=+0 ; Lim———=—-=-0 = Larectax=0 es una asintota vertical.
-0t x*=2x 0 —=0-x"=2x 0

9x-3 15 9x-3 15 )
Lim ——= =400 ; Lim————=—=—w = Larectax=2 es una asintota vertical.

-0 x? =2x 0 =27 x? =2x 07
Por otra parte, como:
Lim X3
oo x° —2x
la recta y = 0 es una asintota horizontal en + oo de f'(x).
Como hay asintota horizontal, no hay asintota oblicua (son excluyentes).
b) Monotonia. Estudiemos de f*“ (x)
0= 9-(x* =2x)—=(9x=3):(2x-2) -9x* +6x-6
(x* —2x)° (x* —2x)°
ffx)=0 = 9%’ +6x—6=0 = No tiene raices reales
Por tanto la funcion siempre es creciente o decreciente en su dominio. Para elegir entre ambas
opciones, sustituiremos un nimero cualquiera en la primera derivada. Si nos da positivo la funcion
es creciente y si nos da negativo la funcion es decreciente. Probamos, por ejemplo, el valor x = 1:
f(1)=—9<0 = luego la funcién es decreciente en todo su dominio
c) La grafica de f'(x) es:

0
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10

—X
.

Considera la funcion f: R —— R definida por f(x)=(x+3) e
a) Halla las asintotas de la grafica de f.

b) Determina los extremos relativos de f'y los puntos de inflexion de su grafica.

¢) Esboza la grafica de f.

a) En primer lugar, tengamos en cuenta que Dom f(x) = R . Por tanto, no hay asintotas verticales.

Por otra parte, como:

3 1 1
Lim(x+3)e’x=Limx+3=S I S

X—>+00 x>+ ¥ 0 x—>+0 ¥ x40 o¥ 0

Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal de / cuando x — +oo.
Ademas:
. Xx+3 -0+ 3
Lim = =(—00)+(400)=—0

x—-o ¥

Por tanto, no hay asintota horizontal cuando x — —oo.
Como para x — +oo hay una asintota horizontal, entonces ya no hay asintota oblicua.
Para x — —oo, si hay asintota oblicua, esta serd de la forma y = mx + n, siendo:
X .
m= lef( ) y n= Lim[ f(x)—mx]
X—>—00 x X—>—00
Ambos limites han de existir y ser finitos.
. (x+3)e™
m= Lim~—— J&) _ Lim (x+3)e” =

X—>—00 x X —>—00 x

=+o0

Por tanto tampoco hay asintota oblicua cuando x — —o.

b) Calculemos la derivada de f'(x) = Xt 3
. l'e"—(x+3)e" —x-2
x = p—
f ( ) (ex)Z ex
Los puntos singulares son las soluciones de la ecuacion f (x) = 0:
£e()=0 _xx_zzo = x-2=0 = x=-2
e

Para estudiar si es maximo o minimo, calculemos la derivada segunda de f (x):
o —le"—(—x-2)e" x+1
X)= =
f ( ) (ex )2 ex

Por tanto, en x = -2 hay un maximo.

[ E2)= 7——6 <0

Maximo en (-2, ¢)
Para estudiar los puntos de inflexion debemos resolver la ecuacion f°” (x) = 0:

=0 = x—tl—o = x+1=0 = x=-1
e

:—:0



Se observa facilmente que a la izquierda de x = —1, la derivada segunda es negativa (f ©* (-2) <0), y
por tanto f'(x) es concava ( N ) en (-0, —1) y a la derecha de x = —1 la derivada segunda es positiva
(<> (0) > 0), y por tanto f'(x) es convexa ( U ) en (—1, +o0). Como en x =—1 cambia la curvatura, se
deduce que en ¢l hay un punto de inflexion.

Punto de inflexion = (-1, 2¢)
c¢) Con los datos anteriores un esbozo de su grafica es:

Seaf: R —— R la funcién dada por f(x) =|8 — x7|.
a) Esboza la grafica y halla los extremos relativos de f (donde se alcanzan y cuales son sus
respectivos valores)
b) Calcula los puntos de corte de la grafica de f con la recta tangente a la misma en el
punto de abscisa x =-2.
a) La grafica de la funcion f (x) la podemos dibujar a partir de la de la funcién g (x) = 8 — x*, pero
reflejando sobre el eje de abscisas aquella parte de la grafica que quede por debajo del mismo. La
grafica de g (x) es una pardbola con vértice en el punto (0, 8), que corta al eje OX en los puntos

(—Jg ,0y (Jg , 0), y que tiene sus ramas dirigidas hacia la parte negativa del eje OY. Entonces la
grafica de f'(x) la obtenemos a partir de esta como:

Como se puede ver en la grafica anterior, se presentan dos minimos en los puntos (—\/g , 0y

(Jg , 0), y un méximo en (0, 8). Hagamos un estudio analitico de f para comprobar que es asi. Para
ello, escribamos la funcién f como una funcion definida a trozos:

x* -8 si x<—/8
@) =]8-x*={-(x*-8) si —J8<x<8
x* -8 si x>+/8

(esto es asi ya que 8 —x* = 0 tiene como soluciones x = + 8 )
Estudiemos 1 (x):
2x si xX<-— \/g
fe()=1{-2x si —J8<x<8
2x si x>8



Se comprueba facilmente que fno es derivable en x = —8 yx= /8 . Por otra parte, igualando la

derivada a cero, vemos que solo tiene sentido estudiar el caso en que —8<x< 8, ya que es el
unico intervalo en el que esta comprendido el punto singular que obtenemos:

ffx)=0 = -2x=0 = x=0
A la izquierda de x = 0, f ¢ (x) es creciente y a la derecha decreciente. Por tanto se presenta un
maximo en el punto (0, 8).
Ademas debemos estudiar también los puntos x = —/8 yx = /8 en los que la funcioén no es
derivable. Facilmente se observa que a la izquierda de x = —-/8 la funcion decrece y a la derecha
crece, luego hay un minimo en el punto (—\/g , 0). Por otra parte, a la izquierda de x = 8 1la

funcién decrece y a la derecha crece, luego hay otro minimo en el punto (Jg , 0).
b) La recta tangente en x = —2 viene dada por:
y=f(2)=/"(2)-(x+2)
S =-2x ; f(2)=8—(-2)=4 ; [fE2)=(2) - (2)=4
y—4=4x+2) = y=4x+12.

El corte de la tangente y = 4x + 12 con f'lo estudiamos del siguiente modo:
X-8=4x+12 = X-4-20=0 = x=2++24
8-xX’=dx+12 = X+4+4=0 = x=2
En definitiva, la tangente corta a la funcion f(x) = |8 —x*|enx=-2yenx =2+ V14 , COmo se
puede ver en la siguiente grafica:






