Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Integral definida

1 Calcula las siguientes integrales:

2 e 3 2
a)J;) ;1dx c) f/2lnxalx d)f@ xéx+1
VXt + ¢ -

2 x o1 (7 RPN D Car e _
a) J.o ‘/mdx— ZJ;) 2x(x“ +1) dx—[?T [«/x +1 ] =5-J1=y5-1
4
1 (a2 e i/z x? 3
f (( [)‘i"‘fl (7 =) e - 3/2_1/2 3&_2&1_

e oo

9 LZZ In x dx. Integramos por partes fln x dx:
u=hx — duiaﬂx]
dv=dx = v=x
[ demsinz—[1de=xinx—x

fe 2an=[2xlnx—2x]e =(2€lne—2e)—(2-llni—2-l>=
1/e 1/e e e

e
= (2e—2¢)— (l(_l) _£>: _<_i> _4
e e

4 4

d) dx

-3 X +1
Calculamos una primitiva:

2
X de=|X +1_1dx <1— )dx:x—arct x
fz f x +1 £

x“+1 x+1

J‘B x> dx=[x—arctgx]f§=<B_£>_<_B+£>=

-3 52 41 3 3

- 3-Ti-To2f3 2

/4
2 Calcula: J;) sen x cos x dx

/4 22 P
fo sen x -cos x dx = f tdt=7

(¥) Aplicamos el siguiente cambio:
senx==t; cosx-dx=dt

para x=0; t=0
V2

s 1=

para x = >

ENE




3 Halla el valor de la integral definida de la funcién f(x) = ﬁ — 3cos (2mx) en el intervalo
I=10,2].

2
fz(_l —3cos(2nx)>dxz[ln(x+1)—w] =ln3—inl=in3
0 \x+1 2n 0

4 Halla:
3 3
f P -wdx y J |x? — x| dx
0 0
fa 2 y [x3 x* ’ 9_9
o M| T | 29y
X’ —x si x<0
|x2— x| = 1-(*—x) si O<x<l
x*—x si 1<x
3., 1, 3, 5 2' [0 2]
f | —x|dx=f (—x +x)dx+f (—x)de=|-X-+ X | 4| XX | =
0 0 1 3 20 lx 2]
1,1 .99 (1 _1)_29
BRI (3 2) 6
S Calcula las siguientes integrales:
2 ) x? si 0sx<1 3 . x si —-1<x<1
2) fof(x)dx siendo f(x) = {Z—x silsx<2 b) f_lf(x)dx siendo f(x) = {x2+1 sil<x<3

1 2
+[2x—x—2] :i+4_2_<2_l)=—
0 20,73 2)7%6

3 3
x3+x]1=0+12—(é+1>=32

a) J:f(x)oixzfol x24x+£2(2—x)dx:[%3

+

b) f?f(x)dx:fllxdx+fl3(x2+l)dx=[xzz 1

-1

W Area entre f(x), eje X, x=a, x=b

4
6 a) Calcula: fl(x2+x—2)dx

b) Halla el 4rea que determina la curva y = x% + x—2 con el eje X entre las abscisas -1 y 4.

4
_64 16 o (=1 1 _ 115
L 32 8<3+2+2> 6

24x-2=0 > x=1, x==2

2

4, 3 2
a)J' " +x—2)dx= x?+x__2x
-1

b) Los puntos de corte de la curva con el eje X son: x

De estos dos valores, uno se encuentra en el intervalo [-1, 4] yes x= 1.

3 2
G(x) = f(x2+x—2)dx=x—+x——2x

3 2
Gen = 25 6)=-T; cuy-
J_ll (xz+x—Z)dx=G(1)—G(_1)=_%_%=_%
J14(x2+x—2)¢x=(;(4)_(;(1)=%+%=475



7 Calcula el 4rea comprendida entre la curva y = 3x> —x + 1, el eje X ylasrectas x=0 y x = 4.
. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x2—x+1=0
No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

I1. Buscamos una primitiva de f'(x):

2
G(x) = f(sz—x+1)dx=x3—x7+x

II.G(0) =0, G(4) =60 50
IV.G(4) - G(0) = 60
40
El 4rea buscada es 60 u?. y=3x2—xw 1
(La gréfica se ha incluido para en- 3
tender el proceso, pero es innecesa-
ria para obtener el drea). 20
10

1 2 3 4

8 Calcula el drea bajo la curva y = 3x— 2 entre las rectas x=-1 y x=1.

I. Hallamos la solucién de la ecuacién 3x—2=0. Es x= %
II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, % , 1.
[1I.Buscamos una primitiva de f'(x):
32 °
G = [(Gr-2)de= 3 2
2 6 y=3x-2
_7.ogl2)- =2, -1 4
IV. G( 1)—2,G<3) 530 G)== ,
2)_G1y-=2_7_=25
V’G(3) G(l)_a 26 /1234
2)_-1,2_1 T
N-¢Gl&)==L,2_1
¢ G(a) 2376 4
. 25,1 _26_13 » +
] D= =2 =2 vt
El drea buscada es cl*c=6°3 ¢ -+
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para obtener su drea).

9 Halla el 4rea bajo la curva y= Jx entre x=0 y x= 4.

I. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = yx.

G(@:f&dx:%.@
. G(0) =0, G(4) = %.8:1_

3
111G (4) — 16 _(_16
G -G-8 -0-&

16 2

El 4rea buscada es: 3 u“.

(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para obtener su 4rea).




10 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = (x - 1)2 (x + 1) y las rectas y=0, x=1,
x=2.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: (x—1)% (x+ 1) =0. Son x=-1 y x=1.
II. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: -1, 1, 2.

I1I.Buscamos una primitiva de f(x):

G(x):f(x_1)2(x+1)dx:x—4_x—3_x—2+x
4 3 2
-2 _4
IV.G(1) = 12,G(2)_3 )
_ _4_ 5 _11
V. G(2) G'(l)—3 TR 3
. 11 > 2 2
FEl 4rea buscada es = u?. y=l=1"+1) x=2
1
(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria \
para resolver el ejercicio). 0 1 2

11 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = y las rectas x=2, x=3, y=0.

x
x* -
I. Hallamos la solucién de 2x =0. Es x=0.

x“ =2
I1. Como esta solucién se encuentra fuera del intervalo de integracién, los extremos son 2 y 3.

X

2
x5 -

III. Buscamos la primitiva de la funcién f(x) = , la cual es continua en dicho intervalo:

2

G = [ =L} )
IV.G(2) = %-/n ), G(3):%-ln 7)

V. G3)-G@) = 2l (7) -1 ()] !
El 4rea buscada es:

% ()= n (2)] u2.

(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria
para la resolucién del ejercicio). 0 1

W Caélculo de un area reconociendo la figura

12 Las siguientes integrales se pueden calcular reconociendo, en cada caso, la curva cuya ecuacién
estd bajo el signo integral y calculando, utilizando métodos de geometria elemental, el 4rea pe-

dida:

D [ 2eds b) [ 1) 9 [ V36 d &) [ /3645 de
* Recuerda que el drea de la elipse de semiejes a y b es A =Tab.

a) Larecta y=2x, entre x=0 y x=4, limita con el ¢je X un tridngulo. Por tanto:

f(f 2x dxz[xz]jzzlz;g

b) Larecta y=x+ 1, entre x=1 y x=5, limita con el eje X un trapecio. Por tanto:

5
5 2 25 1 2+6
X d’:_ X X = == —_— =] = + -4: ‘;
J;( +1) _[2 ’ ]1 5 +5 2 ! 2 !



c) Lacurva y= y36— x% es una semicircunferencia centrada en el origen, de radio 6 y situada por
encima del eje X. La integral pedida es un cuadrante de circulo, por tanto:

J;)6v36—xzdx=n'762=9n
2

2
d)}’=m — 4x?+9y2=36 > %+§—6=1

La funcidn es la parte positiva de una elipse que corta a los ejes en (=3, 0); (3, 0) y (0, 6) y la integral
pedida es un cuadrante del drea encerrada por la elipse.

Por tanto,

f3J36_4x24x=“'3'6=9_“
0

4 2

13 Halla grificamente las siguientes integrales:
5 4
D [+ b) [[6-f4—(e-2)?]ds

a) Larecta y=x+2, entre x=-2 y x=5, limita con el eje X un tridngulo. Por tanto:

5 77 49
J;z(x+2)dx——2 -

b) Como vemos en la grafica siguiente, la integral es el resultado de restar al drea del rectingulo el drea
del semicirculo de radio 2.

4 l
!
2 |
X
-2 2 416
=2

4 2
fo(6—\/4—(x—2)2)dx=4-6—%=24—2n

W Area entre dos curvas

14 Halla, en cada caso, el 4rea comprendida entre los siguientes pares de pardbolas:
a)y=x2-5ey=—a2+5
b)y=x* e y?=x
a) I Buscamos las soluciones de x2—5=-x2+5. Son x=—45 y x= J5
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracién.
II. Se obtiene la funcién diferencia:
y= (x2+5) - (x*=5)=-2x2+10

III. Buscamos su primitiva:

3
Gx) = J(—2x2+10)dx= —23x +10x

4 Ex2
IV. G(5)-G(5)-2054 205405 NPT
El 4rea buscada es: 4—30«5 u?. T3 3
(Se incluye la gréfica, aunque es innecesaria para y=x2+ s
obtener el 4rea).




b)I.  Buscamos las soluciones de la ecuacién: x=x* Son x=0 y x=1.

II.

III.

IV.

V.

Calculamos la funcién diferencia: y = x2 = Jx

Buscamos su primitiva:

_ 2 _x3 2 /3
GW = [~ de= - 27
GO =0, G(1) = -

_ -1 _g_-1
G(1) - G(0) 3 3
El 4rea buscada es i‘:% u?,

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria
para la resolucién del ejercicio).

=

A~

15 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejercicios siguientes:

a)ys=
) y=
e) y=
8 y=

a) L.

II.

II1.

Iv.

b) L.

II.

I11.

IV.

4—x% y=8-247

%% —3x% 4+ 3% y=x
x% y=1
—x2+4x—4;y=2x—7

Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x2. Son x=-2 y x=2.

Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.

Calculamos la funcién diferencia:
y=(8-2x%) - (4-x) =4—-x2

Calculamos su primitiva:

G(x):f(4_x2)4x:4x_%3

8 16
) =_84+ S __106
G(=2) 8+ 3 3

8 16
GQR)=8-2=-2
2) 3-X
1_6_(_&)_2

GQ2)-G(2) = 3

El 4rea buscada es: % u?,

b)‘y=xz;y=4—x2
d) y=x(x-1) (x-2); y=0
f) y=x2-2x;5 y= %+ 4«

-2

0

1

\S]

Buscamos las soluciones de la ecuacién: x? =4 —x2. Son x=—42 y x= y2 (nuestros limites

de integraci6n).
Calculamos la funcién diferencia:
y=(4-x?) —x?=4-2x?

Calculamos su primitiva:

W= [U-2)dente- 20

Gm)-"22, (- 22

G(D-G)= B2, B2 1602
16y2 5
3 u-.

El 4rea buscada es:

(Se adjunta la grfica, aunque es innecesaria para hallar el 4rea).

-2



c) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x2 —3x2+3x=x. Son x=0, x=1 y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = (x3 = 3x2 + 3x) —x = x0 — 3x% + 2x

III. Calculamos su primitiva:

4
G = (-3 29de= X P4

IVG@%&,QD:%,G@:O

G(1)-Go)= L
4
am_an:%_
: C o1,
P El 4rea buscada es: 4 +‘ % ‘ 5
(La grafica que se adjunta es para entender me-

jor el ejercicio, pero es innecesaria para obtener
el drea). 0 1 2

d)I.  Buscamos las soluciones de: x(x—1)(x—2) =0. Son x=0, x=1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x(x— 1)(x — 2)

I1I. Calculamos su primitiva:
4
GW = [xte-D)(e-Dde=2 -4

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado c).

El 4rea buscada es: % u?,

e) I Buscamos las soluciones de la ecuacién: x?=1. Son x=-1 y x=1.
II. Calculamos la funcién diferencia: y = x? - 1

III. Calculamos su primitiva:

3
G@sz—nﬂz%—x 1
2 -2
IV. G(-1) = =, 1)= ==
V. G(-1) 3 G(1) 3
2 2 —4 y=x
. N-G(1l)===_£_-—"2
V. G(1)-G(-1) 3 "3°73
El 4rea buscada es: % ‘ = % u. -1 0 1

(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria para resolver el ejercicio).

2_2x=—x?+4x. Son x=0y x=3.

f) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x
II. Calculamos la funcién diferencia:
y=(x? = 2x) - (—x2 + 4x) = 2x% — 6x

III. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = f(2x2 —6x) dx = 2% — 3x?

4 1.
IV. G(0)=0, G(3)=-9 3l ST
V. G(3)-G(0)=-9 2
El 4rea buscada es: |-9] =9 u?. !
0
(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria). ) 1 2 3
- y= x% + 2x
)



16

17

Buscamos las soluciones de: —x2 + 4x—4 = 2x—7, Son x=—1 y x=3.

g L

II. Calculamos la funcién diferencia:
=(x2+4x—4)—2x-7)=—=x%+2x+3

I1I. Calculamos su primitiva:

+x%+3x

G(x) = J(—x +2x +3) dx = —=—

-5

IV. G(-1) = 3 G(3)=9

G =9+2232
V. GB) -G =943 ==

32 -

El 4rea buscada es: ES u‘.

(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria para la resolucién del ejercicio).

Dibuja y halla el 4rea de la regién limitada por la curva y =x(3 —x) ylarecta y=2x-2.
5

—%)

y=x(3

_IVI 7
_ y=2x—2

-3
—4
—5

— N W A

I.  Buscamos las soluciones de la ecuaciéon: x(3 —x) =2x—2. Son x=-1y x=2.
II. Calculamos la funcién diferencia: f(x) = x(3 —x) — (2x—2) = —x% + x + 2

I1I.Calculamos su primitiva:

3 2
= | (=x? e S 2
G(x) = f( x“+x+2)dx= 3 5 +2x
_ 7 _10
IV.G(-1) = < G2)= 3
_Gn=10,7_9
V. G2) - G(-1) 3 "6

El 4rea buscada es %uz.

Dibuja el recinto plano limitado por la pardbola y?> —x = 1 y por la recta paralelaa y = x que
pasa por el punto (1, 0). Calcula el 4rea de ese recinto.
* Recta paralelaa y=x que pasas por (1, 0):

m=1

P(l,O)} y=lx-1)=x-1

* Buscamos los puntos de corte de la curva y2 —x=1 ylarecta y=x—1:
2 2
y —x=1—> x=y"-1| , 5 y=-1 > x=0
ley+l = 2o y-2-0
y=x-1 > x=y+1 })’ Y y-7 <y=2%x=3
* Representamos el recinto y lo descomponemos en dos partes:
R, — limitado por y= yx+1, eje OX ylarecta y=x—1

R, — limitado por y=—yx+1, ¢je OX ylarecta y=x—-1



Calculamos en primer lugar el drea de R;:

/
AR1=J‘_31\/x+ldx—£3(x—l)dx [(x+1)3Zl Lz_x

3/2 2
2 ’ ) 9 1 16 _,_10
SR R NI
[3 (’”)]_1 x]l 3 >0 \2 3 3
Calculamos ahora el drea de Ry
Y =x—|1
2
R,
3 X
y= W T
fo«/ldflldx—zx/l]o[ ]21
—) i x+0(—x) e (x+1) _1+x—— ER)

v
‘ 10 7 9 2
Ar I Ri+Ry=——+2 ==
catotal: R + R, 3 T Ju
OTRA FORMA DE RESOLVERLO
I. Calculamos las soluciones de la ecuacidn: yz —l=y+1

(Esta ecuacién resulta de despejar la x en: y2—x=1; y=x—1).

Sus soluciones son y=-1, y=2.

2
//
II. Calculamos la funcién diferencia:

x=@2-1)-(@+1)=y>-y-2

III. Buscamos su primitiva:
3 2
G(x) = j(yz—y—Z)dy:%—%—Zy

IV. G(-1) = % G(z):ia0

_Gen==0_7_=9
V. G@) -G = R - =5

El 4rea buscada es ’ = % u?

-9
2



18 Halla el drea limitada por la funcién y = 2x — x? y sus tangentes en los puntos en los que su
grifica corta al eje de abscisas.

. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 2x—x?=0. Son x=0 y x=2.
II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x— x2, que es f'(x) =2 —-2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f'(0) = 2; por tanto, es y = 2x.
La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f"(2) = —2; por tanto, es y = —2x + 4.
I1I. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: entre 0 y 1 y entre 1 y 2.
La funcién diferencia en el primer intervalo es:
f1() = 2x— (2x - x2) = x?2
y en el segundo intervalo es:
) = 2x+4 - Q2x—xY) =x?—4dx+4

IV. Sus primitivas son:

3
(2, x
Gl(x)—fx dx——3

3
Gl(x)zf(x2—4x+4)dx=%—2x2+4x

V. G,(0)=0, G,(1)= % Gl(l)—G1(0)=% ;
=2x+4 y=2x
GM)=% 6@-3, GO-6m-1 )7
El 4rea buscada es: % + % = % u?. | —
(Se adjunta la grafica, aunque no es necesa-
ria para resolver el ejercicio). 0 1 2

Pagina 380
19 Dadas la hipérbola xy =6 ylarecta x + y—7 =0, calcula el 4rea comprendida entre ellas.
I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 7 —x= ©. Son x =1 y x =06 (nuestros limites de
x

integracién).
II. Calculamos la funcién diferencia:

—7_x- 06
y—7xx

II1. Buscamos su primitiva:

G(x) = f<7—x— 6>=7x—x72—6[n|x|

x
_7_1_13
v. Gy -7-1-L
G(6) = 24 — 61n (6)
V. G(6) - G(1) = 24 — 6ln (6) - 12—3=% — 6ln (6)
El 4rea buscada es:

% —6ln (6) u?

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria
para resolver el ejercicio).




20 Calcula el 4rea limitada por la curva y = x> — 2x? + x y la recta tangente a ella en el origen de

2l

22

coordenadas.

I.  Calculemos la ecuacién de la recta tangente en el punto (0, 0); para ello, calculamos la derivada
de nuestra funcién:

y'=3x2—4x+ 1
y(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacién y = x.
II. Calculamos las soluciones de: x? —2x2 + x=x. Son x=0 y x=2 (limites de integracién).
I1I. Obtenemos la funcién diferencia:
y=x3—2x2 4+ x—x=x3-2x2

IV. Buscamos su primitiva:

4 3
G - f(x3—2x2)dx=x?—2%
V. G(0)=0, G(2) = % ;
G -GO- 5 >
El 4rea buscada es: _3—4 ’ = % u?. 1
(Se adjunta la grifica aunque no es necesaria
para la resolucién del ejercicio). 0

Halla el 4rea encerrada por la curva y = /n x entre el punto de corte con el eje X y el punto de
abscisa x = e.

La curva y=/nx cortaal eje X en el punto de abscisa x = 1.
Area = J‘lelnxdx

Integramos por partes:

u=lnx — du="Ldx
x

dv=dx — v=x
G(x) = flnxdx:xlnx—fdx:xlnx—x

Area = J‘lglnxdsz(e)—G(l)=0—(—1)=1 u?

Halla el 4rea limitada por las grficas de las funciones que se indican.

a) £(x) = x3 + x2 g =x3+1 b) £ (%) = x2 g =1-x2 y=2
f@)=x(x-1)(x-4) gx =0 d)f@=x>-2x g)=x

O f®) =x3—x 2(x) = —x2 Hf@)=2-x% g =x

a) Calculamos las abscisas de los puntos de corte de las dos curvas:
fx)=g@x) — x3 4 x2
Llamamos la integral de 4 (x) = f(x) — g(x) = x> - 1

=x3+1 5 x?2-1=0 > x=-1, x=1

1
2_ 4

3 3

-1

x

_[11 (2 —1)dx =

SHI}

Area = i u2

3



b) Calculamos las abscisas de los puntos de corte: Y|
4
=2
g 2}—>x=—ﬁ,x=ﬁ
y=x S W R -1 D S
2
y=x __ 22 X
),=1_x2} TANETT X ) 2
Utilizamos la simetria respecto del eje vertical: +2
V2 Q (‘/5)3 14
2 o |22 \2) 72
fo 2= (=) dv=|x+ 3]0 -2 ST
(2
° 3| 212 2/ |50
2 - _X - i _ —2Ne
fi(Z—x)dx—[2x 3]ﬁ (2& 3) V2 3 5
2 2
(o o742 542 2
Al‘ea— 2(12+12>_2‘/§ u
©) f(x) y g(x) secortan en los puntos de abscisas x=0, x=1, x=4.
Llamamos 4(x) = f(x) — g(x) = x(x — 1)(x — 4) = x® — 5Sx? + 4x
4 3
H(x):f(x3—5x2+4x)dx=%—5§ +2x°
-0 A .32
H(0)=0; H(1) = PR H(4) 3
[1 62 =5 4 4 d = HHO) = HO) = L
0 12
4
3 _ 5,2 CH@E - H(1)=_32_ 7 __4
[ =53 9 de = 1A - HOD - 2_ 7.4
Area /L A5 _71 2
Area = AR u
d) y=x*-2
)y x}ﬂ:o,xzs
y=x
3 5 32 27 _ 9
29y (X _2X | _g_<4/ __ 2
J;)(x 2x — x) dx 3 >, 3 3
Area = 2 2
_ 43
© y_xzx}%x=_l_‘/§,x-0,x—_l+‘/§
- 2 2
4 3 2
_ 3 (P X X X
G(x)—J[x x — (=x)] dx i3 5
Sen e B
-1-45) \ 2 2 2 _—5{5-13_ B
G( 2 )‘ i T3 T 7 T g 600

(—1+«/§)4 <—1+«/§>3 (—1+«/§>2
G<—1+«5)= 2 2 2 =5«/§—13
4 3 2 24



0 3.2 -1-y5) 5/5+13
J (" +x —x)dx:G(O)—G( 3 ):

-6 24
2
—1+45 [ ‘/7
23,2 _o[m1+45 ) _545-13
J;) (x” +x —x)dx—G( 3 ) G(O)-i24
(o 5{5+13  5{5+13 13
Ara= = —+—7 "1
£) yoo_,4
J ) x} - x=-1, x=1
y=x

1
LS S N B 11 1,1 _,|_44
J-_1(2—x —x)dx—[—5—3+2x 71————§+2— §+g—2 ===

Area = % u?

M Volimenes

23 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos siguientes:
a) fx) = Jx—1 entre x=1y x=5
b) f(x) =x? entre x=—-1y x=2
) f(x) =x—x* entre x=0y x=1
) Ve [ D de=r (x—l)JbC:n[%z—x]jz&t o

2
5
b) V= nfj (xz)zdx=7t-fl x4dx=n[xs]l=351n ud

x
5

+ 2

3

1 1 4 3
c) V:n-J;)(x—xz)zdxzn-fo(x4—2x3+x2)afx=n —2% X

o 30

24 Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos limitados por las gra-
ficas que se indican:

a) f(x) = Jx, glo) = x*

b)y? = 4x, x=4

a) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: yx =x2. Son x=0 y x=1.
Estos son nuestros limites de integracién.

II. Calculamos la funcién diferencia:
y=x -

111.V=n.fol(&)z_(xz)zdx=n.fol(x_x4)dx=n 5

1
2 5
E i
2 5]0 10" "

V= [ f@ deon [ 497 de=rn-[87]) = 1287 w2



M Funcién integral

25 Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)F(x)—f cos t dr b)G(x):Lx(t2+1)4dt

9 HEW - ["ev dr OJe= | 2 1)4de

iAtencién! La dltima es la m4s fécil.
a) F'(x) = cos x

b) F'(x) = (x? + 1)

c) H'(x) = e’xz

d) /'(x) =0, porque /(x) es constante.

Para resolver

26 Halla el drea comprendida entre la curva:

4
9+ 2x?

el eje de abscisas y las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexién de dicha curva.

y:

I. Buscamos los puntos de inflexidn; para ello, calculamos las dos primeras derivadas:
r_ -1 6)6‘
! 9+ 2x2) 2
v —16-(9+2x* —8x%)
9 +25%)°
Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es cero.

J6 /6

Esto ocurre en x = S Y X= (puntos de inflexién).

II. Calculamos la primitiva de nuestra funcién:

4 242 2x )
G = -
® 9 + 2x° 3 e ( 3

.6{ ). 28 5]

ol 7))

o -o£)-22 el )l -5)
El rea buscada es: 23ﬁ (ﬂ” % (?) T <—§))

(Se adjunta la gréfica, aunque es innecesaria para la resolucion del ejercicio).




. _ [x _ —xl:
27 Si f(x) = \E y g() = |1-x|
a) Dibuja las dos grificas sobre unos mismos ejes y halla sus puntos de interseccién.
b) Determina el drea del recinto encerrado entre ambas grificas.

Y
g =1+ o

—x si x<1

1
a) Definimos g(x) por intervalos: g(x) =|1—x| = {x 1 osixsl

Buscamos los puntos de interseccién resolviendo la siguiente ecuacién:

\/%=(1—x) o bien \/%:(x_l)

Al elevar al cuadrado cualquiera de las dos ecuaciones, llegamos a:

2x%2—5x+2=0 > x= S5+4y25-16 25_1 < 2
X =

Sus soluciones son % y 2 (limites de integracién).

b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: de % alydela2, porqueen x=1 cambia

la definicién de g(x).
Tenemos, por tanto, dos recintos de integracién, R; y R,.
I. La funcién diferencia en el primer intervalo es:

)= 5 - 1=

La funcién diferencia en el segundo intervalo es:

h2 = % — (X — 1)

II. Sus primitivas son:

)44
N

X
2
1)__5 242-3 _{2
III.H1(7>_ S Hi)="" =

N|>—4

=2 L o4

3
s . 2
IV. Area del recinto R;: Hl(l)—H1<%>=g—%+%
Area del recinto Ry: H2(2)—H2(1)=§_g_é
V2 5.4 A2 1_13

4 2= i =
El 4rea buscada es 3 " + 4373 22



28 Se considera la funcién:

x* si 2<x<0

gx) =12x si 0<x<2
10-3x si 2<x<4

Representa la funcién g y calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

I- [ g J= [*gt s K= [ g de
Y
T
SRR 5410 Bx

i) ) \4 X
=2

29 Dibuja el recinto comprendido entre las grificas de las funciones y = LZ, y=x, y=8x, yhalla
x

su area.
Y
5
g y=8x E
2 : y=x
: R R
0 1 1 1 2X
B 2 -
-3
—4
-5

. Buscamos los puntos de interseccién de las funciones:

%=x — x3=1. Susolucién es x=1.
X
ézgx — 8’ =1 - X=\/%. Su solucién es x = %

x=8x — 7x=0. Susolucién es x = 0.

Tenemos dos intervalos de integracién: de 0 a % y de % a 1. Corresponden a los recintos R; y
R, senalados en el gréfico.
I1. Hallamos la funcién diferencia en el primer intervalo:

filx) =8x—x=7x

Y en el segundo intervalo:

Hx) = é—x



30

31

IIT.Buscamos sus primitivas:

2
G(x) = f7x dx = 7%

G,(x) = J‘(é—x)dxz%—%z

Ivcaw):o,ca<%)=%

1)_-17 -3
G2<2>—T, Gz(l)_ D
V. Areade Ry G<l>_G (())_l
. 1. 2 1 _8
Areade R, G,(1)-G (L):i

2 2 2 2 8

5.7 _12

El 4rea buscada es 3 + g8 - % u?.

Calcula el 4drea del recinto plano limitado por la curva y = x?

Buscamos una primitiva a nuestra funcién:
G(x) = fxz e d=(x*—2x +2) € 1000
(aplicando el método de integracién por partes).
G(0)=2 500
G(5) =17¢
G(5)-G(0)=17¢> -2

e* ylasrectas x=0 y x=5.

El 4rea buscada es (17¢° —2) u?. 0

(Se adjunta la gréfica, aunque no es necesaria para resolver el ejercicio).

Dadala curva y = x* + 2x + 2, halla el 4rea limitada por la curva, la recta tangente en el punto

donde la funcién tiene un extremo y la tangente a la curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igualando a cero:

y'=2x+2=0, el puntoes (-1, 1).

La ecuacién de la recta tangente en dicho punto es y = 1.

Por otro lado, la ecuacién de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de y = x2+2x+2 con y=1 es(-1,1);

de y=x?+2x+2 con y=06x-2 es(2,10);yde y=1 con y=06x-2 es (%,1).

Distinguimos dos intervalos de integracién: de —1 a % y de % a2

En el primer intervalo la funcién diferencia es:
[ =x?+26+2-1=x?+2x+1

En el segundo:
f(0) = %2 + 2+ 2 — (6x—2) =xt—4x+4

Buscamos sus primitivas:

3
G (x) = %+x2+x

3
Gy(%) = % —2x% +4x
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33

Gy(-1) = =1 Gy <1>‘19

3 2/ 24
1)_37 _8
G2<5)‘ 2 ©2@=3

Gi(3)-Grn-12. 1.0

-6(3)-4-5-3

992‘

El 4rea buscada es: % +===u

8

—

(USSR @) S N e I\ li)

\

q 0 712 1 2

2
Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse ;—5 + %=1 al dar una vuelta completa alre-

dedor de OX.
2
_ > / x2 _ > x2 _
V—TCJ‘_S( l—g) dX—TCJ‘_5<1—g>4X—TC'

4x

x2+

Calcula el drea limitada por f(x) = % el eje X ylasrectas x=a y x=0b, siendo a y b

las abscisas del mdximo y el minimo de f

La funcién corta al eje X en x=0.

Por otro lado, tiene un minimo en x=-2 y un mdximo en x = 2.
Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de—2 a0 y de 0 a 2.

Hallamos la funcién primitiva:

G(x) = fx24f4 dx = 2In (x* + 4)

El 4rea en el primer intervalo es:
G(2)==2n8
G0)=2ln4
GO0)-G(2)=2(ln4—-In8)
|2(lnd—1n8)| =2(ln 8 — In 4) u*

El 4rea en el segundo intervalo es:
G2)=2n8
GR2)-G(0)=2(ln8—In4)
2(n 8 — In 4) u?

El 4rea total es:

2n8—Ind) + 2(ln8—In4) =4(n 8 — In 4) u?



34

Halla el 4rea comprendida entre las curvas y = e*, y=2x—x? ylasrectas x=0 y x=2.
I. Hallamos la funcién diferencia: y = e*— (2x — x2) =¥+ x% - 2x

II. Buscamos su primitiva:

3
Gx) = e*+ X —x2

3 10
LG(0) = 1 )
7
GQ) - -4 :
3 . Yo~
_ 2 4 4 _
G2)-G(0)=e —3 - 3 x=2
2
1
El 4rea buscada es: (ez _ 4 1) u?, y=2x+x
3 0 1 2
Pagina 381
35 Lacurva y= 4 os ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una superficie S.

36

x+4

Calcula el 4rea de S y el volumen de la figura engendrada por § al girar alrededor del eje X.
Buscamos una primitiva:

G(x) = 4ln|x + 4|

G(0)=4ln4

G(4) =4n8

G4)-G(0)=4(n8-In4)
El 4rea buscada es 4(/n 8 — In 4) u.

1

A 2 4
= 4 = —_16 :& - 3
V—nfo (x+4> dx=m [x+4]0 g " 21 u

Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), sabiendo que el 4rea
limitada por esa curva, el eje ¥ y el eje X positivo es 4/3.

Como el polinomio pasa por el punto (3, 0), una raiz es x = 3, por tanto:
y=(x-3)(ax—0b)

Por otro lado, cuando x=0, y=1:
1=-3(-b)=3b, b= L
3
Luego queda:

y=(x-3) (ax—é)

Puesto que pasa por los puntos indicados y estd limitado por los ejes X e Y (positivos), los limites
de integracién son 0 y 3.
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38

Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

3 2
G(x) = f(x—3)<ax—é)dx=f<4x2—34x+§+l>dx=dx—Sax—1x2+x

3 2 6
G0)=0
9, 27,9
G(3) = 9a 241 6+3
_ 9, 27, 9 . 3_4
G(3) - G(0) = 9a 54 6+3 3

De donde sacamos que « = 1

27

Por tanto, el polinomio es:
I I S §
y=(x 3)( 57 x 3 )

Halla la ecuacién de una paribola de eje vertical, tangente en el origen de coordenadas a una
recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un recinto de base [0, 3] y 4rea 9.

Del enunciado del problema se deduce que la pardbola pasa por el origen de coordenadas. Suponga-
mos que es de la forma f(x) = ax?® + bx.

Como la pendiente de la recta tangente en el origen es 4 — f'(0) = 4.
f'(x)=2ax+b, f'(0)=4 = b=4 = f(x) = ax? + 4x

Si la grafica de la pardbola queda por encima del eje X en el intervalo [0, 3], el 4rea es:
3

=92+18, 924+18=9 — a=-1
0

3.2
J;)(ax + 4x) dx =

% +2x°
La parabola buscada es f(x) = —x? + 4x, cuya gréfica es positiva en el intervalo [0, 3].

De la funcién f(x) = ax® + bx* + cx + d se sabe que tiene un maximo relativo en x = 1, un punto

de inflexién en (0, 0) y que J;)l fx)dx= % Calcula a4, b, c y d.
Hallamos f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢ y f"(x) = Gax + 2b
Sabemos que f(x) pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) =0, de donde averiguamos que &= 0.
Por otro lado, sabemos que tiene un mdximo relativo en x =1, esto es que f'(1) = 0, es decir:
3a+2b+c=0
También tiene un punto de inflexién en (0, 0), por lo que f'(0) =0, de donde 4 =0.
Como 3a2+2b+c¢=0 7y b=0, setiene que:
3a+¢c=0 - ¢=-3a
Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcién:
fx) = ax3 = 3ax

Buscamos su primitiva:

4 2
_ ax  _ 3ax
G0 =52

G(0)=0, G(1) = %_%:_%

G(1)-G(0) = -2

El resultado es — 2% que es igual a > de donde deducimos que a =-1 vy, por tanto, ¢=3.

4 4

La funcién buscada es f(x) = —x3 + 3x.



39 Teniendo en cuenta que la funcién f(x) = 2x% — 3x? + £ toma valores positivos y negativos, halla
el valor de %2 de forma que el 4rea de la regién limitada por el eje X, las rectas x=-1, x=2 y
la curva f(x) quede dividida por el eje X en dos partes con igual drea.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra funcién corta al eje X;
por tanto, tenemos que distinguir dos intervalos de integracién: de—1a 2 yde « a 2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcién:

4 4
G(x) = Zi—x3+/ex=x7—x3+kx

4
_3_

G =2k

G(2) = 2k

Si suponemos que en el primer intervalo la funcién es negativa, el 4rea es:
G(-1)-G(a)

y si en el segundo intervalo la funcién es positiva, el drea es:
G2)-Gla)

Y como el 4rea en los dos intervalos tiene que ser la misma, se tiene la siguiente igualdad:
G-1)-G)=GR)-G(a)

es decir:

G(-1)=G(2)
3 _p- _1
5—/@-2/@ — k= 3

Observa que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo consideremos en el
que la funcién es positiva o negativa.

2

40 Se consideran las curvas y = x“ e y=a, donde 0 <2 < 1. Ambas curvas se cortan en el punto

(x9> ¥9) con abscisa positiva. Halla 2 sabiendo que el drea encerrada entre ambas curvas desde
x=0 hasta x = x; esigual a la encerrada entre ellas desde x =x;, hasta x=1.

Hallamos los puntos de corte:

2 eiz
A SN <

y=a x =—ya (no vale porque la abscisa debe ser positiva) .

El punto de corte es Wa, a).
Dibujamos las dreas para tener una idea mds clara de nuestro ejercicio:

Tenemos dos intervalos de integracién: de 0 a Ja y de Ja al, que determinan los recintos R, y
R, senalados en el gréfico.

Y

* La funcién diferencia para el primer intervalo es:

filx) = a—x*?



Su primitiva es:

3
G = ax— X
1(x) = ax 3

ala _ 2aia
3 3

24‘/;
3

G1(0) =0, G, (a)=aa-

u’.

El 4rea del primer intervalo es

* La funcién diferencia en el segundo intervalo es:
A =x*—a

Su primitiva es:
3
G,(x) = % —ax

Go(D= "1 —afa, Gy (0=

2aya

3
1 2aa o2

El 4rea del segundo intervalo es 3 a+ 3

Como el drea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

2aa 1 2aya
- 3

G,(1) - GNZ):%_M

——a+

3 3

De donde obtenemos que @ = 1 .

41 Sean y=ax? e y=ax+ a las ecuaciones de una paribola p y de una recta 7, respectivamente.

Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Los puntos de corte de p y » no dependen del valor de a.
b) Si se duplica el valor de 4, también se duplica el drea encerrada entre p y 7.

a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:

ﬂXZde+6Z

ax*—ax—a=0

ax?—x-1)=0
Como suponemos  # 0, para que sean ciertamente una pardbola y una recta, dividiendo toda la

ecuacién entre 4, llegamos a:

x2—x-1=0

x= (que no dependen de a).

y sus soluciones son: x = 5

1+y5 1-45
— Y

b) La funcién diferencia es:
) =ax+a—ax?=a(—x?+x+1)

Si llamamos 4 (x) = —x?

+x+ 1, setiene que: fi(x) =a h(x)
y la primitiva de f(x) es a4 por la primitiva de 4 (x), es decir:

G(x) =a H(x)

El 4rea comprendida es, por tanto:

o[t o) {155




Si duplicamos 4, se tiene que la funcién diferencia es ahora:
(%) =2ah(x)

y su primitiva:
G,(x) = 2a H(x)

Por lo que el drea comprendida es:
1445 -5\ 1445 (1—6 >
G2< 3 )—Gz( 3 )—2d(H< 3 )—H—z u

42 Sabiendo que el drea de la regién comprendida entre la curva y = x> ylarecta y = bx esiguala

%, calcula el valor de 4.

Lacurva y=x? ylarecta y=bx secortan en el punto de abscisa x= 4 yen x=0.
Asi, nuestros limites de integracién son 0y 6.
La funcién diferencia es: y = bx — x2

Su primitiva es:

_ kX
C0="773
G(0)=0 o
8
P ;
G - 6 6 y=3x
3 5
G(b) - G(0) = &~ ) Ty
6 3
, 9 er . b9 2
Como el drea es 5> se tiene que: <= =, ’
de donde obtenemos que & = 3. 0 1 2 3
43 Calcula el valor de 2 para que el 4rea de la regién limitada por la curva y = —x? + ax y el eje X

sea igual a 36.
La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y 4 (estos son los limites de integracién).

Su primitiva es:

IR
G(x) = g e
G0)=0
G(az):‘%3

G(a) - G(0) = %3

43

Como el drea es 306, se tiene que: € 36, de donde averiguamos que « = 6.
10
z y= —x%+ 6x
7
6
5
4
3
2
1




44 Dada la funcién y =

45

46

calcula el valor de a4 para que el 4rea limitada por esa curva y las
X+

rectas x=0 y x=a seaiguala?2.
Buscamos su primitiva:
G(x)=2ln(x+1)
G(0)=0
Ga)=2n(a+1)
G(a)—G(0)=2/n(a+1)
Como el drea es igual a 2, se tiene que: 2/z (2 + 1) =2 de donde averiguamos que 2 =e— 1.

2

Expresa la funcién de posicién de un mévil sabiendo que su aceleracién es constante de 8 cm/s?,
que su velocidad es 0 cuando #=3 y que estd en el origen a los 11 segundos.

Llamamos S(#) a la posicién del mévil al cabo de 7 segundos. Asi:
V(t)=S(2) y a(t) =S"() = 8 cm/s?

Calculamos la velocidad V(2):
V()= [ae)de= [8dr-8c+
V(3)=24+k=0 > k=-24

Calculamos S(2):

V() = 8¢t—24

S = fV(t)dt:f(St—24)dt=4t2—24t+c
S(11) =220+ c=0 — c=-220
Por tanto: S(z) = 4¢% — 241 — 220

Un mévil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acelerado, con aceleracién

de 2 m/s? y con velocidad inicial vy = 1 m/s. Calcula y compara las distancias recorridas entre
Yy 0 y P

t=0y t=2 yentre z=2 y z=3.

¢ Calculamos la velocidad del mévil:

V(t):fd(t)dt:fZ dr=2t+k
V(O)=Ft=1

V(t)=2t+1
* Distancia recorrida entre =0 y r=2:
dy = fzV(t)dt=f2(2t+l)dt=[t2+t]2=6m
0 0 0
* Distancia recorrida entre =2 y r=3:
d, = f3V(t)dt:[t2+tE=12—6:6m
2

* Por tanto, recorre la misma distancia entre r=0 y #=2 queentre t=2 y = 3.



4'7 Halla el volumen del cuerpo engendrado por la regién del plano limitada por los ejes de coorde-
nadas, la curva de ecuacién y=e™ ylarecta x =3, al girar alrededor del eje X.

3 —x\ 2 3 —2x —2x3 —-6
V:n-J;) (e™) dx:n-J;) e dx:%- e ]0=%-(€ -1 d

48 Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje X el recinto limitado por las

grificas de las funciones y = l, x = yz, x =4,
x
Las curvas y = 1 y x =92 se cortan en el punto de
x

abscisa 1.
Por tanto, nuestros limites de integracién son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen
engendrado por la curva y= yx alrededor de OX en-

tre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = %

alrededor de OX entre los mismos limites.

El volumen buscado es:

2 42
49 Calcula el volumen engendrado por la hipérbola % - % =1 cuando x€[-4, 4].

4

2 3
(9L_ )dxzzﬂ.l%_%] =224 =48n u?

4
2 2

V=27t-J‘24f(x)2dx=27t-f

2
[t I
19




50

51

52

83

54

Halla el volumen engendrado por la circunferencia x? + 2 —4x + 3 = 0 al girar alrededor del
eje X.
1-

El circulo del ejercicio tiene su centro en (2, 0) y radio
1; por tanto, corta al eje OX en (1, 0) y (3, 0). Asi,

nuestros limites de integracién son 1y 3.

x2+)/2—4x+3:0

(x—2)2+)/2=1
1 2 3
3 3 ( )3 ’
o 2 T T N C _4n 3
V=n J-l ydx=mn fl Q-(x=2))dx=m= lx 3 1——3 u

Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes apartados:
X x2
a)F(x):focostzdt b)F(x)=fo (2 +)dt
_ X 1 _ sen x
OF@- [ L HFE= [ e

a) Como f es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del célculo:
F'(x) = cos x>

b) Como f es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del cdlculo:
F'(x) = [(x2)2 + x] 2x = 2x° + 2x7

¢) Del mismo modo:

Filx)= — 1

1+ sen x
d) Andlogamente:

F'(x)=(1 +senx) - (senx) = (1 + sen x) - cos x

Sin resolver la integral, indica dénde hay mdximo o minimo relativo en la funcién:

F ) = fo"(tz_ndt

Los mdximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la primera derivada es cero,
en nuestro caso, £ '(x) = 0.

Como f es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del célculo:
F'ix) =x%-1

F'(x) =0 en x=-1 y x=1, asi en los puntos de abscisa —1 y 1 hay mdximos o minimos relativos.

Sabemos que Jx f @ dt=x*(1+x), siendo continua en [R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del cilculo, se tiene que:
F) =2x(1 +x) +x?
f2)=16

Sea F(x) = fl *cos? t dr. Halla los posibles extremos de dicha funcién en el intervalo [0, 27].

Como f(x) = cos? x es continua en [0, 2x], podemos aplicar el teorema fundamental del cilculo, y
asi obtenemos la primera derivada de la funcién F(x):

F'(x) = cos* x

3

Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F'(x) =0, estoesen x = % y x= -
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55 Halla méximos y minimos relativos de las funciones:

a)F(x)=fox(t—l)z(t+2)2¢lt b) G(x)=f1xlo‘tgt

dt

a) F'(x) = (x—1)2 (x +2)?
F')=0 > (x=1)2x+2)?=0 > x=1, x=-2

Pero F'(x) >0 cuando x= 1 y x=-2 por ser un cuadrado perfecto. Luego F(x) es creciente y
no tiene miximos ni minimos relativos.

log x

con x>0

b) G'(x) =

x
G'x)=0 — logx=0 = x=1
G'<0 . G'>0

\ 1 /

El minimo relativo se alcanza en x = 1.

x=1, G(l):fl1

log

t
. dt =0 — El minimo relativo es el punto (1, 0).

56 Considera la regién del plano que determinan las curvas y=e* e y=e?* ylarecta x = k.
a) Halla su drea para k=1.
b) Determina el valor de 2> 0 para que el drea sea 2.
a) Las funciones dadas se cortan en el punto x=0, y=1.

Si £>0, el 4reaes:

r 1k
k 2x 2k 2k
2x X e x e k 1 e Eo1
NNV Wl N S N U NS O §
fo(" )ebe =55 “1,72 ¢ (2) 2 '
Si £<0, el dreaes:
r 10
0 2x 2k
L(ex—ezx)dxz»ex—%‘k:%—elﬁ%

2k
b) 6’T—¢e/e+%=2 — 2 -3-0

Haciendo el cambio de variable z = ¢*, obtenemos:
z2-2z-3=0 = z=3, z=—-1 (no vale)
k=3 > k=3

57 Calcula el 4rea encerrada entre la curva y = x> — 2x— 3 y la cuerda de la misma que tiene por
extremos los puntos de abscisas 0 y 1.

Calculamos las coordenadas de los puntos:
x=0, y=-3 = (0,-3)
x=1, y==4 — (1,-4)

La pendiente de la cuerda que pasa por ellos es: 7 = —4 1+ 3 _ -1
La ecuacién de la recta que contiene a la cuerdaes: y=-3 —x
3 2
G(x) = J.[(xz—2x—3)—(—3—x)]dx:%—x7
' _1_1__1
fo (62 2% -3) = (3= dv=1 -1 -1

El 4rea buscada es L uZ.

6



Cuestiones tedricas

58

59

60

61

2

Calcula la derivada de la funcién dada por F (x) = fox cost dt de dos formas:
a) Obteniendo de forma explicita F (x) y, después, derivando.
b) Aplicando el teorema fundamental del célculo.

2
a) Fx) = [sen t]z = sen x°

F'(x) = 2x cos x>

b) Como f es una funcién continua en todos los puntos, se puede aplicar el teorema fundamental del
célculo:

F'(x) = f(x?) - (x?) "= 2x cos x*

La grificas I, I y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una funcién de-
rivable f; a su funcién derivada f” y a una primitiva F de f. Identifica cada grifica con su
funcion, justificando la respuesta.

©) ® ()

/] |

La gréfica II es la de la funcidn; la grafica I, la de su derivada y la gréfica I1I, la de su primitiva.

La razén es: partiendo de la gréfica II, observamos que se trata de una funcién lineal (afin) con pen-
diente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser una funcién constante (la pendiente de
la funcién afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcién afin tiene que ser una funcién cuadrdtica, cuya gréfica corres-
ponde a la pardbola.

Sabemos que el drea limitada por una funcién f; el eje de abscisas y las rectas x=1 y x=5 es
igual a 6. ;Cudnto aumentari el drea si trasladamos 2 unidades hacia arriba la funcién f?

2} f

1 5

Si trasladamos también el eje OX 2 unidades hacia arriba, es ficil ver que el drea afadida es la de un
rectingulo 4 u de base y 2 u de altura (su drea es 8 u?).

Y

.4

Es decir, su drea aumentard 8 u?. (No depende de lo que mida el 4rea senalada).

Si una funcién f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier funcién primitiva
de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ;Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcién es positiva, dicha funcién es creciente.



62

63

64

65

Halla las derivadas de:
a) Fx) = fz Scosd ¢ dt b) F (x) = f *1+32) dr

c)F(x)=flaﬁdt d)F(x)=flxﬁdt

(Observa que la x puede salir fuera de la integral)

a) F'(x) =0 por ser una funcién constante.

b) Fx) = _fo’“(1+3t2) dr F(d) =1 3x2

(e 1 v [ 1
C)F(x)_xfl L F') fl—lthdt
d)F(x):xflxl}rtdt F’(x):flx11td”x'1ix:f1x11td“1fx

:Cudl de las siguientes expresiones nos da el 4rea limitada por la grifica de f'y el eje de abscisas?

o[is o] ol a-Lrefs
d)

2
Dada la funcién y = x2, halla el punto ¢ [0, 2] tal que el drea f x?dx seaigual ala de un
’ 0
rectingulo de base 2 y altura f(c).

Es decir, que cumpla lo siguiente:
2 2
2f(c) = o * dx
:Qué teorema asegura la existencia de ¢?

[rat

243

Asi pues, se tiene: 2f(c) = %, de donde averiguamos que ¢= ——.

3

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del cdlculo integral.

Sea F una funcién definida en [0, +oo) tal que: F (x) = J;)xln +ddt

Analiza si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones:

a) F(0)=In2 b) F'(x) = 3 1 , x20 c) F es creciente en su dominio.
+x

a) Calculamos G(z) = fln (2 + 1) dr integrando por partes:

_ _ 1
u=nQ+t) - du——2+tdt

dv=dt — v=t

G(2) fln(Z+t)dt:tln(2+t)—f%+tdt:tln(2+t)—f(l—%)dt:

thQ+t)—t+2lnR2+0)=t+2)In 2+t -t



Por tanto:
Fx)=Gx)—=G0)=[x+2)In 2 +x)=x]-2n2-0l=x+2)In(x+2)—x—2In2
F0)=2m2-2ln2=0
La afirmacién F(0) = /n 2 es falsa (basta ver, ademds, que en F(0) no hay drea).

b) Como f es continua para x = 0, aplicamos el teorema del cdlculo integral:
F'(x)=n2 +x)
También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F' es positiva en todo el dominio.

66 Demuestra la desigualdad siguiente:
0 ["senx 4oy
0 1+x?

0, %] se cumple que:

En el intervalo

0< senx o X

2 2

- 1+x - 1+x

yaque 0 <senx<x en dicho intervalo.

Por tanto:

T

OSFdesf X

0 14+x° 1+ x°

e

1+x

1 et ).
2/n(1+x)]0—2ln<1+ 4>~0,62<1

De esta forma queda probada la desigualdad.
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Para profundizar

67 a) Halla el volumen del tronco de cono de radios 7 cm y 11 cm y altura 6 cm.
b) Obtén la fé6rmula:
V= %n h(2 + 13 +1ry7,)

que nos da el volumen de un tronco de cono de radios 7, 7, y altura h.

Y
B
A
- 11
7
6 X
a) La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11).
Obtenemos su ecuacidn:
=7 _4_2 _7. 2
= %-0°-6-3" arectaes y=7+ 3x

Los limites de integracién son x=0 y x = 0.



El volumen sera:

V=7t-J:)G(f(X)>2dx=n-L6<7+%x>2ﬂ’x=n-L6(49+%x+%x2>dx:

6
227 4| 3
49x + 3 + 7 ]0—35076[1

=7-

b)

D—‘
—"
g
.
.
/-
ﬂ“
4

"

h

La recta pasa por los puntos (0, 7) y (h, r).
Obtenemos la ecuacién:
=N _n—-n =N

" hZ0 T h _”:’”( h )"‘

El volumen ser4:

]
a
C =
~
— N
+
T
Ny
I
~
—

2 3 h
=7 r% <—72—71>'x_+7<72—1) 2| -
h 3 0
2 N ’ h’ N 2
= T- rlh h '7+7’1 h h =
=T h-[r%+%-(r%+r%—2-rl-72+7172—r%]:
:n-h-[%-r%+%-r%—%-rlrz+rlrz]:%nh(r%+r%+rlrz)

68 a) Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el 4rea del circulo x% + 32 <9 es 9.

b) Demuestra, utilizando el cdlculo integral, que el volumen de la esfera de radio » es

o &
¢

a) Area = 4- 3«/9—x2dx
0

Calculamos G(x) = f«/9 — x% dx, mediante un cambio de variable:

G(x) = J-mdxz&ﬁll—(%)z dx



Cambio: % =sent — x=3sent — dx=3cost dt

G(x) = 3-f«/1—sen2t-3£ostdt=9fcosztdt=

_ 1. cost _o|lLl,, 1 2. |_.9,.9 2 _
_9f<2+ 3 )dt—9[2t+4sen t]—2t+4sm t=

3

_ 9. EAVE NN PR A
—2ﬂrcsen<3>+2 X 1<3>—

9. PAVER Lt
= 2 ﬂrfff;’l<3>+ 2

9. X\, 9 5 x [y (xV_
5 arcsen<3>+4 2 1 (3) =

Por tanto, el drea serd: A=4-(G(3) - G(0)) = 4- 977{ =97 u?

R R
b) V= n-f_Ryza’x:n-J-_R(Rz—xz)dx:n-

3
yl
69 Calcula el 4rea encerrada por la elipse T_G +og = 1.
g
1619

.y_z_l_x_2_> 2_9. _x_z)_> =+3.,/1-(X£
9 " "1 )T 16 y=2 4

e El drea es:

A- 4.f043.4/1_<%>de=12.f()44/1_<%)2dx
e Calculamos G(x) = ﬁ/l—(%)z dx

Cambio: %zxmt — x=4dsent — dx=4cost dt

2
G(x) = f«/l—smzt-4coxtdt=4fcosztdt=4-f(%+ cos t)dtz

2

2
= J‘(2+2c052t)dt:2t+sen2t:2¢zrcsm<%)+2-z-w/1—?—6:

b

= 2arc sen <%> + 96168_)62

e Eldreaserd: A=12-[G(4) - G(0)] =12n

R
3 3
sz—%] :n-(Rs—R—+
R



70 Demuestra, utilizando el cdlculo integral, que el drea de la elipse x% + 4y% = 4 es 27.

1 x2+4}/2:4

i
2N | A2

2 2
e Despejamos y: 4y2 =4 —x2 — y? = 1—(%) — y=t 1_<%>

V4 o 2 2
El drea serd: A = 4-J;) 1- <5> dx
[ 2
. — _(x
Calculamos G(x) = f 1 < 2) dx

Cambio: % =sent —> x=2sent — dx=2cost dt

2
G(x) = J-Vl—senzt-2costdt:2jcosztdt= 2-f<%+%t)dt=f(l+cos2t)dt=

2 2 2
_ L sen’t _ x\, 2 i (=) x|, x¥oNd-x
=t+ > —m’csm<2>+2 1 <2> —arcsm<2>+ 7

o El drea serd:

A=4-[G2)-G0)]=4-+=2=n

T
2

2 2
71 Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse % + % =

1 es:

a) %TC a b? si gira alrededor del eje X.

b) %TC a? b si gira alrededor del eje Y.

B 2 [ 3 2|° 2 2
a) V=7t-f </72—x2b—)dx=n- P2 b =n-(bza—ﬂ+bzd—%)=inﬂb2

2 372 3 3
16
2 24 2 V2 2, bd* 2, bt \_4_, 2
b)V:nJ;b a —y ? d_}/ZTC _y—7ﬁ bZTC' a b——‘l'ﬂ b—T =§n5ﬂ

72 Halla la derivada de la funcién siguiente:

3

F(x) = fz x sentdt

X x3

Si G(x) esuna primitiva de la funcién g(x) = sen x, entonces f , sentdt=G (x3) - G(?).

La derivada, aplicando la regla de la cadena, es:
E
D [fz sent dt] =D[G(x3) — G(x?)] = G'(x3) - 3x% = G'(x?) - 2x = 3x2 sen (x3) — 2x sen (x?)
Por tanto:

F(x) = L’;

3

E
sent dt + x[3x> sen (x3) — 2x sen (x?)] = f sent dt + x” [3x sen (x3) — 2sen (xz)]

x2



73 Comprueba si existen y, en su caso, calcula las siguientes integrales impropias:

(o) (o] 0
b [“ L, r>1 oL a &) [° o
) 1 x" ) —w 1412 ) -0
1 1 3
1 1 1 du
o [ 'Sl dx 0 [ "L dx by [*du__
)ow; Vo ® om = ')y -2
a) a’t arctgt| =arcte x
e L ) e
f+oo L o= tim |"—Lodr= lim arc tgx="1
R ¥oreJo ]y 42 X 2
b) I
L [(1 N~ 1]1 (1-px ' 1-7
fﬁode: im |"Ldr=—1_, yaque 7—1>0 vy, por tanto, la primera fraccion tiende a 0.
1 x’ x = +o0 J1 tr r—1
c) 1 dt [m’c tg t]ix:arc tg x —arc tg (—x), con x>0
- +t
J‘m L _ o= Iim fx L _Jr= lim [arc tg x —arc tg (—x)] =T _ <_£) =7
oo 1+x2 x =+ J_ 1+t2 X — +o0 2 2

0 0
d)f e‘tdt=[et]_x=l—e_x, con x>0
—X

0 0
f e de=lim ddr= lim (1-¢7%)=1
~ oo X —> +o0

X —>+00 J_y
1 _[g 2/3]1_2_2 2/3
C)L3ﬁdt—2t =3 7x
! _ z_zzﬂ_z
fo [‘lx RN Sfdt‘xli”@(z 2¥ )72
f)fx%dt:[lnt]i:—lnx

lim 'l dt = lim (—lnx)=+o — No existe la integral.
x—0* t x— 0"

arc sen t] =4arc sen x

g)fJ—

1 x
J;) 1 dx = lim 1 dr= lim arcsenx="1

1_x2 x—=1770 l—tz x—1" 2
3 3
h)f _|-—1L ] . P
x (u—-2) u—21, x—2
lim du 5= lim (—1+ 1 >=+oo — No existe la integral.
x—2* (u—2)* x—-2° x—=2

74 Si £ -1y g0~ fo " £() dt, halla el siguiente limite:
+ e

lim &% )
x—0 X

g9 _ 0w, £

=1

= =0y T lzm fx)= lzm 1+€

Por tanto, el limite dado vale 1.



75 Determina el valor del parimetro 2 > 0 de tal manera que valga 108 el drea de la region del
plano limitada por el eje X y la gréfica de la funcién siguiente:

S =alx+ 2)2 - (x+2)3

La funcién corta al eje X en los puntos de abscisa —2 y 2 — 2. Nuestros limites de integracién; bus-
camos una primitiva:

L w2 ()"

Gl = f[a(x+z)2-(x+2)3]dx:

3 4
4
_2) = 4_
G(a-2) 13
G(=2)=0
4
_D_-GR)= 4_
Gla-2)-6@)= <
Como el drea tiene que ser 108, igualamos:

4
f—z = 108. De donde obtenemos que 4 = 6.



Autoevaluacion
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1 Dada la funcién f(x) = x3 + 3x2, calcula:
a) El drea encerrada por la grifica de f(x), el eje X ylasrectas x=-2 y x=1.
b) El 4rea de cada uno de los dos recintos comprendidos entre las grificas de f(x) y de g(x) =x+ 3.
a) Representamos el recinto:

* Cortes con el eje OX:

x=-3 Y
x3+3x2:0%x2(x+3):0< 0 gt
x= .
* Puntos singulares: : .
x=0 ; ' ¥
f'(x):O—)3x2+6x=0—)x(3x+6)=0< 5 -2 1
x:_
f"(0)=6>0 — Minimo: (0, 0)

f"(x) =6x+6 < F'(=2)==6<0 — Miximo: (-2, 4)

1

. 1 4
Area = fz(x3 +3x%) dXle—+x3

(L)o@ _g=2L 2
4 _< 1)(48)4u

L\

b) * Representamos f(x) = x3+3x2 y g(x) =x+3:
Hallamos los puntos de corte de f'y g: Y

x3+3x%=x+3 > x3+3x2-x-3=0

13 -1 -3 e
30 3 xol=0<T X

X =—
't o0 -1 |0

Las gréficas se cortanen x=-3, x=-1 y x=1.

* Calculamos el drea entre =3 y —1 y el drea entre —1 y 1:

4
ER

4

[ 1039 e e [ 60032 x5y de-

2
_X 3y
2 3

(L gL, 3) (8L 97 9 o) 2 (272,92 _4 2
—<4 2+3) <4 27 2+9> 4 <4> 3 4 u

2 4
Jill [(x+3)—(x3+3x2)]zix=f_ll (x+3—x3—3x2)dx=[x7+3x—%—x3

(L3 1 ) (L o3 1 )2 (_7)_2,7_16_4 2
—<2+3 i 1) <2 3 4+1> Z <4> it A4 4 u




2 Calcula el 4rea del recinto limitado por f(x) = x%—2x+2, el eje ¥ ylarectatangentea fen x=3.
¢ Calculamos la tangente a f(x) = x> —2x+2 en x=3:
Punto de tangencia: x=3, f(3)=9-6+2=5 — (3,5)
Pendiente de la recta tangente: f'(x) =2x—2 — m=f'(3) = 4
Ecuacién de la recta tangente: y=5+4(x—3) — y=4x-7
* Representamos el recinto:

Fl)=x2—2x+2

Vértice de la pardbola:
FE)=0 > 20-2=0 - x=1, A1) =1 — (1, 1)
Corte con los ejes:

x=0, £(0)=2 > (0,2)
2+44-8

2

x2-2x+2=0 > x=

No corta al eje OX.

¢ Calculamos el drea:
3

=9u?

A= f;[(x2_2x+2)—(4x—7)]afx=J;)3(x2_6x+9)dx=l%3_3x2+9x 0

2
3 Calcula: fo |2x — 1| dx
La funcién se descompone de la siguiente manera:

1

2x+1 x<—=—
F)=]2x-1] =

2x -1 x>

N[ — b

Por tanto:

1
J;)zf(x)dx=_£)2 (—2x+1)dx+J§(2x—l)dx=[—x2+x];/2+[x2—x]?/2=

1.1 4, 1 15
= 4+2+4 2 4+2 2



4 Halla el drea de la regién comprendida entre la grifica de la funcién f(x) = S y las rectas

(x-2)2
y=1, x= i
2
Representamos la funcién f(x) = %:
(x—2)

¢ Asintota vertical: x =2, Zz’m2 f(x) = +o0
X —>

* Asintota horizontal: y =0

-2

* Puntos singulares: f'(x) = W # (0 para cualquier x — No tiene puntos singulares.
x f—
* Punto de corte con la recta y = 1:
=1 — (1,1)
1 2 * ?
=1 - (x-2)"=1
(x—2)2 2 <x=3—>(3,1)
Recinto:
Y

5 Calcula el drea encerrada entre la grifica de la funcién exponencial f(x) = e* y la cuerda a la mis-
ma que une los puntos de abscisas x=0 y x=2.

Ecuacidn de la cuerda:

x=0 = f(0)=¢"=1

) ) 2 ] Recta que pasa por (0, 1) y por (2, e?):
X = — =¢

s -1
2

2 2
1g_x -
fo(+ 7 e)dx

x2
6 Dada la funcién F (x) = fl Intdt con x> 1:

6‘2—1 1
sz — )/: +

X

2

2
_ K~ :(2+€2_l—ez)—(0+0—eo):l+1=2 u?

-1
2 0

X +

a) Calcula F'(e).

b) ;Tiene F puntos de inflexién? Justifica tu respuesta.
2) F(x) - fl’“z Intde = F'() = (Inx?) - 25 = 2Un %) 2x = dx In x
F'(¢) = delne=4e
b) F"(x) = 4ln x + 4x - % —hlnx+ 4 dlnx+4=0 > lhx=-1 > x=¢!

F no tiene puntos de inflexién porque ¢! < 1; es decir, ¢! no pertenece al dominio de F.



7 a) Halla, integrando la funcién adecuada en el intervalo que convenga, el volumen de un cono de
radio 5 cm y altura 6 cm.

b) Procediendo de forma similar, deduce la férmula del volumen de un cono de radio 7 y altura a.

a) Larecta y= %x pasa por los puntos (0, 0) y (6, 5).

El cono dado se puede obtener girando el segmento que une los puntos anteriores alrededor del eje
X. El volumen es:
25t 6°

V—?t'fG ixzdx—ﬁx—ﬁG -2 =50n u?
o \e6 363, 36 3

b) La recta y = ix pasa por los puntos (0, 0) y (a, 7).

El cono de altura 4 y radio r se puede obtener girando el segmento que une los puntos anteriores
alrededor del eje X. El volumen es:

2 2| 3
| _mt | %
V_nJ;)<ﬂx> i 2[3

a

2 3
D -
o £ 3 3




