INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

Una inecuacion de segundo grado se expresa de forma general de una de las siguientes formas:

ax? +bx+c>0
ax? +bx+c>0
ax? +bx+c<0

ax? +bx+c<0
siendo a, b y ¢ numeros reales.

Para resolverlas, lo primero que hay que hacer es calcular las raices de los polinomios de
segundo grado que aparecen en el primer miembro y a partir de ahi se pueden seguir dos
procesos diferentes:

METODO 1
Supongamos que las raices obtenidas sonry s siendor<s.

Si las situamos sobre la recta real, ésta queda dividida en intervalos: (-, r), (r, s) y (s, +»). Se
observa mejor en el gréfico,

En cada uno de esos intervalos, el polinomio ax? +bx +c tendra signo positivo o negativo. De
modo que dependiendo del signo de la desigualdad, asi elegiremos el (los) intervalo(s) solucién.

También son importantes las raices puesto que son los valores en los que el polinomio se anula y
por tanto perteneceran a la solucion de la inecuacion cuando la desigualdad sea del tipo > o <

EJERCICIOS RESUELTOS
1°) 3x2+7x+2>0

1. Se hallan las raices del polinomio 3x? + 7x + 2.

Para ello se iguala a cero y se resuelve la ecuacion que resulta:

3x2+7x+2=0

-7+5 -2 1
(_TTENTP o432 -7xY25 _-7:5 |77 g Tg T3
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Las raices son —% y 2.

2. Al situar las raices obtenidas en la recta real, esta queda dividida en tres intervalos:

2 =143

Esos intervalos son (de izquierda a derecha) (—w,-2), (— 2,—%} y (—%,4—00]

3. En cada uno de los intervalos se estudia el signo del polinomio 3x? + 7x + 2.



Para ello, se elige un numero cualquiera de cada intervalo y se halla el valor
numeérico del polinomio en ese nimero, observando si es positivo o negativo.

A 2] &

3x2+7x+2 | 3(-3)+7(-3)+2=8>0 | 3(-1 +7(-1)+2=-2<0 | 302+70+2=2>0

4. Se escribe la solucion de la inecuacion.

Como la inecuacién que hay que resolver es 3x2+7x+2 >0, se escogen los
intervalos en los que al sustituir resultaban valores positivos (mayores que 0).

Los valores de las raices no sirven puesto que para ellos, el polinomio 3x? + 7x + 2
se anula y el signo de la inecuacién es estrictamente mayor que cero.

Solucién: (—wo,-2) U (— %,+ooj

2°) x?+x-6<0

1. Se hallan las raices del polinomio x? + x — 6, resolviendo la ecuacién x> +x-6=0

-1+5 4
X:_1i [12_4.1.(_6):_1i\/g:_1i5: X1= 5 2522
21 2 2 v _—1-5_-6_ 4
, = =——=
2 2

Las raices son -3y 2.
2. Al situar las raices obtenidas en la recta real, esta queda dividida en tres intervalos:

—

3 2

Esos intervalos son (de izquierda a derecha): (-«0,-3), (-3,2) y (2,+)

3. En cada uno de los intervalos se estudia el signo del polinomio x? +x—6.

(—o0,-3) (-32) (2,+00)

x2+x-6 (-47% +(-4)-6=6>0| 02+0-6=-6<0 3243-6=6>0

4. Se escribe la solucion de la inecuacion.

Como la inecuacién que hay que resolver es x?+x-6<0, se escogen los
intervalos en los que al sustituir resultaban valores negativos (menores que 0). En
este caso los del intervalo central.

Los extremos del intervalo son los valores de x donde se anula el polinomio. Como
la desigualdad que hay que resolver es del tipo <0, también son solucion de la
inecuacion.

Solucién: [-3,2]
3°) x2+9<0

1. Se hallan las raices del polinomio x2 +9, resolviendo la ecuacion x2 +9=0




X2=-9 = x=4-9.

No tiene solucién real. Por tanto, el polinomio x? +9 no tiene raices reales.

2. Al no tener raices, la recta real no se divide en intervalos. Se estudia entonces el signo
del polinomio en R, tomando un valor real cualquiera y hallando el valor numérico del
polinomio en él.

El méas sencillo para operar es 0. Se obtiene: 02+9=9>0
Por tanto, para cualquier valor real el polinomio x? +9 es positivo.
3. Se halla la solucion.

Teniendo que cuenta la inecuacién a resolver, x> +9 <0 y el resultado obtenido en
el paso anterior, se puede concluir que la inecuacion no tiene solucién porque no

existe ningun valor real que haga que x? +9 sea negativo o cero.

METODO 2

Siendo r y s las raices del polinomio con r < s, se puede descomponer el polinomio ax? +bx + ¢
de la siguiente forma: ax? +bx+c =a(x—r)(x-s).

De modo que la suma se ha convertido en el producto de nimeros.

Segun la inecuacion, ese producto ha de ser positivo o negativo. Teniendo en cuenta la regla de
los signos de la multiplicacion, se descompone la inecuacidon de segundo grado en dos sistemas
de inecuaciones de primer grado.

EJERCICIOS RESUELTOS
19 2x2-x-1>0

1. Se hallan las raices del polinomio 2x? — x —1, resolviendo la ecuacion 2x*> —x —-1=0

1+3 4 1
E: (17 -42(-1) 1+49 123 | X1 =74 =47
B 22 T4 4 | _1-8_-2_ 1
,=—— =%
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Las raices son —% y1.

2. Se descompone el polinomio en producto de factores:
2x% —x-1= 2-[x +%}(x —1)=(2x+1}(x-1)

3. Se escribe de nuevo la inecuacién sustituyendo el polinomio por su descomposicion
factorial.

2x2 —x-1>0 =  (2x+1}(x-1)=0
Se obtiene asi que el producto de dos numeros, (2x+1) y (x—1), ha de ser positivo o
cero.

4. Planteamos dos sistemas de inecuaciones de primer grado a partir del resultado
anterior.

Para que el producto de esos dos niumeros sea mayor o igual que cero, los dos han
de ser positivos o negativos a la vez. Con este planteamiento se obtiene



x—-1>0 N

2x+1<0 -1
X< —

x-1<0 2

Representando graficamente los resultados del primer sistema se observa la
solucion de este:

2x+120} X>7}

@2x+ 1} (x-1)>0=

!
142 1

Por tanto su solucion es: [1,+x)

Representando graficamente los resultados del segundo sistema se ve su solucion:

-142 1

., . 1
La solucion de este sistema es: (—oo,—z}
5. La solucidn de la inecuacion es la union de las solucion de los sistemas

(oot

2°) 3x% - 8x+4 <0

1. Se hallan las raices del polinomio 3x2 —8x + 4, resolviendo la ecuaciéon 3x? —8x+4 =0

8+4 12

NE: 82-434 8+416 8+4 |M17 ¢ :?:2
= 23 = 6 - 6 - 8-4 4 2
Xo=—"—"=7=7

6 6 3

Las raices son % y 2.

2. Se descompone el polinomio en producto de factores:
3x? —8x+4 = 3{x - %}(X -2)=(3x-2}(x-2)

3. Se escribe de nuevo la inecuacién sustituyendo el polinomio por su descomposicion
factorial.

3x? -8x+4<0 =  (3x-2}x-2)<0

Se obtiene asi que el producto de dos numeros, (3x+2) y (x—2), ha de ser negativo.

4. Planteamos dos sistemas de inecuaciones de primer grado a partir del resultado
anterior.

Para que el producto de esos dos numeros sea menor que cero, uno de ellos ha de
ser positivo y el otro negativo. Con este planteamiento se obtiene



2
3x—2>0} X>§
x—-2>0 X<2

3X-2Hx-2)<0 > =
( )( ) 3x-2<0 2
X>—=
x—2>0 3
X>2

Representando graficamente los resultados del primer sistema se observa la
solucion de este:

L

213 2

Por tanto su solucion es: (Eigj
3

Representando graficamente los resultados del segundo sistema se ve su solucion:

I
|
|
! L

213 2

Este sistema no tiene solucion

‘x . . 2
5. La solucion de la inecuacion es: (—,2

3°) x?-4x+4>0
1. Se hallan las raices del polinomio X2 —4x + 4, resolviendo la ecuacion x? —4x+4=0

L AE4? 414 440 410 4

21 2 2 2
El polinomio tiene una raiz, 2, que es doble.

2

2. Se descompone el polinomio en producto de factores:
x? —4x+4=(x-2Hx-2)=(x-2)

3. Se escribe de nuevo la inecuacién sustituyendo el polinomio por su descomposicion
factorial.

x? —4x+4>0 = (x-2) >0

4. En lugar de plantear los sistemas de inecuaciones a los que da lugar, se puede estudiar
la inecuacion obtenida mediante un razonamiento légico:

. . . ’ 2
En el miembro de la izquierda aparece el cuadrado de un numero, (x—2) , que
siempre es positivo sea cual sea el valor de la incognita x.

. . .z 2
Y eso es precisamente lo que se plantea en la inecuacion, (x—2) > 0. Por tanto,

en principio la solucién son todos los numeros reales. Pero como la desigualdad es
estrictamente mayor que cero, no son solucién los valores que x que anulan

(x —2)2 , esto es, las raices del polinomio, que en este caso ha sido solo una, 2.
5. Solucién: R - {2}

NOTA: Una inecuacion de segundo grado no se puede empezar a resolver utilizando los métodos
anteriores si antes no esta expresada en la forma general.



Por eso, si la inecuacion tiene paréntesis o denominadores, primero se hay que quitarlos y
después pasar todos los términos a un miembro.

EJERCICIO
Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado por el método que prefieras:
1. x* -10x+21>0 30. x(x-4)<0
2. x? —5x+4>0 31, (x-5)x+2)<0
3. 2x2 -12x+16 >0 32. (x+1f3-x)<0
4. x*> -3x-4<0 33 x2—9_(x+2)(x—2)<1—2x
5. x2+47>0 4 15 3
_ _y?2
6. x?+6x+5<0 3q, X1 1, XX
2 3 3
7. x? -12>x ,
35. —X“+4x>2x-3
8. 6x% <5x+6 ,
36. X“+5x<0
9. x?-x<0 ,
37. 9x“-4>0
10.  3x*+1<0

38. x2+6x+8>0
x2-x-6>0

—
—_—

39. x2 -2x-15<0

12. x> +3x-4<0 2

40. X“-12>x
13, 2x* -7x+3<0 41.  6x2 <5x+6
14. x?>-6x+6>0 42.  x2-9<0
15. x> -10x+25<0 43 x2<4
16.  x*-18<0 44, 3x2+1<0
17.  x(x+5)>2x? 45 x2_2x+2>0
18, x2<gx 46. x(x-2)<0
19.  x(1-x)+2>3x 7. k=10

20.  3x(2-x)+1=(1-x) 48.  (x+2)x-5)>0

2
21, 3x(x-1)+2x <12-x 49.  4x% +48x<0

50. (2x-17-16>0
51. x(x +1)< -3

22. -x%2+3x-2>0

23.  x®-4x-5<0
2

24.  2x +9x-5>0 52.  x"-7x+1020

53.  (x-5)x+5)>600

25.  -x*+4x<0

26. X2 —2x+3>x+1 54. 3-X2_11_2-X2_60336
27.  —x*+3x-6<-x-2 ° !

28.  -x*+x-5>-2x-3

29.  (x-1(x+3)>0



SISTEMAS DE DOS INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA
INCOGNITA

Son los formados por dos inecuaciones de primer grado con una incognita. Por ejemplo:

4x-2>3(2x+5)
X 3x-1

4 2

La solucién del sistema es el conjunto de numeros reales que es a la vez solucion de las dos
inecuaciones que lo forman. Es decir, la interseccion de las soluciones de las inecuaciones.

>6-X

Para hallar la solucién de un sistema, como el del ejemplo:

1. Se resuelve cada inecuacion de forma independiente.

Primera inecuacion: 4x-2>3(2x+ 5)

4x -2 >6x+15
4x-6Xx>15+2
-2x>17
2x < -17
-17 . -17
X< — = Solucion: | —o,——
2 2
Segunda inecuacién: > — 3x-1.6-
4 2
5_6x—2>24—4x
4 4 4
4_5_6x—2224—4x
4 4 4

X —(6x—2)>24 - 4x
X—6x+2>24-4x
X—6x+4x>24-2
-X>22

X <-22 = Solucion: (—o0,—22]

2. Se halla la interseccion de las soluciones obtenidas para cada inecuacién. Representando las
soluciones en la recta real, se puede ver donde coinciden:

T
1

q2 M2 0

NOTA: Observa que se ha dibujado con linea discontinua el segmento que une el punto 127

con el vector. Con ello se quiere indicar que ese punto no pertenece a la solucion de la
ecuacion. En adelante se seguira utilizando.

Las soluciones coinciden en el intervalo: (—oo,—22].

Por tanto la solucion del sistema es: (—oo,—22]



CASO PARTICULAR:

Algunas inecuaciones con fracciones algebraicas dan lugar a sistemas de inecuaciones del tipo
P(x
anterior. En general, si P(x) y Q(x) son polinomios, se puede escribir en la forma: QE )) >0,
X
P(x P(x P(x
PX) o PO g, PO ¢
Q(x)  Q(x) Q(x)

Para resolverlos, se tiene en cuenta la regla de los signos de la division y que el denominador
de una fraccion no puede ser igual a 0. Se obtienen las siguientes situaciones:

CASO 1

P(x) P(x) , " ,
——=2>0y > 0. Para que el cociente sea positivo, P(x) y Q(x) deben tener el mismo
Q(x) Q(x)
signo, es decir:
P(x)>0 P(x)<0
Q(())(()) . O} o] QE))(())z 0} cuando la inecuacién es (F;(())((; >0
P(x)>0 P(x)<0 _ 3 P(x
o cuando la inecuacion es >0
Q(x)>0] Q(x)<0 Q(x)
CASO 2
P(x) P(x) . : g
<0 y —£%<0. Para que el cociente sea negativo, P(x) y Q(x) deben tener distinto

Q(x)

signo, es decir:

P(x)=0] P(x)<0 . L P(x)_
Q(x) < 0} o] Q(x) . O} cuando la inecuacién es Q(x) <0
P(x)>01  Plx)<0 oen 0 P
Q(x) S O} o Q(x) B O} cuando la inecuacion es m <0

EJERCICIOS RESUELTOS

1°) Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

a)

i—(9—5x)< 2X+7
3
2(3x-4)-9x>10-4x
Primera inecuacion: i—(1 —x) < 2x+17
3 6
2X+7

4
——1+Xx<
3

8 6% 2X+7

<
6 6 6 6
8-6+6x<2x+7
6Xx-2x<7-8+6




4x <5
5 ., 5
X<— = Solucion: | —o,—
4 4
Segunda inecuacion: 2(3x—4)-9x>10-4x
6x-8-9x>10-4x
6x-9x+4x>10+8

x>18 = Solucion: [18,+0)

Representando las soluciones en la recta real:

T
1

0 5id 18

Se observa que las soluciones no tienen elementos comunes.
Por tanto, el sistema no tiene solucion.

x+2_§£x_3—2x

5 4 10
2-(4-9x)<6+5x

x+2_§< 3-2x

<X
5 4 10

4x+8_E<&_6—4x
20 20 20 20

4x +8—-15<20x - (6 - 4x)

Primera inecuacion:

4x+8-15<20x-6+4x
4x -20x-4x<-6-8+15
-20x <1
20x > 1

-1

X>— = Solucion: _—1,+oo
20 20

Segunda inecuacion: 2 —(4 -9x) < 6 + 5x

2-4+9x<6+5x
Ix-5x<6-2+4
4x < 8

X<—
4

X<2 = Solucion: (—x,2)

Representando las soluciones en la recta real:

T

=120 0 2




c)

La interseccién de las soluciones es el intervalo: [;—(1)2}

Por tanto, la solucién del sistema es: (;—1,2}

d)

3(1-2x)>7-5x
2Xx+14>2-x
Primera inecuacion: 3(1-2x)>7 -5x
3-6x>7-5x
—6x+5x>7-3
-X>4
x<-4 = Solucion: (—oo,—4]
Segunda inecuacion: 2x +14>2—-x
2x+x>2-14
3x>-12
-12
Xz —
x>-4 = Solucion: [—4,+x)
Representando las soluciones en la recta real:
4 0
La interseccidn de las soluciones es el punto —4.
Por tanto, la solucién del sistema es: —4.
x-1
2x+3

Como la fraccion ha se ser positiva o cero, el numerador y el denominador han de tener el
mismo signo. Ademas, el denominador no puede ser igual a 0. Se obtiene que:

x-1>0 x—-1<0
o )
2x+3>0 2x+3<0

Dos sistemas de inecuaciones que se resuelven:

x>1
x-1>0 . =T 1
-3+ = Solucién: ' [1,+00)
2x+3>0 X>—
x <1 ' I
x-1<0 . — 1 -3
= -3¢ = Solucion: -3i2 —00,—
2x+3<0 X<— 2

La solucion de la inecuacidn inicial es la unidn de las soluciones obtenidas de cada

sistema: (—oo,_?:;j U [1,+00)



3-6x

e) <0
X
Como la fraccidon ha se ser negativa, el numerador y el denominador han de tener distinto
signo. Se obtiene que:
3-6x>0 3-6x<0
o} )
x<0 x>0
Dos sistemas de inecuaciones que se resuelven:
| |
3-6x>0 X<—
} = 2+ = Su solucién es: 0 12 (—,0)
x<0
x<0
1 R
3-6x<0 X>— . 177 1
= 24 = Susolucion es: 0 —, 40
x>0 2
x>0
1
La solucién de la inecuacion planteada es: (—,0) U (E,+ooj
f 4 +x <
1-2x
En este caso, hay que conseguir primero que uno de los dos miembros de la inecuacion
+ X
sean cero: 12 —2<0.Y después, que el otro miembro esté formado por una Unica
—2X
2(1-2x -
fraccion: 4+X— ( )SO = fif—giifso = 5X+2S
1-2x 1-2x 1-2x 1-2x
Esta ultima inecuacion se resuelve como las dos anteriores:
1 .
X>—— |
5x+1>0
= 5 = Su solucién es: -1 172 Jg+w
1-2x<0 1
X>—
2
1 1
X< —— |
5x+1<0 1
Sl _ su solucién es: -1/5 142 —0,——
1-2x>0 1 5
X<—
2
. . e L . 1 1
La solucioén de la inecuacion inicial es la union de los dos intervalos: _OO’_E U E’+°O
EJERCICIO
Resuelve los siguientes sistemas de dos inecuaciones lineales con una incégnita:
1 3x+2<10
' Xx—-5>1
2.

2x-5>6
3x+1<15



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

4x -3 <1
X+6>2

3x-2>-7
5-x<1

5-x<-12
10-2x<3x-3

2x-3>0
5x+1<0

2x—-4<1+5x-3
4+x<—x

4(x+1)—(2—x)>1+3x—6}
10 -

2(x+1)—7<9x
3+5x>4(x-2)+3x

2-5x+4(1-x)>=6-2x
7x+2—(1+x)>3x+9




23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

X+4

3x+5>

>0
x2 +1

3x+2_§:121_x
5 2
X+2-3(1-2x)>6(x+1)-2x

X+3—Q—4@+120
2(x-5)>x+6

2x+1 3-x
— >

3x+12(x+5)>4}
2
5 10

4(x+1)+2(x+2)<6 }
2X+5-2+1<3+x
4

<1

3 4
3(x-2)+4(x+3)>0

2x—-1 5x+2 }

4+X—1£3—@+2@
5-2(1-4x)>6-5(2x +1)

X+6 x-1
3 9
6+2X<3x+1

4 8

<2-X




39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

2@—5@+9x—6<0

2X+7_X>1—3X_2
3
9-(x-2)< X X
4 2
2x+1_x—220
8 4
3+x_12x—2
10 5 2
6(1-x)+2(x-5)<9+x—(1+3x)
2—(X+4)25(2—X)+6X+4
X 1 x+4
——=>
3 2 6 ]
5-3x X—-7
<1-
2
X+1 1+ 2

7o 6X
3(10 — 2x) < 7x — 5(3x - 3)

3x—2_5x+12

0
9 3
6—2@—x)<1+x_x+1
2
5X—1_XSX+4—(2—X)

3 6
1

-E&—G}w%@+x)>3+4x_2

X—2

2(3x—5)-x+9>x—
2+4x—6>5x—i@+x)

7—x_3+2x 5 x-3

2 4 6 8
2x—36+x)<8+6x
30 15

3x_x+1

>_
5 10 2
5-x x






