Repasa lo que sabes (pagina 143)

1.

Halla la tasa de variacién media de la funcion f(x) = x* — x en los intervalos [3, 51y [5, 7].
f(5) —f(3 20—6 f(7) — f(5 42 —-20
TVM[3,5]=() ()= =7 TVM[5,7]=() ()= =1
5-3 2 7-5 2
Halla la tasa de variacion media de la funcion anterior para cualquier intervalo de amplitud h.
+h) — +h’—(x+h—x+ +h -
TVM[x,x+h]:f(X h)—flx) _ x+h)—Kx+h) X X _2xh+h h:2x—1+h
h h h
fix) — fi
A partir de la funcién f(x) = 1 — 2x, calcula el siguiente limite: lim ) —fla)

X—a X—a

1—-2x—1+2a . —2kx—a)
=lim

lim = -2
X—a X—a X—a X—a

f(0+ h) — f(O
Calcula Iimo%si fx) =In(* + 1).

In(h*+1)—1n0 1 Las h?
lim MO DZIN0 e+ = =lim e " =lim -0
h—0 h h—0 h—0 h—0 h

—=2x six=4

Representa la funcion: f(x) =4 2
Vx—2 six>4

{Qué caracteristica presenta f(x) en x = 4?

Ambas funciones son continuas en su dominio respectivo. Cuando x < 4 se trata de una parabola abierta hacia arriba con vértice en
(2, —2). A partir de cuatro la funcidn es la raiz cuadrada desplazada dos unidades hacia abajo. En conjunto es una funcién continua,

pues:
I f2)=0

s
I lim ——2x=8-8=0

X—>4
1 olim Vx—2=2-2=0

x— 4"
Sin embargo en x = 4 la funcion no es «suave», tiene un pico, pues no es derivable en ese punto.
La derivada no es continua en ese punto.
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SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Recta tangente paralela (pagina 154)

En el video se muestra la resolucién del segundo ejercicio resuel-
to de la pagina. Primero se halla el valor de la pendiente de la
recta dada y después se determina el punto en el que la recta
tangente a la funcion es paralela.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital un ejercicio de
este tipo, indicando los pasos que se realizan, o para que los
alumnos puedan repasar este procedimiento mas tarde.

Recta tangente y punto de inflexion (pagina 159)

En el video se puede ver la resolucién del ejercicio resuelto 2. Se
halla el punto en el que se anula la segunda derivada, es decir, el
punto de inflexidn, para calcular a continuacion la ecuacién de la
recta tangente.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital un ejemplo
completo de este tipo de ejercicios o para que los alumnos pue-
dan repasar el procedimiento utilizado mds tarde.

Derivabilidad (pagina 160)

En el video puede verse la resolucién, paso a paso, del ejercicio
resuelto 4 de esta pagina. Se estudia la continuidad y la derivabi-
lidad de la funcion a trozos, calculando el valor de a para que sea
derivable en el punto que se indica.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital un ejercicio de
este tipo o para que los alumnos puedan repasar el procedimien-
to a realizar en estos casos mas tarde.

Actividades (paginas 145/158)

Kl T pada la funcién f(x) = (1 — x)? calcula su derivada en
el punto de abscisa 1. ;Qué puedes decir acerca de la recta

tangente a la grafica de fen dicho punto?
—i f(1+h)—f(1)_|. h_z_o
_hlm) h _hILno h -

La recta tangente es horizontal.

(1)

B I T Averigua el valor de la pendiente de la recta tangente
a la curva de la funcién f(x) = x* — 1 en el punto de abscisa
xX=2.

f2+h)—f2 2+hP—1-—
f(2) =lim ( ,: ():Iim( ) 3_

h—0 h—o0 h

4

El valor de la pendiente de la recta tangente a la curva x* — 1
enel puntox=2es4.

E I 1] Calcula la pendiente de la tangente a f(x) = Vxenel
punto de abscisa x = 4. A continuacidn, escribe la ecuacién

de dicha recta.
fta +h) — fi4) Va+h-2 1

fa) =lim h = Jim = 4

f4) = 2
2=y =24
y=eTy Y= 3%

I T Averigua en qué punto de la gréafica de f(x) = x* — 2x,
la pendiente de la recta tangente es 4.
fix + h) — f(x) (x+h)?—=2(x+h)— (*—2x) 4

=i ~im :

=>2X—2=4=x=3

H BT Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y
normal a la gréfica de la funcién f(x) = Vx + 2en el punto

de abscisa x = 2.
f2 + h) — f(2) Vat+h-2 1

f2) :i!ano h :i!lino h Z

fl2) =2

Recta tangente:y — 2 = l(x —2)=>y= x + 3
4 4 2

Rectanormal:y —2 = —4(x — 2)=y = —4x + 10

[ EE] Determina, si existe, la derivada de la siguiente fun-
cion en el punto de abscisa x = 1:

1

fix)=1{x

2—x six=1

six>1

En x =1 la funciéon es continua.
fa+h—-f1) . 1—h—-1
=lim

FL() = lim. h o =1
LI

o fi+m-f)  1+h

F.(0) = lim. h =iy =

(1) = -1

BT Calcula si, en el punto de abscisa 2, existe la derivada
de la funcién:

six<2
six=2

fx) = [2—)(;(2_4; 4x — 1

No es continua en x = 2, por tanto no existe la derivada de f
en ese punto.

H BT Calcula si la funcién f(x) = [x* — 1| es derivable en
x=—-1lyx=1.
No es derivable en dichos puntos, puesto que las derivadas
laterales en ellos son distintas:

F(=1)=2f.(-1)=—2
fo()y=-2;f.(1)=2
1 X
El I 1] Determina si la funcién f(x) = (1 +;> es derivable
enx=—1.

No es derivable en x = —1, ya que no es continuaen x = —1.

[l BT Determina si es derivable en x = 2 la funcién:

_ (¥ -4
f(x)_[ln(x—n

six=2
six>2

La funcion fes continua en x = 2, pero no es derivable, pues-
toquef (2)=4yf (2)=1.

[l B Calcula el valor del parametro a para que sea deriva-
ble en x = 1/2 la funcién:

al +x six<—
o= a six= 1
= ix=—
X 2
. 2 . 1 .
Sia= ——, fes continua en x = by pero no es derivable en

1 1 1
X = 7 Por lo tanto el punto (5 <E>> es un punto anguloso.

[l ET] Dada la funcién f(x) = 3x* — x, calcula (1), f(=2) y
flll(z).

f(1)=6-1—1=5,f(—2)=6,f"1(2) =0

6. Derivadas @



I T Halla las derivadas sucesivas de la funcion f(x) = x> — 2.
Flx) = 3x% F(x) = 6x, f"(x) = 6, f*(x) = 0, F(x) = 0...
) =0

T Calcula la segunda derivada de la funcion:

[ x=52+7 six=5
oo = {—(x ~5P+7  six<5
Primero calculamos la primera derivada:
£ = 2(x—5) six>5
0=1_2x-5) six<s

Y ahora podemos calcular la segunda:
wor | 2 six>5
f (X)‘[—z six<5
I T] Determina la funcién derivada de la funcién:

x—1 six<1
In x six=1

fix) = {
La funcion derivada es:
six<1

1
() ={ 1
F) — six>1
X

BT Calcula la derivada de cada una de las siguientes
funciones.

2x 1 2
a) f(x)—x3—?—; <) f(x)—\/_—\s/F
2,3 3¢
b) =7+ d) f(X)—3—x\/)—(+ﬁ
a) Fo) =3¢ — 2+ 0 Fi— 3\/;+ 4
3 X 2 e
—4 3 _3\/)—( 3

d) flx) = +

X 2 2\/)—(

BT Calcula la derivada de cada una de las siguientes
funciones.

a) f(x)=(x2—2x)-(\/3_—%>

b) f(x)=(2x—%>'(x— 1)?

_ Sx\/3_x

2

—3V3x—1

a) f(x)

b) f'(X):6x2—8x+2—%+%

BN Determina:

a) Para qué valores de x la recta tangente a la gréfica de la
funcion f(x) = x’ — 6x* — 15x es paralela a la recta y = 3.

b) Los puntos de la gréfica de f(x) cuya tangente es perpen-
dicular a la recta de ecuacion x — 15y + 3 = 0.

a)3¢—12x—15=0=x=—1,x=5
b)3X¥ —12x—15=—15=x=0,x=4=(0,0)y (4, —92)

B ] Dada la funcién f(x) = ax’ + bx + ¢, determina los
coeficientes a, b y ¢ sabiendo que la gréfica de f(x) pasa
por los puntos (1, 0) y (3, 0), y que la recta tangente a la
curvay = f(x) en x = 1 tiene pendiente igual a —1.

A partir de los datos del enunciado se puede plantear el si-
guiente sistema:

O0=a+b+c
0=9a+3b+c=a=

3
—1=2a+b

1
2

@ Andlisis

H] EEE Dadas las funciones f(x) = x> — 2x + 3y g(x) = ax’ + b,

calcula ay b para que las graficas de f(x) y g(x) sean tangentes
en el punto de abscisa x = 2.

flx)=2x—2
g'(x) = 2ax

1
Dadoquef(Z)=3,g(2)=3=5-4+b:>b=1

BN Calcula para qué valores de a las tangentes a la grafica
de la funcién f(x) = ax* + 2x + 3 en los puntos de abscisa

x=1yx = —1son perpendiculares entre si.
fx) = 2ax + 2
f(1)=2a+2

f(—=1)=—2a+2
Puesto que deben ser perpendiculares:

(Za+2)(220)=1=>a=i\/§=i§

BT Calcula la derivada de las siguientes funciones.

o) fog 2 3= o foo 2 8= 2Vx
x—1 9—x
(=2 x—1) _
b) fx) = X+ 1 L
o =2+ 4Ax+3
a) fx) = T
L T =2+ 3+ 2
bi 5> x+ 1)
ot 54—27\/)—(-2i-x\/_x
9—x
ooy —2x—=1
d) i = 0+ x + 1)

BT Averigua las ecuaciones de las rectas, de pendiente

1 x—3
> tangentes a la gréfica de la funcion f(x) = =1
x+1—(x—3) 2 1
fix) = = =-=>x=3;x=—1
W x— 1y c—17 2 T

1 x 3
f(3)—0,y—0—5(x—3):>y—3—3

X 5
7+7

1
(—1)=2y—2 2(x =y 2 +3

BT Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = e d) fx) =In (x + e—){)
b) fx)=(1 +x)-2°*" e) flx) = V22 +1
o) fix) = ex + e_x f) fo) = 3xe

e —e o~

a) f(x) = 2e*
b) FO)=2"""11+(1+x) In2]

oy —4
< f(x)_ezu—e’“—z
1—e™
d) f(x) =
) ) x+e*
2+,
e) F) = 2 In2
—9x +

2ex\/§



PH EEE Deriva las siguientes funciones.

a) fx) =\x—2

b) f(x) = (x - €)Vx

a) f'(x)=\x/m<_|n(x_2) S )

X X — 2x
x+Inx 1+x>

J’_

Vx o Vx

b) f(x) = (x - e)Vx (

[ EE] Halla el punto de la grafica de y = x + In x en el que

la recta tangente es perpendicular a la recta 2x + 6y = 5.

1 1
fx)=1+—=3=x

x 2
11
-I -I :>P_,__|n2
- 22

Ejercicios y problemas (paginas 162/166)

Reglas de derivacion y funcion derivada
El B cCalcula la funcién derivada de estas funciones.

g) f(x) =3xVx* =1

a) f(x) = 0 + 3x)°

1 X
b) f(x)—m h) f(x)=2"In(x + 1)
o ) =(nx+ 1) i) ) = :‘e
d) f(x) =x*-log, x j) fix) =x*2"e*
3x+1 \/)_(+Inx

e) f(X)_Xz—Z k) f(X)—T
f) fx)=x>-e™* D) fx)=e™VIinx+1
a) f'(x) = (6x + 9) (x*+ 3x)*

Lo T2
b)) =
0 F00 = 2(lnx+1)

X

d)f (x)—2x|og7x+m

L, =3 —2x—6
e) f (X)_ (Xz_ 2)2
f) f/(x)=e*2x—x?)

_ 6x°—3

Flx) =

1
(x) =2" . +1)+——
h) f'x)=2{In2-In(x+ 1) o

i) 00 = eInx+xInx—1)

(In x)?
J) ) =2"e*2x+x%In2+ 2x?
K) F) = — 3 N 1 —23Inx
2¢Vx X

j] f’(x)—exz<—2x Inx+1+

1
2x\/|nx+1)

EFl EEE Calcula la funciéon derivada de estas funciones.
a) f(x) =In (In (In x))

b) f(x) = 2"(x + Vx)

X =1
<) f(x)—ln((x+1)z>

d) 0 =1n(1-Vx)’

e) fix) =V X\/XT(

f) fx)= Vx+ \/x+\/)—(
g) 100 ="Vin (Vinx)

e* —2e" +1
h)f)=—————
) ) = e = 2+ 1)
i) fx) = x223" + x""log,, x + x3
D fog = 3¢ -2 +x—1
= e e i 13x — 21
a) f'(x) 1

~ xInxln (In x)

b) £/()=2"2In2(x +x"2) + 2+ x|

iy — 2
c) f(X)_Xz_—I
-3
d) f')=——"—
2(Vx—x)
7
e) f'x)=—=
8V/x
f) f'(x)= 4m+2\&+1
3\/()(2 +xVox)(x + Vi + Vx)
1
9) f'l0=——"F—=x
xlnxm
, D ex_—l _ ex_1
h)f(X)_In(x—1)\1 2(X—1)|”(X_1)>

1
i) f(x) =x223"(xIn 23 + 23) + x16<1 7l0g,, x + ﬁ) —3x*

j) f')=
—189x* + 240x — 119+ 180x ' — 61x %+ 4x >+ 15x *
(5x 3 —8x 2+ 13x ' —21)?

EH B De las siguientes funciones halla la derivada del

orden que se indica:

a) f(X) =X2e" = f4)(x)
__ 1 "
< f(x)-x2+1 = f(x)
d) f)=In(x+Vx=1) = Fx)
—3x 3x
e) f(x) =% P
=i % S

a) F0) = e + 8x + 12)

wer_ _fIN°2 6In°2 6In2
b) f"(x)= —2 (—X6 + = o
24(5x' —10¢ +1)

e +1)°

7‘] 3X2

+

V=17 V=1

e) f"(x)= —64e *+8e*

o )=

d) £7(x) =

f) f’(x)=

(1 —x??

BT Averigua la expresion de la derivada n-ésima de las
siguientes funciones.

a) fx)=x-e™* b) f(x) = 2"

a) () =(=1)-(x—n)-e* b) f"(x)=(In2)"-2"

6. Derivadas @



[EEE Calcula la funcién derivada de las funciones indi-
cadas a continuacion.

a) fix) = (2x+ 1)'* ¢ fix)=x"

d f(x)=<m)x
x—1
f{ln(2x+1) 2Vx
+

’ — Vx
a) f'x)=2x+1) ZW >t 1

2
b) /() =(nx*"" {2)( In (Inx) + X ]
xInx

b) fx)=(Inx)**’

¢) F/)=x"2xInx+x)

Lo [x+ 1Y x+1) 2
d)f(x)_(x—1>{ln(x—1) xz—d

BN Hallay’ siendo y = f(x).
a)x+xy—xy'=3

b) X =y*
L2yt —y—
ay’= x—2x7y
,_y xiny—y)
bly _x'(ylnxfx)

B sif(x) = \Vx, g’'(x) = sen 2xyg<1;—)=—12—, determina
° IE —1rl

(f g)(4>y(g )<2).

o )b 5 i el
94*9494*2msen2 2

1 1 1
1) . _
9 )(2) 99 (1/2)  g'n/4)

1
B ] Dadas las funciones f(x) = x> + w y g(x) = g calcu-
w

la la derivada en x = 0 de las funciones f(g(x)) y g(f(x)).

Aplicamos la regla de la cadena a la composicion de estas
funciones:

-I 2
flgx)) = <X+w> +a

g(flx) = m

i i _2
[flg)]’ = ) = [f(g(0)] = o
[g(fx)] = - [g(flo)]'=0
gubao = (X2+21T)2:>g X

I T Relaciona las gréficas de las dos columnas, de manera
que a cada funcion le asignes su derivada.

) YA a) YA
4 4
2 2
T 24
—4 -2 24X 4200 X
)] YA b) YA
4 4
2
—4 20} 2 4Xx —4 -2 00 3 4%

X
il T Considera la funcién definida por f(x) = .

) YA ) YA

4 4
2 2
T =4 =20 N
—4 =2 24X > 4 X

Las correspondencias son: |, b; I, ¢; 1ll, a.

Il BT La grafica de una funcién es la que se muestra en la

figura. ;Cudl es la grafica de su funcién derivada? ;En qué
puntos no es continua la derivada?

YA

o]
o)

/

2
1)

, f(x)
/1 a.m 4,1)
—1,0)
-4 -3 -2 -1 0 y 3 4 X
La funcion derivada es:
3 si—1< x<0
fix)=4—2 sio<x<I1
0 si1T< x<4
y A
4
f(x) 3
2
['(Xy
.
-2 -1 O 1 4 X
—1
-7

f'no es continua en x =0y x = 1. Son puntos angulosos de f.

Derivada de una funcién en un punto

+1

+1

cula el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafi-
ca de la funcion en el punto de abscisa x = 0. Determina si
hay otros puntos en los cuales la pendiente de la recta tan-
gente sea igual a la obtenida.

cal-

X +2x—1
Sera necesario determinar f/(0): f'(x) = 7)(2
x+1)

Para determinar si existen otros puntos donde la pendiente
de la recta tangente sea —1, se deberd resolver la ecuacion:
X+ 2x—1
(x+ 1)

= f(0) = —1

=—1=x=-2yx=0

B Aplica la definicion de derivada de una funcién en
un punto y calculala para las siguientes funciones en los
puntos que se indica:



a) fx)=—1+x enx=-1
b) fx)=x*—2x—3 enx=2
) fX)=(1—x*+1enx=1
dfx)=In(2x+1) enx=0
e)f(X)=m enx=2
1
f) fix) = — enx=—1
Vi +1
g) f(x) = Vx—1 enx=1
a) fx)=—1+x enx=—1
, o IR (=2) h
f(71)_II1ITo h _LITOE_1
b) f)=x>—2x—3 enx=2
+h?—22+h) — -
f(2) = lim (2 +hy = 2@+ h) (3)—I 2+ h)
h—0 h
c) f)=(1—x%+1enx=1
_ + 2+ _ 2
(1) =lim O-0+MmF+1 1=Iim h—=|imh=0
h—0 h h—0 h h—0
d fx)=In(2x+1) enx=0
F0) = lim MENEN =0 o ok + 1y =
h—0 h—0
1
Inlim 1‘FT(T)Q:IneZ:Z
h—0 .
2h
e) f(x) = enx=2
-t 1
. +h+1 3
=i, =
. . 1 1
=lim —————=Ilm ——=—
h—>o 3h(3+h) h-0 33+h) 9
1
f) f(X):W enx=—1
1 1
N+ 1 V2
F 1) —lim Vi=1+h2+1 V2 :(g):
h—0 h 0
\/— Vi=1+h (g):
h\/_\/ “1+hP+1 O
i —2h+h -(9-
H"h\/ix/hz 2h+2 \/_+\/h2 2h+2) \0
—lim = h2 —h) -
s W2V —2h+2(V2+ VR —2n+2)

=5

2 1
CVV2V2+ V) V2

g) f)=Vx—1 enx=1

Vatm-1-0 \/Z

. 1 ,
_LIToW_ +oo = Af(1)

T Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de
la funcién f(x) = 1/2\/)—(en el punto de abscisa x=1.

Primero debemos averiguar la funcion derivada de fy, a conti-
nuacion, el valor de la derivada en x = 1:
—1 -1

=f(1)=—

a/x 4

f'(x) =

Ecuacion de la recta tangente:y — f(1) =f(1) - (x — 1)
1 1

:y—zz—z(x—1):>x+4y—3:0

BT Averigua las ecuaciones de la tangente y la normal a
lacurvaf(x)=In(2—x)enx=1.

Dom f= (—es, 2). f'(x) = 7—1)( =f(1)=-1

2_
Ecuacion de la recta tangente:y — 0= —1(x — 1) =>y= —x +1
Ecuaciondelanormal:y—0=1x—1)=>y=x—1

BN Calcula las ecuaciones de las tangentes a la curva
2x* + y> = 1 que pasan por el punto (1, 1).

—2x
y=V1-2¢* = y'= ———
Vi1—-2¢
Los puntos de la curva son de la forma (a, V1 — 2a?).

En x = g, la pendiente de la recta tangente es:
—2a

yia) = V1-2a?
Si la tangente debe pasar por el punto (1, 1), se debe cumplir:
—2a V1-2a -1
Vi—2a®  a-1

Las tangentes a la curva que pasan por (1,

= a=0 a—E
ya=j3

1), la cortan,

2 1
respectivamente, en (0, 1) y (; §>

Las respectivas tangentes tienen por ecuacién:

y=1 y=4x—3
EE] Halla el punto de la funcién f(x) = In(x* + 1) en que
la recta tangente tiene pendiente — 1 y escribe su ecuacion.
2x
fX)=———
) x*+1

En x=a la derivada es: f'(a) = —1
2a
a +1
y—f(=1)=—-1x+1)

—1,ena= —1ylaecuacion de la recta tangente es:

Estoes:y=—x+In2—1

BT Averigua los puntos de la grafica de la funcién
f(x) = 3x> — 2x* + x, en que la recta tangente es paralela a
larecta2x —3y+5=0.

2
La pendiente de esta recta es:m = 3

Como f’(x) = 9x*> — 4x + 1, debemos hallar para qué puntos,

2
x = a, se cumple que f'(a) = ?

1
y 9

) 2 1
X —Adx+1=7 = x=—=
3 3

1 1 2 1 2
Parax=—, f(*) =— = Unode los puntos es: (', f)
3 3 9 3 9

1 1 22 1 22
Parax=—,f|—=| =—= = Otro punto es:

9 9 243 9 243
BT ;En qué punto la recta tangente a f(x) = x - " es pa-
ralela al eje de abscisas? Escribe la ecuacién de la recta tan-
gente en este punto.

La recta tangente serd horizontal cuando la derivada valga

cero:f(x)=x-e"+e=0=>x=—1
El punto de tangencia es P(—1, —e ™), y la recta tangente tiene
., 1
ecuacion:y = ——
y e

6. Derivadas @



[l B Calcula las abscisas de los puntos de la grafica de

fix) = 2* + x> + x — 2 en que la tangente es paralela a la
secante que cortalacurvaenx=0yx = 1.

La secante corta la curva en los puntos (0, —2) y (1, 2), busca-
mos las tangentes a la grafica de pendiente 4.

—1+V19

6x2+2x+1=4=>6x2+2x—3=0=>x=—6—

Como f'(x) = 6x* + 2x + 1, tenemos:

BT Halla el valor de a y b para que la recta tangente

1
alacurvadef(x) = ax* + bx* + 1 en el punto (E' 0) sea pa-
ralela al eje de abscisas.

La curva pasa por (1/2, 0), por lo que:
a b
—+—+1=0 =a+4b+16=0
16 4

La pendiente de la tangente en x = 1/2 es cero:
a
f'(x) = 4ax> + 2bx = 0:E+b

Se resuelve el sistema, y se obtiene:a=16y b= —8

BT Averigua para que valor de x la recta tangente a la
curvay =In (x> + 1) es paralela a la recta y = x. Escribe la
ecuacion de esta recta tangente.

La pendiente de la recta tangente ha de ser igual a 1. Por tan-
to es necesario igualar la derivada de f(x) = In(O? + 1) a 1.
2x
X+ 1

La ecuacién de la recta tangente es y = x + n, el punto de tan-
gencia es (1, In 2), sustituyendoIn2=1+n=n=1In2 -1

=l=2X=xX+1=x=1

La ecuacion de la recta tangentees:y = x +In2 — 1

B ] Dada la parabola y = x*:

a) Halla la ecuacion de su recta tangente que es paralela a
larecta—4x+y+3=0.

b) Halla las ecuaciones de sus tangentes que pasan por el
punto (2, 0).

ay=4x—-3=m=4
y=2xm=4=yxX)=>x=2enx=2,y=4
La ecuaciéon de la recta tangente en (2, 4), que tiene
pendiente m = 4:

y—4=4x—-2)=>y=4x—4

b) Las rectas tangentes a la curva y = x* son de la forma
y —a* = 2a(x — a)
Que pasen por el punto (2,0):0 — a> = 2a (2 — a)
=a=0ya=4
Por tanto las rectas buscadas son:

y=0ey—16=8x—4)=y=8x—16

3—-2
[T Considera la funcién f(x) = X

a) Halla los puntos de la gréfica en los cuales la recta
tangente es paralelaalarecta3x+ 4y +5=0.

b) Calcula la ecuacion de estas rectas tangentes.

-3
a) f(x) =—, igualando a la pendiente de la recta dada, obte-

X2

3
nemos: — = ——=x = £2

¥ 4
Los puntos son P, (2, —1/2)y P, (=2, —7/2)
b) Por tanto las ecuaciones de las rectas son:
1

3 3
yt—-=—"—"Kx—-2)=y=—x+1
2 4 4

@ Andlisis

+1——i(x+2):> ——ix—S
YTy, y=7%

B Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica
de f(x) = In (3x — 2) en x = 2, y en qué punto la tangente es
perpendicular a la anterior.

f'x) = 2 = f(2):Z

La perpendicular tiene pendiente —4/3, por tanto:
-4 1
3 32 12

Pero Dom f= (2/3, +), por lo que no existe ningln punto

—4
del dominio de f en el que la tangente tenga pendiente =3

B Dada la funcién f(x) = In (x* + x + 1), averigua los
puntos en que la recta tangente es perpendicular a la tan-

gente en el punto de abscisa x = —1.
Dom f=R, puesto que x>+ x+1>0,V x € R.

2x+1

f')=———— = Domf'=R
X +x+1
f’(=1)=—1 = Las rectas perpendiculares a esta tangente
tienen pendiente 1.
=151 =" 0 1
X)=1sil=—"—F = x= X=
X +x+1 y

Los puntos buscados son (0, 0) y (1, In 3).

NN Averigua el nimero de rectas tangentes a la grafica
de la funcién f (x) = x* — 4x que contienen el punto (0, 1).

Los puntos de la curva son de la forma (a, a*> — 4a), y la
pendiente de la tangente en este punto es m = 3a* — 4.

Si la tangente debe pasar por (0, 1):

o

R a—4a—1
3¢ —4=———= a=
a 2

Solo hay una tangente a f que pase por (0, 1).
I T] Determina en qué punto a € (0, m), la tangente a la

curva f(x) = In (sen x) es perpendicular a la bisectriz del pri-
mer cuadrante.
f’(x) = cotg x
3
fla=-1 = cotga=-1 = a=TTr

IT] Dada la parabola de ecuacién y = x* — 2x + 5, halla
la ecuacidn de la recta tangente que es paralela a la recta
que une los puntos de dicha pardbola de abscisas x = 1y
x=3.

Six=1,f(1)=4.

Six=3,f(3)=8.

La pendiente de la recta secante que pasa por (1,4) y (3, 8)
esm=2.

Comoy’=2x—2,imponemosy’(a)=2 = 2=2a—2

= a=2

Sia=2, f(2) =5, por lo que la ecuacién de la tangente es:
y—5=2(x—2),esdecir,y=2x+1.

NN Halla los puntos de la parabolay = —2(x — 2)* cuya
recta tangente pasa por el origen de coordenadas. A conti-
nuacion averigua las ecuaciones de dichas tangentes.

Los puntos de la parabola son de la forma: (a, —2(a — 2)?)
La pendiente en el punto de abscisa a es:
m(a)=—4a+8

Como el otro punto por el que debe pasar la tangente es
(0, 0), deberd cumplirse:



—2(a—2)?

—4g+8= = —4a°+8a=—-2a°+8a—8

= 20°=8 = a=*2

Si x =2, entonces y = 0; la pendiente de la tangente en este
punto es m = 0, por lo que su ecuacién es y = 0.

Si x = —2, entonces y = —32; la pendiente de la tangente en
este punto serd m = 16, por lo que su ecuacién serd y = 16x.

B Dada la funcién f(x) = x*, averigua si la recta tangen-
te a la gréfica de esta funcion en el punto de abscisa 3 pasa
por el punto (1, 5).
A continuacidn, encuentra todas las rectas del plano que
pasan por el punto (1, 5) y son tangentes a la grafica en
alguin punto.
Para averiguar la ecuacién de la tangente en x = 3, calcula-
mos f'(3). Como f'(x) = 3x*> = f'(3) =27.
La ecuacion buscada sera:
y—f3)=f(3) - x—3)=y—27=27(x—3)=>y=27x—54
Como 5 # 27 - 1 — 54, la tangente no pasa por (1, 5).
Todas las rectas que pasen por (1, 5) que sean tangentes a la
gréfica de f, también deben pasar por el punto (a, @*), y ade-
mas, su pendiente debe ser m = 3a>. Por tanto:
_a’—5

a—1

3a®

Solucionamos la ecuacion resultante: 2a®* — 3a* + 5 =0.

2 -3 0 5
—1 -2 5 -5
|2 -5 5 0

2a*—3a*+5=(a+ 1)(2a> — 5a + 5) = 0, solo se cumple para
a=-—1, pues el otro factor es un polinomio irreducible.

Por tanto, hay una Unica recta tangente a la grafica de f que
pase por (1, 5), que es la tangente trazada por el punto de
abscisa —1:

y—(=1’=2(=1’Kx—(-1) = y=3x+2
BEE] Se considera la funcién f(x) = x* + m, donde m >0 es
una constante.
a) Para cada valor de m halla el valor a > 0 tal que la recta

tangente a la grafica de fen el punto (g, f(a)) pase por el
origen de coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a
la gréfica de f(x).

a) f'(a) = 2a en el punto (g, f(a))
Si pasa por el origen de coordenadas: y = 2ax = @’ + m = 2a*
=a=*Vm

b)Sifla)=1=m=1/4

] Halla la derivada de f(x) = ax + b + e ™. Calculaay b

si el punto (0, 0) es un punto de la curva y = f(x) en que la
recta tangente es el eje X.

fix)y=a—e™”
f0)=0 =b=—1

f0)=0=a—-1=a=1

Continuidad y derivabilidad
Bl BT Indica en qué puntos f(x) = 2x* + x — 1| no es deri-

vable.

La funcién f no es derivable en x=1/2 y en x= —1, puesto
que sus derivadas laterales no coinciden:

ff(=1)=-3y fi(-1)=3

A1 (1)
f*(Z)_ 3”*(2) ’

= Son puntos angulosos.

W] Estudia la derivabilidad de la funcién f(x) = \/M en
x=0.

_ —
Se desdobla la funcién: f(x) = Vox six<o
\/)_( six=0
! six<O0
2V —x
Entonces, f'(x) =
six>0

1
2Vx
En x =0, se observa que f/(0) = —oo y f;(0) = +oo.
En x =0, hay un punto de retroceso.

T Razona si son derivables en el cero cada una de las
siguientes funciones de variable real.

x—1 six<0
a) fix) =42 six=0 b) gx)=Vx*+x°
x+3 six>0

a) f(x) no es continua en x = 0, por tanto no es derivable en
x=0.
3x% + 2x

2VX+ X

b) f'(x) = , la derivada no existe en x = 0.

BT Justifica si cada una de las siguientes afirmaciones
es verdadera o falsa. En el caso de que consideres que la
afirmacion es falsa, pon un ejemplo ilustrativo.

a) Para cualquier funciéon polindmica de segundo grado
existe un punto tal que la recta tangente a la funcién en
ese punto es una recta paralela al eje de abscisas.

b) Sih: R —» Ry g: R — R verifican h’(x) = g’(x), entonces
h(x) = g(x).

a) En toda funcién polinédmica de grado dos hay un maximo o

un minimo, y en ese punto la derivada es nula, por lo que
la recta tangente es horizontal, paralela al eje de abscisas.

b) Que la derivada de dos funciones sea la misma, no signifi-
ca que las funciones sean la misma, pueden diferir en una
constante.

[EE] Estudia la derivabilidad de la funcién:

e* six=0
fx)={1—-x> sio<x=1
X six>1

En primer lugar debemos estudiar si la funcion es continua.
Para x <0, es exponencial, luego continua en su dominio.
Para 0 < x < 1, es polinédmica, y por tanto, continua en su
dominio.

Para x> 1, es polinémica, luego, continua en su dominio.
Enx=0,f(0)=1.

lim f(x)=Ilim e =1

x—=0" x—=0"

= lim f)=1
lim f0)=lim (1—x)=1 e

x—0 x—=0

Como lim f(x) = f(0), fes continua en x = 0.
x—0

Enx=1,f(1)=0.

Iirr117f(x):Iim
“ = ZlimfK)
Iim+f(x)= I|m+x=1 =l

x—1 x—1

Por tanto, la funcién no es continuaen x = 1.
La funcion es continua en R — {1}.

Por tanto, en x = 1 no serd derivable.

6. Derivadas @



En x = 0, dado que las funciones que componen f son deriva-
bles, podemos hacer:

e* six<O0
flx)=4—2x sio<x<1
1 six>1

f’(0) existira si f(0) = f.(0):

f(0) = lim e"=1 7 £/(0) porque las derivadas

. = { laterales son finitas y distintas:
f.(0) =XILrp+(—2x) =0 es un punto anguloso.
Por tanto, Dom f'=R — {0, 1}

[N Estudia la derivabilidad de la funcién:

E(x—1) six<2
4 —2x co
f(X)= )(2——9 si2=x=4

In(\/)—(+1> six>4

La funcién parte entera de (x — 1) es una funcion escalonada,
por tanto, no es derivable en x = z< 2, y su derivada vale cero
parax <2y x#zconz€ Z.

En (2, 4), la funcién es racional y su denominador se anula en
x =3, por lo que en este punto la funcién no es continua y,
por tanto, no es derivable.

Para valores de x> 4, la funcion es logaritmica con un argu-
mento estrictamente positivo, por lo que es continua y deri-
vable en su dominio.

Enx=2,f(2)=0.
Puesto que Iin} f(x) =E(1) =1, la funcién no es continua en
X—

X =2,y por tanto, no es derivable.

lim, f(x) =1In 3, por lo que la funcién no es continua en x =,
xX—4
y tampoco es derivable.

Conclusion: la funcién es derivable en R, excepto en los valo-
res enteros z=4.

B Sea fla funcién definida por

e€“—1 six=0
xe™ six<0

Estudia la derivabilidad de fen x =0y, si es posible, calcula
la derivada de f en dicho punto.

En x =0, la funcion es continua.

Las derivadas laterales en x = 0 deben ser iguales:

oy =tim 2170 (2) :1

x—0" X 0
¥ 0 0 = f’(O) =1
i X6 —0 (0}
f'.(0) ‘X'L”(Lix <O) 1
También podemos escribir:

Fl) = e* six>0 f0)=1
11 —29e ™ six<0  |F.(0)=

puesto que las dos funciones son derivables y su derivada es
continua.

BT Seaf: R — R definida por f(x) = 2 — x .
a) Esboza la grafica de f.
b) Estudia la derivabilidad de fen x = 0.

¢) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de fen
el punto de abscisa x = 2.

@ Andlisis

2+x* six>0
2—x* six=0

a) f(x) =[

YA
5
\ 4
3
;
—4-3-2 | O \2 4X]
-2
3
. \
1e \\
L ]2 six<0 f_(0)=0 vy —
b) () = —2x six>0 [f’+(0)=0:>f(0) 0

c) Enx=2,f2) = —4yf2)=2—-2"= -2
y+t2=—-4x—-2)=y=—-4x+6

[ BT Estudia la derivabilidad de f: R — R definida por:

X .
) = 1_\)(‘ six#—1yx#1

0 six=—1ox=1
[ x )
six<<—1
T+x
six=—1
X .
si—1<x<0
T1+x
fix) = X .
si0=x<1
1—x
six=1
X .
six>1
K1 X

En x=1y x= —1no es continua, por tanto no es derivable
en estos puntos.

BT Estudia la derivabilidad de f: (0, +2) — R definida
por:
V3+xXr—x sio<x=1
fx)=y1 x

— - six>1
X 4

Calcula la funcion derivada.

La funcién no es continua en x =1, por tanto en x=1 no es
derivable.

Las dos funciones son derivables, y su derivada es continua,
por lo que:

X
——1 si0<x<1
o — V34X
F -1 x
7*5 six>1

In(1—x) six=0

B Considera esta funcion: f(x) =[—x+ax2 Six>0

¢Existen valores de a con los cuales f sea derivable en toda
la recta real? En cualquier caso, razona la respuesta y, si es
afirmativa, encuentra dichos valores.

La funcion es continua y derivable en R — {0}. En x =0, la fun-
cién es continua, puesto que la imagen de 0 existe y los limi-
tes laterales en x = 0 también y coinciden con la imagen.

Solo hay que averiguar si la funcién es derivable en x = 0:



1
fix)=yx—1
—1+2ax six>0
Luego las derivadas laterales en x = 0 coinciden, es decir,
f(0) = —1.

La funcion es derivable para todo valor de a.

=

six<0 f_(0)=1 six<O0
21F.0=1 six>0

B Se sabe que f: (—1, 1) — R definida por

1 .
2% ——x+c si—-1<x<0
fix) = 2
1-x sio=x<1

es derivable en el intervalo (—1, 1).
a) Determina el valor de la constante c.
b) Calcula la funcién derivada £’

¢) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica
de f que son paralelas a la recta de ecuaciéon y = —x.

a) Si la funcion es derivable en (—1, 1), tendra que ser nece-
sariamente continuaenx=0:c=1

b) Ambas funciones son derivables en su dominio y vemos
que su derivada es continua:

Ax—1/2 si—1<x<0
)= ;1 sio=x<1
2V1—x
¢) Son las que tienen pendiente m = —1

—1
Sio=x<1,——==—-1=x=3/4

2V1—x

sk (1
8] 3277 3 8
31
:>y:_X+3—2

f3/4)=12=y—1/2=-1x—3/4)=y=—x+5/4

B ] Determina los valores de los parametros a y b para
que la funcién siguiente sea continua y derivable en
xX=2.

six<2

six=2

ax* + 2x+3

f(x)={x3+bx+5

Imponemos, en primer lugar, que la funcién sea continua en
x =2, para ello es necesario que los limites laterales sean
iguales y coincidan con el valor de la funcién:

lim fx)=lim (axX’+2x+3)=4a+7

x—=2" x—2 =4a+7=13+2b
lim ) =lim (€ +bx+5)=13+2b

Para estudiar la derivabilidad buscaremos las derivadas late-
ralesen x = 2.
f-x)=2ax+2=1f_(2)=4a+2
flo)=3x+b=f.2=12+b=4a+2=12+b
Resolviendo el sistema:

|4a —2b=6

7
= a=—b=4
4a—b=10 2

B Determina el valor del parametro a para que la
siguiente funcion:

sio<x=1

six>1

W[
sea derivable en x=1.
En primer lugar, hay que estudiar la continuidad de fen x = 1:
fi)=1-log1=1-0=0

lim f(x)=0

x—=>17

lim_ f(x) =JLn?+ al—e™M=a(1—e

x—1

Para que exista el limite, los laterales deben coincidir:
0=a(l—e") = a=0
Con a =0, la funcién es continua en x = 1, pero entonces:

sy |logx+1 sio<x<1
f(x)_{o six>1
(1) =1 , ’

£1) :0]:>f,(1)#f+(1)

Como las derivadas laterales en x = 1 son distintas, f no
es derivable en x = 1 para ningun valor de a, ya que f' no
depende de a.

BT Averigua el valor de los parametros ay b para que la
siguiente funcidn sea derivable en x = 1:

X¥—ax+b

six=1
f(x)_lalnx

six>1
Primero hay que imponer que sea continua: f(1)=1—a+b
lim fx)=lim (*—ax+b)=1—a+b
x—=>17 x—=1"
=1-a+b=0
lim f(x)=lim alnx=0
x— 1" x—1t
A continuacion hay que imponer que las derivadas laterales
en x = 1 sean iguales. Podemos escribir:
s |2x—a  six<1
Fed = [a/x six>1
/(1) =Ilm 2x—a)=2-a
xX—=>1"

=2—a=a = a=1
f1(1)= Iin11+ (a/x)=a

Sia=1=1—-a+b=0= b=0

BT Se sabe que la funcién f: [0, 5] — R definida por
f(x)_{ax+bx2 sio=x<2
—4+Vx—1 si2=x=5

es derivable en el intervalo (0, 5). Calcula las constante ay b.

Imponemos que sea continua en x=2:2a + 4b = —4 + 1
=2a+4b= -3

Imponemos que sea derivableenx = 2:a + 4b = 1/2

Resolviendo el sistema se obtiene:a = —7/2y b =1

BT Determina by c para que la funcién:

X six=2

f(x)z{—xz+bx+c six>2

a) Sea derivable en todos los puntos de R.

b) Calcula la ecuacidn de la recta tangente en el punto de
abscisa 1.

a) En primer lugar, f(x) debe ser continua en x = 2:
fl2) = Iin} flx) =8, Iin; fix)=—4 + 2b + ¢, luego se debe
cumplir8= -4+ 2b + ¢

sr _|3X° six<2
f'(x) = .
—2Xx+b six>2

Para que sea derivable en x = 2: f/(2) = f{(2)
f'(2) = IianL (B3x) =12
fl@)=lim (-=2x+b)=—4+b

=12=—4+b
Luegosib = 16y c = —20, la funcién es derivable en R.

b)Enx=1,fix) =X, (1) =1yf(1) =3y —1=3x—1)
=>y=3x—2

6. Derivadas @



H) B Determina:

a) Los valores de las constantes a y b sabiendo que la gréfi-
ca de la funcién f: R — R definida por:
e six=0
fx) _[ax+ b six>0
admite recta tangente en el punto (0, 1).

b) Los valores de las constantes c y d para las cuales la gra-
fica de la funcién g: R — R definida por:

X

(x) = e six=0
IO=e+d six>0

admita recta tangente en el punto (0, 1).

a) Si admite recta tangente en (0, 1), significa que 0) = 1,y
es continua y derivable en x = 0.

Que sea continuaenx=0:1=b
Que sea derivableenx =0:—1=a
b) Que sea continuaenx=0:1=d

Que sea derivable en x = 0: —1 = 0, y esto no es posible.

Hl BN Calcula los valores de ay b para que la funcién:

3x+ 2 six<O0
fix) = {x* + 2ae* sio=x<1
at+xe+b si1=x

sea continua para todo valor de x. Estudia la derivabilidad
de f(x) para los valores de a'y b obtenidos.

Las funciones son continuas en su dominio de definicion, por
ser polindmicas.

Para que sea continua en x = 0:

f(0) = 2a
lim f) = lim (3x+2) =2
Iin01+ fix) = Iirg_ (* + 2ae") = 2a

=>Iim0f(x)= 2=2a=a=1
Para que sea continuaenx = 1:
(l)=a+e+b=1+e+b

lim fix) = Iin?f (*+2ae") =1+ 2e

XxX—>1"
lim f(x)=|in11+(ax2+xe+b)=1 +e+b

x— 1"

= limflx)=1+2e=1+e+b=>b=c¢

x—1

3 Six<0
f(x) ={2x + 2€* Sio<x <1

2x + e sil1<x
Enx = 0:
FO=3_ g _ ) .
[f,+(0) —> = En x = 0 la funcién no es derivable.
f_(1)=2+2e B - .
[f'+(1) —ote = En x = 1 la funcién no es derivable.

Ejercicios de aplicacion
Bl B Dada la funcién f(x) = 1 — X, se pide:

a) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la gréfica de fen
el punto P(q, f(a)), donde 0 < a<1.

b) Halla los puntos Ay B en los que la recta hallada en el
apartado a) corta a los ejes vertical y horizontal respec-
tivamente.

¢) Determina el valor de a € (0, 1) para el cual la distancia
entre el punto Ay el punto P(q, f(a)) es el doble de la dis-
tancia entre el punto By el punto P(aq, f(a)).
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a) m=fa) = —2a

La recta tangentees:y — (1 — a) = —2alx — a)
=Sy=d —2ax+1

2a

1-a
=2 ,a — 1
2a

V2
Debe ser0 <a<1, porloque:a = >

2+
b) Enx = 0,A(0, & + 1).Eny=0,B(a 0.

¢) Enunpunto P(a, 1 — a*):

d(PA)=2d(P B)= ‘(a, 2a%)

V2

2

=a==

BT Sea f: R — R la funcién continua definida por

f) = 2—x six<a
W =12 _5x+7 six=a

donde a es un nimero real.

a) Determina a.

b) Halla la funcion derivada de f. -1 six <2
a) Sies continuaenx = a:2 — a = iyl 7 si2<x<3
5 2x—5six>3
2—a=a —5a+7 _
) =a=3
2—a=—-a +5a—-7
2—x Six=2
b) flx) =<x—2 Si2<x=3=

X —5x+7 six>3

La funcion no es derivable en x = 2, hay un punto anguloso.
En x = 3, la funcién no es derivable, también hay un punto
anguloso.

BT La curva f(x) de la figura tiene por dominio el conjun-
to de los numeros reales.

\ Ay

\
\

4312 > \3 X

\
\

a) Determina los puntos en los que la funcién vale 0 y los
valores de x para los cuales la funcion es positiva.

- N W

w N

b) Calcula en qué puntos se anula la derivada y en qué
puntos f/(x) <O.

¢) Halla la ecuaciéon de la recta tangente en el punto de
abscisa x = 2.

d) Determina la ecuacion de la recta tangente en el punto
de abscisa x = —1, sabiendo que f’(x) comienza por —x*.

e) Determina a sabiendo que f(x) = a(x + 1)(x — 2)%.

a) Vale 0 parax= —1y para x = 2y es positiva para x< —1.
b) Seanulaparax =0yparax =2yf(x) <Oparax<<0yx>2.
c) Larectatangenteparax =2esy = 0.

d) f(x) = kx(x — 2) = k(x> — 2x) si sabemos que el coeficiente
de X’ es —1, entonces k = — 1y por tanto:

m= f(—=1)= —1 — 2 = —3y pasa por el punto (—1, 0)

Luego su ecuacién serd:y = —3x — 3
e) Sif(x) = x* + 2xy fix) = alx + 1)(x — 2)* derivando se ob-
tiene f(x) = 3ax’ — 6ax e igualando concluimos: a = —1/3



B En la figura se puede ver parte de la grafica de una
funcidn f que esta definida en el intervalo (—3, 3) y que es
simétrica respecto al origen de coordenadas.

TUNSS
2
1

-+3-2 |0 X
-2
-3

a) Razona cual debe ser el valor de f(0).
b) Copia y completa la gréfica de f.

¢) Halla f'(x) para los x € (—3, 3) en los que dicha derivada
exista.

a) No existe f(0).

b) ) l

>

!

—4-3-2 O 4x

Wl

02

-3

[

si—3<x<—1

si—1<x<0
Sio<x<1

si1<x<3

1
2
0
o F =1,
1
2

N un globo de radio r, que contiene hidrégeno, au-
menta su volumen un 5 %. Calcula su variacion de area.

4mr?

Vi) = :’ dV = 4mr?dr

S(r)=4wr*> dS=8murdr
2dV

Esto significa que: dS = —
Como dV = 0,05V, tenemos:

3
o,1<4m )dr
3 5-0,1

dS=—""F—""= 3' dr

ds
La variaciéon de area, o es de 3,33 %.

BN Dadas las curvasy = x¥* — 1y x>+ xy — 1 =0, averigua
sus puntos de interseccion y calcula las pendientes de las
rectas tangentes en cada uno de ellos. A continuacion, halla
para cada punto el angulo que forman dichas tangentes.

Solucionando el sistema formado por las ecuaciones de ambas
curvas se obtienen dos puntos de interseccion: (1,0) y (=1, 0).
y=x’—1=y=2x=yl=2ey(-1)=-2

En (1, 0) la pendiente de la tangente esm =2,y en (—1, 0),
m=—=2.

X’+xy—1=0 = 2x+y+xy’'=0

22Xy

=Yy X

SyM=-2ey(-1)=-2

En los dos puntos la pendiente de la recta tangente es m = —2.
En el punto (—1, 0) la tangente es la misma, por lo que el an-
gulo que forman ambas tangentes es cero.

En el punto (1, 0) calculamos el dngulo que forman las dos
tangentes, aplicando:

tga—tg P
tgla—B) =" —""+
9l—p) 1+tgatgP
Podemos tomartga = —2 y tg 3 = 2, por lo que:
—4 4
tg (a—B):m=§ = (a—B) =53,13°% que es el dngulo

que forman las dos tangentes en el punto (1, 0).

BT Halla la ecuacion de las tangentes a la curva de ecua-
cion 2x* —y* + xy = 0 en el punto x = 1.
Six=1=2-y’+y=0 = y=—1 e y=2, por lo que los
puntos son (1, —1) y (1, 2).

Derivamos implicitamente:

Ax—2yy'+y+xy'=0 =y - x—2y)=—4x—y

, _y+t4x
2y —x
—1+4
En(1,—-1)y’ = =-1
0=y ==

por lo que la ecuacidn de la tangente sera:
y+t1=(-Nx—-1) = y=—x
En (1, 2):y’=ﬂ =2
41
por lo que la ecuacién de la tangente sera:
y—2=2(x—1) = y=2x
B Calcula los valores de a para los que las tangentes a
las curvas y=e* ey = e > en los puntos (a, %) y (a, e
sean perpendiculares.

—Za)

En x = a se debera cumplir que el producto de las pendientes
de las rectas tangentes sea — 1.

Puesto que (e")'=€" = (&"(a) = ¢’

(e®)'=-2e% = (e®(a)=—2"

Debe ser: e+ (—2e ) =—1 = —2e '=—1

1 1
= e =—:>—a=|n<—> = a=In2
2 2

] A partir del enunciado anterior, estudia si puede
existir algun valor de a para que las tangentes en los pun-
tos indicados sean paralelas.

Las pendientes deben ser iguales si las tangentes han de ser
paralelas. Seria (€')’=¢e*>0,y (e ¥)' =—2e *<0,Vx ER,
lo cual no es posible.

] Un incendio se extiende en forma circular de manera

uniforme. El radio del circulo quemado crece a la velocidad
constante de 1,8 m/min.

a) Determina el area quemada en funcién del tiempo t
transcurrido desde el inicio del incendio.

b) Calcula la velocidad de crecimiento del area del circulo
quemado en el instante en que el radio llegue a 45 m.

a) A== (1,8t) = 3,24wt> m?, donde t estd expresado en
minutos.

b) v(t) = 6,48 w t m*min
45 .
Cuando r = 45 m, entonces: t = ﬁ = 25 min

I

v(25) = 6,48 7 - 25 = 508,94 m*/min

6. Derivadas @



Actividades tipo test
Escoge Yy razona la respuesta correcta en cada caso:

[@ EEE Calcula el &ngulo que forman las rectas tangentes a
las curvas de ecuaciones xy =1y x* — y> = 1, en los puntos

de interseccion de dichas curvas.
@ ET] Considera la funcidn fix) =x* — 5x* + 5x + 3y la recta . . .
a) Puntos de interseccién: (a, b) y (—a, —b). Son perpendi-

r:2x+y=6.
Determina, si es posible, un punto de la grafica de fen el
que la recta tangente sea r.

a) (1,4) b) (4,1) c) (4,0)
La respuesta correcta es la a). Vedamoslo:

La pendiente debe serm = —2

fx) =3¢ —10x+5

77\ _e
Si3x’ —10x+5=-2=x=43 =i{\3/) 27
)=

En(z,i>:y—i= —2(x—Z =y= —2x—ﬂ
3 27 3
En(1,4):y—4=-"2x—1)>y=-2x+6

El punto es (1, 4).

BN Considera la funcién f: R — R definida por:
i) = {3ffa’§f y =0
(] six>0
Determina a y b sabiendo que f es derivable.
a)a=b=1

1
b)a=—yb=-1
) a 3y

1
c)a 3y

La respuesta correcta es la c). Vedmoslo:

La funcién polindmica es continua y derivable en x<0 vy la
exponencial es continua y derivable en x > 0.

Si es derivable en x =0, en primer lugar debe ser continua en
x=0:b=1
Ademas debe ser derivable en x = 0:3a = b

1
De lo que se deduce que: a = gy b=1

culares las tangentes en ambos puntos.

b) Puntos de interseccion: (a, b) y (—a, —b). En (a, b) las
tangentes son perpendiculares y en (—a, —b) forman un
angulo de 45°.

¢) Puntos de interseccion: (a, b) y (—a, —b). En (a, b) las
tangentes son perpendiculares y en (—a, —b) forman un
angulo de 0°.

La respuesta correcta es la a). Vedmoslo:

Para obtener la funcidn en forma explicita, empezamos des-
pejando la variable y en cada una de las ecuaciones:

y=%; y=Vx’—1

En la segunda ecuaciéon hemos considerado Unicamente el
signo positivo de la raiz, pero a continuacién debemos consi-
derar los puntos en los que la imagen es negativa, puesto
que se trata de una hipérbola simétrica respecto del origen
de coordenadas.

Si se intenta calcular el punto de interseccién de estas dos
funciones, vemos que es mas practico considerar que se in-
tersectan en (a, b) (ademds las curvas se intersectan en
(—a,—b)).

’

1 . ., .
y’=-—5-; en el punto de interseccion, la pendiente de la tan-
X

entees:y'(a) = _—1 = _—b
g 2y pe a

7

X
y=—2
Vx*—1

; en el punto de interseccion, la pendiente de la

a a
tangentees: y'(d) = ———=—
Var—1 b
a
. b a
Se observa que el producto de las pendientes es b =-1,

por lo que las tangentes en (a, b) son perpendiculares. Y,
por simetria, también lo son en (—a, —b), que es el otro pun-
to de interseccion.



Evaluacion (pagina 167)

& 1.

Calcula la derivada de estas funciones.

a) f0)=In\1+x d) fx)=In it:

—X

b) fx)= /-7 e) f)="2o
X Vx
Vax

c) fix)=xe+ xln(%) -

2X
. _ X
a) f(x)_1+x2
b) f’(x)=e—<X1 V=7 ):ex3"3_’f_2”‘+21
X\ X 3V -7) 3V —7)
1
1 5
0 FO0=xe+2) —Inx+In@Vx-22 =2 4
X
d) F)=—
X =X
e) f’(x):1_2X

2¢V/x
Halla el valor de a y de b para que la siguiente funcion sea derivable en x = 0.

fo0) = a(1+¢) six<0
W =1b+Inx+1) six=0
Para que sea derivable debe ser continua, luego Iirrg a(l1+e)=2a= Iirrg} b+Inx+1)=0b
X— X—
Basta pues que 2a = b para que sea continua, ya que cada parte es continua en su dominio. Para que sea derivable deben coincidir
también las derivadas laterales en el 0:
f’(0) = ay f/(0) = 1por lo tanto, a debe ser igual a 1, pero no solo, pues la funcidn debe ser continua, lo que requiere también
2a = b,y porlo tanto b = 2.
Sea la funcioén:
ae* + bin(x+1) six<0
f(X) = 2x __ H
e aln(x+1) six=0
Halla los valores de a y de b para que sea derivable en R.
En primer lugar necesitamos que la funcidn sea continua, en su dominio: (—1, +eo)
Por ser ambas funciones continuas, nos basta asegurar que también lo serd en x = 0 para que lo sea en todo su dominio:
I lim (@ge*+binx+ 1) =a
x—0"

I lim @ —alnix+1)=1

x—0"

Luego basta que a = 1 para que la funcién sea continua.
Estudiamos ahora sus derivadas laterales en x = 0:

b
I f(0)=ae®+——=a+b=1+b
0+1

a

1 f0)=e""— =1-a=0

0+1
Por tanto, sib = —1 (siendo a = 1) la funcién sera derivable para todo valor de x mayor que —1, es decir, dentro de su dominio de de-
finicion.

P
Halla la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de la funcion f(x) = \/(x+ 1)? en el punto de abscisa
x=-1.

2
Ambas rectas pasaran por el punto (—1, {(—1)) = (—1, 0), para la pendiente necesitaremos la funcién derivada: f'(x) = ————
3Vix+1)
Cuando estudiamos su dominio, vemos que —1 & Dom f(x), la derivada no esta definida en el punto x = —1y por lo tanto no existe

ni recta tangente, ni recta normal.

6. Derivadas @



5.

+1

X

‘. X . ..
Dada la funcion f(x) = , determina la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto en el que se anula la se-

gunda derivada.

En primer lugar debemos encontrar el punto en qué se anule la segunda derivada, y para eso calculamos las primeras dos derivadas:
el —x—1

) = % = —xe " f)=(=Te "+ (—x-(e)=e"x—1)

Por lo tanto el punto en que se anula la segunda derivada es: x = 1, (1, f(1)) = (1, 2/e)

2 1
La recta tangente vendrd dada pory — (1) =f(1)x — 1) =>y — o fg(x —1)oloqueesigual x+ey—3=0.

Halla el valor de a y de b para que la funcién f(x) = ax® — 2x* + b su recta tangente en el punto de abscisax = 1seay = 5x + 1.
En primer lugar la funcién debe pasar por el punto (1, 6), o sea (1) = a(1)’ = 2(1)>+ b=6,a+ b=8.
Por otro lado f/(1) = 5, donde f(x) = 3ax* — 4x, por tanto:3a—4=5=a=3
Volviendo a la ecuacion previa obtenemos el valor de b = 5.
Una persona camina a una velocidad constante de 3 m/s y se aleja horizontalmente y en linea recta desde la base de una farola cu-
yo foco se encuentra a 10 m de altura. Sabiendo que la altura de la persona es 1,70 m, calcula:
a) Lalongitud de la sombra cuando la persona se encuentra a 5 m de la farola.
b) Lavelocidad de crecimiento de la sombra a los t segundos de empezar a andar.
a) Sixeslalongitud de la sombra, se puede plantear por semejanza de triangulos:
10 5+x
170 =
b) Alos t segundos, la persona se encuentra a d = 3t + d(t) m de la farola.

=x=1,024m

Podemos, del mismo modo, escribir:

10 3t+d(t)

———=——"—""=10d(t) =51t + 1,7 d(t) = 8,3 d(t) = 5,1t = d(t) = 0,614t
170 a0 (t) (t) (t) (t)
Luego la velocidad a la que crece la sombra, que es constante, es: v=d'(t) = 0,614 m/s

F

1S

e

P
1,7m
0 ET
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